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Practico 6—Solucién — Topologia en R"

Nota: en R™, a menos que se aclare lo contrario, asumiremos que estamos trabajando con la distancia euclidia.
En este documento se presentan las soluciones a los ejercicios del practico, algunos de ellos con desarrollo a
modo de guia para resolver el resto. A continuacion algunas definiciones y observaciones para tener en cuenta:

Definiciones:
Sea A CR™ y p un punto de R™.

Una Bola de centro p y radio r es B(p,r) = {x € R™: d(z,p) < r}

Decimos que el punto p es:

Interior a A si existe r > 0 tal que B(p,r) C A

Exterior a A si existe r > 0 tal que B(p,r) CA°={z cR":x ¢ A}

Frontera de A si¥r >0 B(p,r)NA#( y B(p,r) N A° # (). Es decir, toda bola centrada en p tiene puntos
de A y de A°.

Definimos el interior de A como int(A) = {x € R™: x interior a A}

Decimos que A es abierto si A =int(A)
El conjunto A es cerrado si A° es abierto.
La frontera o borde de A es 0A = {x € R™: z frontera de A}

Definimos la clausura de A como A= AUOJA

Un punto p € R™ es un punto de acumulacion si Vr > 0 (B(p,r) Nn(A\ {p})) % (. Es decir, toda bola
centrada en p tiene elementos de A distintos de p.

Denotamos a los puntos de acumulacion de A como A’
Decimos que A es acotado si existen ¢ € R™, R > 0 tales que A C B(q, R)

Decimos que A es compacto si es cerrado y acotado.

Observaciones:

Los puntos son cerrados. Es decir, si ¢ € R™, {¢} CR"™ es un cerrado.
Un punto g € R™ es exterior a A si y solo si es interior a A°.

Los conjuntos ) y R™ son abiertos y cerrados.

Un conjunto A es cerrado si y solo si A= A

La frontera de un conjunto A y su complemento coinciden: 0A = O(A€)
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Ejercicio 1

Las funciones a estudiar en este ejercicio son las siguientes:

a)

b)

N(z,y) = |z] + y|
N(z,y) = /a2 + 42
N(z,y) = méx{|z|, |y|}
N(z,y) = |z +y|

Las funciones correspondientes a (i

),(ii) ¥ (iii) son normas. La funcién (iv) no es norma pues para dicha funciéon
se tiene, por ejemplo, N(1,—1) =0 co

W (1,-1) # (0,0).
Si llamamos By, B2, Bs a las bolas de centro (3,4) y radio 2 asociadas a las normas (i), (ii) y (iii) respecti-
vamente, se tiene que:
e (3,4) € By, (3,4) € By, (3,4) € B3
e (4,5) ¢ B1, (4,5) € By, (4,5) € B
e (0,1) ¢ By, (0,1) ¢ By, (0,1) ¢ Bs

Para probar lo anterior basta con calcular la distancia de los puntos al centro de la bola segtn las distancias
inducidas por las tres normas.

Observacion: En general tenemos que N(z,y) = (|z[F + \y|p)1/p con p > 0 es una norma en R?. Vemos

que en este ejercicio, la norma (i) corresponde a p = 0, la norma (i) corresponde a p = 2 y la norma (iii)

corresponde a “p = +00”, es decir im0 (|2|P + |y|p)1/p.

Dos normas N y M son equivalentes si existen constantes «, 8 > 0 tales que aN < M < BN. Escribiremos
esto como N ~ M. Observamos primero que la relacion “ser normas equivalentes” es en efecto una relacion de
equivalencia. Es decir, se cumplen las tres siguientes condiciones (de facil verificacion):

- N ~ N
- Si N ~ M entonces M ~ N
-SiN~MyM ~ P entonces N ~ P (donde P es otra norma)

Llamamos Nj, Na, N3 a las normas correspondientes a (i), (ii) y (iil) respectivamente. Por lo tanto, para ver
que las normas son equivalentes basta con probar que Ny ~ N3 y que Ny ~ Nj.

Sea (r,y) un punto arbitrario de R?. Sin pérdida de generalidad podemos suponer |z| > |y|, por lo que
N3(z,y) = |z|. Entonces:

- N; ~ Nj: Basta con tomar o = £ ypB=1

(2] + |z[) = 2] < || + [yl

DN | =

1
Szl + ly)) <

- Ny ~ N3: Basta con tomar o = % yp=1

SV € V) = Vi = el < VR

Por lo tanto todas las normas son equivalentes. De hecho, de forma analoga podemos probar que todas las
normas de la forma N(z,y) = (=P + |y|?) YP son equivalentes.
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Ejercicio 2
a) Conjuntos acotados: A1, B, Az, C, As, Ag.

bc) e int(A) ={(z,y): 1<z <2, 1<y<3}
0A; = {(x, i/) 1<z<2 ye{l,3}}U{(z,y): 1 <y<3, ze{1,2}},

A ={(z,y r<2 1<y<3}
A=A
o int(B) =0,

0B = A,

B=0B

=0B=A4;

o int(As) =0,

0As =

Ay = Ay

AL = A,

o int(Az) = As,
043 = {(z,y) : 2* +y*> =1} U{(0,0)}
As ={(z,y) : 2® +y*> < 1}
Af = A3
e int(C) =10,
0C = {(2,) : 2> +y* < 1)
C=0C
C'=C=0C
o int(Ay) = {(x,y): 222 +y? < 1},
OAy = {(z,y): 20° +y?> =1} U{(z,y) 1z =y, 22" +y* > 1}
Ay =AU {(2,y): 2% + 92 =1}
A=Ay
) ZTLt(Ag,):@,
0As = As U {(_17 1)? (17 1)}
A5 = 045
Ai’) = {(_17 1)’ (17 1)}
L] int(Ag):Ag,
0Ag ={(z,y,2): x4+y+2z=1,2>0,y>0, 2>0tU{(z,9,2):2=0, >0, y >0,
r+y<1}U{(z,y,2) :2=0,2>0, y>0, z+y <1} U{(z,y,2):y=0, >0, 2>0, x + 2 <1}
A ={(z,y,2): v+y+2<1, >0, y>0, 2>0}
A = Ag
o int(A7) = {(z,y,2): 2> +y?+1<z2}
0A7 = {(z,y,2): 22 +y*+1=2z}
A7 = Aq
AL =A; = A

d) Los tnicos conjuntos abiertos son: Az y Ag.
e) Los tnicos conjuntos cerrados son: Ay y As7.

f) Ningun conjunto es compacto.
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Ejercicio 3
a) Probemos que toda Bola abierta en R™ es un conjunto abierto.

SeapeR™ r>0y B=B(p,r) ={x € R":d(x,p) < r}. Por definicion de conjunto abierto, hay que probar
que cualquier y € B admite una bola centrada en y contenida en B.

Sea 0 < a < (r — d(p, y)) Luego, B(y,a) C B, ya que si z € B(y, ) por desigualdad triangular se cumple

d(z,p) < d(z,y) +d(y,p) <a+d(p,y) =7
Y por lo tanto z € B. Como z es arbitrario B(y,«) C B. Como y es arbitrario, B es abierto.

b) Probemos que si p € Ay A es abierto, A= A\ {p} también.
De nuevo, tenemos que probar que cualquier y € A admite una bola centrada en y contenida en A.

Como y € Ay A abierto, existe r tal que B(y,r) C A. Tomamos o = min{r, d(y,p)}, entonces B(y,a) C A,
pues:

B(y,a) C A, p# B(y, ) implica B(y,a) C A
Por lo tanto el conjunto A = A\ {p} es abierto.

Ejercicio 4

Sea A abierto de R?, C = AN Q2.
Entonces int(C) =0, C = Ay 0C = A.

Sugerencias para las pruebas:

= Es conveniente observar que dados xz; < xy nimeros reales, entonces existen ¢ € Q y r € R\ Q tales que
1 <qg< T2y T <r<T9.

= También sera ttil probar que para cualquier conjunto B se tiene B = BUOJB = int(B) UJB (observar que
la tltima unién es disjunta). Como int(C') = 0 se deduce 9C = C.

Ejercicio 5
Consideramos A, B dos conjuntos de R™, y definimos su suma como
A+B={a+b: a€ A, be B}

Probemos que si A es abierto, A + B también:

Tomamos a + b un elemento genérico de A + B, queremos probar que hay una bola centrada en a + b contenida
en A+ B.

Como A es abierto, existe r > 0 tal que B(a,r) C A. Veamos que el mismo r sirve para a + b, es decir, que
B=B((a+b),r) C(A+ B):

Dado y € B (se tiene d(y, (a + b)) < r), definimos @ = y — b. Observamos que

d((y —b),a) = [(y = b) —all = [ly = (@ + b)[| = d(y, (a + b)) <r

Por lo que (y —b) € B(a,r) C A, es decir (y —b) =a € A, lo que implicay =a+b € (A+ B). Como y es generico,
B C (A+ B). Como a + b es genérico, A+ B es abierto.

Sin embargo, no podemos decir lo mismo si tomamos dos conjuntos cerrados (si uno es abierto y otro cerrado,
como vimos, la suma es un abierto)
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Si A y B son conjuntos cerrados, entonces A + B no es necesariamente cerrado:

Obviamente sf hay casos donde la suma de cerrados es un cerrado (basta con tomar A = {a} y B = {b}). Veamos
un ejemplo en R donde A y B cerrados y A + B no:

Definimos A ={-n: neN, n>2}yB={n+<: neN, n>2} Tanto A como B son un conjunto de
puntos aislados, por lo tanto son cerrados.

Recordamos que un conjunto cerrado contiene a todos sus puntos de acumulacion, por lo que para ver que A+ B
no es cerrado basta con observar que 0 ¢ A+ B y 0 es de acumulacion de A + B. El punto 0 no estd en A + B,
pues no hay ningtn natural en B y por lo tanto al sumarle un entero negativo nunca podra ser cero. Luego, 0 si es
de acumulacion, pues la sucesion de elementos de A+ B dado por (—n) + (n+1/n) = 1/n con n > 2 converge a 0.

Ejercicio 7

a)

Consideramos {A;} cs una familia de conjuntos abiertos.
Entonces A = J;¢;

Si a € A, entonces existe j € J tal que a € A;. Como A; abierto, existe » > 0 tal que B(a,r) C A;. Como
A; C A, B(a,r) C Ay por lo tanto A abierto.

A;j ={a:a€ A; para algin j € J} es abierto. A continuacion la prueba:

Consideramos Ay, ..., A, conjuntos abiertos.
Entonces (] A;i ={a:a € A; Vi € {1,...,n}} es un conjunto abierto. La prueba:

Sea a € A. Entonces a € A; para i = 1,...,n. Definimos r; como el radio tal que B(a,r;) C A; (dicho r; existe
porque los conjuntos A; son abiertos). Por ultimo definimos » = min{ry,...,r,}. Entonces B(a,r) C A; para
todo i, lo que implica B(a,r) C (] A;. Esto demuestra que es un conjunto abierto.

Observar que r # 0 porque tuvimos en cuenta finitos r;. De hecho esta afirmacién no vale para infinitos
abiertos. Por ejemplo, podemos considerar los abiertos A,, = B(0, 2) con n € N cuya intersecciéon da {0} que

n
no es abierto. En este caso si repetiamos el razonamiento r seria 0 y no conseguiriamos una bola.

La interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado, la unién finita de cerrados es cerrada. Para esto

basta con observar que
¢ C
( 4 ) =J 4
jeJ jed

(QAZ-)C:(T]AE

Luego, como un conjunto es cerrado (abierto) si y solo si su complemento es abierto (cerrado), los incisos a)
y b) implican lo mencionado.



