Facultad de Ingenieria.

IMERL.
Funciones de variable compleja.
Curso 2022
Practico 1 - Generalidades de ntimeros complejos
1. a) Calcular la parte real e imaginaria de los complejos P (a + bi)2.
a + bi

b) Probar que |z1 + 22| < |z1| + |22| para todo z1, 29 € C.

d

€

)
)
c¢) Probar que |21 — 22| > ||z1| — |22|| para todo z1, 29 € C.
) Probar que Z1z3 = Z1 Z2 para todo 21, 29 € C.
)

Probar que Z = z para todo z € C.

2. Bosquejar los z € C tales que |z — 1+ < 4

3. Hallar los z € C tales que |z + 1| <4 — |z —1].

4. Definimos f: C — C, f(z) = €* = e*1¥ = e%(cosy + iseny). Probar que:

a) Si z es real entonces e® coincide con €e*.

eF1t22 — o21p22

o >~
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e® # 0 para todo z € C.
e =154l z = 2knwi, k € Z.

)
)
) €% = e”.
)
)
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5. Si z # 0, probar que existen n raices enésimas de z (es decir: probar que la ecuacion w" = z
admite n soluciones) y que ellas son:

2k 2k
V2= /|2 <COS<W> +i<sen<w)>>, k=0,1...,n—1
n

n

siendo ¢ = arg z. Observar que forman un poligono regular.
6. Estudiar las transformaciones f : U C C — C que se listan a continuacién:

a) U es el sector angular con vértice en el origen y comprendido entre el semieje real

27
positivo y la semirrecta recta y = tan (—)x, x>0, donde n € N, n > 2. Es decir,
n

27
U es el sector angular 0 < § < —. La transformaciéon f estd definida por
n

f:U—Ctal que f(z) =2" VzeU.

Mostrar que f es biyectiva. Mostrar que f(z) = 2" no es biyectiva si el dominio de f
en vez de ser U es todo el plano complejo C. Hallar la imagen por f de las semirrectas
contenidas en U que pasan por el origen y de los arcos de circunferencia |z| = cte,

2
0<6< T Hallar la imagen de las rectas paralelas a los ejes coordenados (estas son

n
Re(z) = cte e Im(z) = cte). Observar que las imagenes de estas rectas ortogonales
son curvas ortogonales.



10.

11.

12.

13.

U={z€C:0< Im(z) <a}, f(z)=e". Discutir segin a > 0.
Hallar las iméagenes de las rectas paralelas a los ejes coordenados. Observar que si
P(2) = apz™ + ap_12""' + .-+ 4+ a1z + ap es un polinomio con a, # 0, entonces
lim, o, P(2z) = 00. De esto concluir que la funcién exponencial f(z) = e* no puede
P(z)
Q(z)

ser un polinomio ni un cociente de dos polinomios

. Definimos f: C — {0} — C, f(z) = log(z) =log |z| + iArg(z), donde Arg(z) € [0,27) y le

llamamos logaritmo principal de z. ;jDénde es f continua? Calcular:
a) log(2 + 31) c) log(—1)
b) lim,__, g+ log(1 + i) d) lim__,o- log(1 + i¢)

Mostrar que una vez elegida una determinaciéon del argumento, la funcién logaritmo es

continua en todo el plano menos una semirrecta que parte del origen. Probar que el°8*
vz e C.

=z

. Hallar el error en la siguiente paradoja de J. Bernoulli, donde log denota el logaritmo

principal.

(—z)2 =2’ = log ((—z)Q) = log (22) = 2log(—z) = 2log(z) = log(—=z) = log(2).

. Una sucesion z, = z,, + iy, de complejos se dice que converge a z = z + 4y sii |z, — z| — 0.

a) Probar que z, — zsiysolosi z, > Ty yn = y.

[e.e] oo
b) Probar que si ) |z,| converge entonces »_ z, también converge.
n=0 n=0

Indicar cuéales de los siguientes conjuntos son abiertos conexos.

C — {0} C —{20,.--r2n}
{z:r <|z| <R} C—-R
{z : Re(z) > 0} {z # 0: Re(z)Im(z) > 0}

{z:Im(z) >a} U{z:|2| <1}
discutir segan a.
Si f:C—C, f(2) =u(x,y) + iv(z,y), donde x = Re(z), y = Im(z), u= Re(f), v=
Im(f). Analizar la validez de la siguiente afirmacion: f es continua en zy = g + iyo sii u
y v son continuas en (zg,yo) como funciones de R? en R.

Dados tres nimeros complejos a, b y ¢ de médulo 1 y tales que a 4+ b+ ¢ = 0 muestre que
los mismos (como puntos del plano) forman un tridngulo equilatero.

Considere un circulo de radio 1 y un poligono regular de n-lados inscripto en el mismo.

a) Halle una expresion para el perimetro de dicho poligono. Sugerencia: podemos suponer
que cada vértice es una raiz del polinomio 2" — 1

b) Si P, es el perimetro del poligono de n lados, calcule el limite lim,,_,o, P,. Sugerencia:
recordar la expresion del desarrollo de Taylor de la funcion cos(z) centrada en x = 0.

¢) Si Q1, Q2, -..,Qn son los vértices del poligono, considere los n — 1 segmentos Q1Q);,
n
i=2,...,ny llamemos \; a su longitud. Muestre que [[ \; = n.
i=2

Sugerencia: desarrollar (z" —1)/(x — 1) y evaluar en x = 1.



