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Teorema de Lagrange: Condiciones necesarias
El Lagrangeano
Condiciones suficientes de optimalidad

Andlisis de sensibilidad

M¢étodos basados en el Lagrangeano

‘Liberté, egalité, optimalité” - Joseph-Louis Lagrange
También conocido como Giuseppe Lodovico Lagrangia




5/ gagmmgmmf Y las restricciones de %M%/M



égwmeéréw de /om@/emm con rebtricciones de lgm/m

min f(z)

X

sujeto a h(x) =0

espacio reservado para dibujo: curvas de nivel



Direcciones de variacion /mﬁ/%

mxin f(x)

sujeto a h(z) =0

® h(x) diferenciable

{d: Vh(z*)'d =0}

espacio reservado para dibujo: direcciones factibles



Optimalidad, y direcciones factibles
min f(x)

X

sujeto a h(x) =0
x* éptimo, f(-) diferenciable, 4 direccién factible:
fa*+d)— f(z*) =V f(@")'d+ o(d) — 0

En el limite: Vf(z*)'d =0



Sntuicién, en resumen

1. b(.)dit., d dir. factible: Vh(z)'d =0
2. T éptimo, f-) dif,, d dir. factible: v f(2*)Td = 0
3. Combinando 1y 2: Vh(z*)||V f(z%)

IN VF(2°) + N Vh(z*) = 0



Sntuicion, en reswmen

espacio reservado para dibujo: intuicion, en resumen

IN V() + N Vh(z*) =0



ﬂegmfowwécwb - cg’{egvt/waﬁé

espacio reservado para dibujo: regularidad

(Vhi(z*):i=1,....,m} L. IV f(x +Z>\Vh



Gondiciones de bequndo orden

espacio reservado para dibujo: segundo orden

d" (V2 f(x)+ ) AVPhi(x)|d>0  Yd:Vh(z")'d=0,i=1,...,m
=1



Condiciones Secesarias de Optimalidad



%cmoééwm% neceboriad de a/uma/wm

Primer orden Segundo orden
Si se cumple: Si ademis:
® «x*esminimo local ® /i(x)y f(x) doblemente dif.

® /(x)y f(x) diferenciables
o {Vhiy(z*):i=1,...,m} L.i.

Entonces: dt |V f(x) + Z \;V2h, d>0

e I\:V/f(z +Z/\Vh Vd: Vhi(z)Td=0,i=1,...,m

Entonces:



‘Gondiciones necesarias: demostraciin

Técnica

1. Aproximamos problema original con restricciones
2. Por sucesién de problemas auxiliares sin restricciones
3. Estudiamos sucesién de soluciones {z*} del problema auxiliar

4. Comparamos las condiciones opt. de x* y {xk } en el limite



%cmoéw;(m% necebariod: pabo 1: /om@/emw auxilior

Por hipotesis:
r* = argmin, f(x) s.a. h(x) =0
Funcidn de costo auxiliar:
FF(z) = f(z) + 5h(@)]3 + 5z — 2*[3
Definimos la bola:
S={x:|z— x| <e€}

Definimos:

[L‘k = arg min ka (ZU) sa. re S espacio reservado para dibujo
x



%cmouwm% necebawiad: paso 2: limites

Como z" = arg min F*(z) s.a. z €S, se cumple:
() = £(0) + SR+ Sl - 273 < P = fa)
Como f(z™) esacotadaenS:
limy, |2 (2*)]] = 0

Por tanto, todo punto limite T de {2*} cumple h(Z) = 0



%cmoéw;(m% necebawiad; paso 2

Como z* = argmin F*(x) s.az € S, se cumple:

Fr (%) = f2") + §|lh(flf"‘)||§ + §||?lfl” — z*|)5 < F*(a*) = f(z*)
En particular

Ft) + St = 73 < FH@) = £

Enel limite k — oo N
F@) + Sl =2l < o)



%cmoéw;mz% necebawiad : pabo 2

De lo anterior, tenemosi) f(z) + %Hf — "5 < fa¥)

Como h(Z) = 0, X esfactible,y € S tenemos queii) f(x*) < f(7)
De(i)y (ii): f(z*) = f(z) = ||z*—-2||=0=2* =2

Entonces, efectivamente vemos que { (Ek} converge a x*

Entonces z* pertenece al interior de § para £ suficientemente grande

O sea que 2" (a partir de cierto £) es solucién del problema sin restricciones:

min, F*(x)



%cmoéwam% necebawiad: pabo 2: resumen

® Obtuvimos sucesién {*} que converge a z*

® A partir de cierto &, x* es solucién del
problema sin restricciones: min, F*(x)

® Ahora podemos analizar las condiciones de
optimalidad sin restricciones de zk

k converge a L™, eso nos dard las

e Comozx
condiciones del problema original con

restricciones

espacio reservado para dibujo



%cmoéw;on% necebariod: paso 3

De la optimalidad de 2* tenemos (i):
0= VF:a*) = V(") + Vh(")kh(z") + alz” — 27)
Nuestro objetivo es llegar a (ii):
0=Vf(z")+ Vh(z")\
Cémo vamos de (i) a (ii)?

e Enellimite de &, el dltimo término ya vimos que vaa 0

® Lo querestaes mostrar que: \* = kh(z")



%cmoéw;(m% necebawiad; paso 3

Vamos a despejar \* = kh(x™)
Vf(x®) + Vh(z®)kh(z") + a(z" —2*) =0
Vh(z®)" [V f(2") + Vh(a")kh(z") + a(z" — 27)] =0

Vh(z®)' Vh(z")kh(2") = =V h(z")" [V f(2") + a(z" — 2")]



%cmoéw;(m% necebariod: paso 3
Tenfamos

Vh(z")' Vh(z*)kh(z") = =Vh(2")" [V (") + a(z" — 2*)]
Como z* es regular, Vh(z") tiene rango m

Por continuidad, Vh(z*) también tiene rango 2 para & suf. grande

Entonces Vh(z*)'Vh(z*) es invertible, por lo que podemos despejar:

kh(at) = = [Vh(") VAT VAEHT [V ") + ol — )]



%cmoéw;(m% necebariad: prumer orden
Tomando el limite en £ y definiendo A = kh(z”™) llegamos a que:

N = — [Vh(z)Vh(z")] " Vh(z")TV f(2*)
Lo que prueba la condicién necesaria de primer orden:
N VF(2*) + N Vh(z")

Nos queda ver las condiciones de segundo orden...



‘Gondiciones necesarias: begundo orden

e Yavimos que, para k suficientemente grande, ¥ es un minimo local del
problema sin restricciones: min, F*(z)
® Entonces, en esas condiciones, cumple las condiciones de segundo orden:
d"V2F*(2")d >0, Vd

® Desarrollando la Hessiana, tenemos que, para cualquier 4:

m

d" | V2R 4+ hi(@®)VRhi(ah) +al | d > 0,Vd

i=1



%{M&LL@L(M% necesorionh : éegmww orden

m

V2R + ) hi(aF)VRhi(a*) + ol

i=1

® ‘Tenemos que: g d>0,Vd

® En particular, se cumple para:

d" |V Rt +Zh “Y+al|d>0,Y{d: Vh(zF)d = 0}

® Llevando £ al limite, tenemos: i) ¥ — x*,yii) kh(z*) = X%, o sea:

dr |V f(x +Z>\*V2 V4al|d>0,V{d: Vh(z*)d = 0}




‘Gondiciones necesarias: begundo orden

e Tomando o — 0 (algo que podemos hacer sin problemas) llegamos a la

condicidn de segundo orden que queriamos demostrar:

d" | V2 f(x +Z>\*V2 d>0,V{d: Vh(z*)d =0}







(%/ Qagrmgacm(f
L(x,\) = f(z) + Ma(x)

A pl icaciones:

Andlisis de condiciones de optimalidad
Anilisis de sensibilidad
Algoritmos de optimizacién

Dualidad

S N



5/ Q&tgr&mgwﬂm cabo genem/

*

r* = argmin, f(x)



Qagr&mgacmo Y Gondiciones necesarias

r* = argmin, f(x)
S. a.
hz(ﬂﬁ)_o,’&:l, "



(%/ Qagmngeamf y condiciones necebarias

*

r* = argmin, f(x) .
S. a. L(x,\) = f(x) + Z \ohi()
hi(x)=0,1=1,....,m i=1

i) VoL(z*,X*) =0 ii1) d' V2 L(z*, \*)d > 0
i) VaL(z*, \*) =0 Vd: Vh(z*)'d=0,Vi




(%/ gﬂgmngeamf y condiciones necebarias

Observacion:

(z*, \*) cumple con las condiciones

necesarias del problema:

{ﬂigL(x,)\) s.a. h(x) =0



%mdécémw M&%MW de @/W@/M



‘Gondiciones suficientes de optimadidad

*

r* = argmin, f(x) .
S. a. L(z,\) = f(x)+ Z \ohi()
hi(x) =0,2=1,...,m i=1

i) Vo L(z*,X*) =0 ii1) d' V2 L(z*, X\ )d > 0
i) VaL(z*, \*) =0 Vd#0:Vh(z)'d=0

Nota: No es necesario exigir regularidad!



C@mo&’u’m% Wmm: demoilracion

La técnica es muy similar a la que usamos para el caso de condiciones necesarias:

® Definimos una funcién auxiliar con penalizaciones
o  Se penaliza fuertemente alejarse de la restriccion: h(x) =0

® Analizamos las condiciones suficientes de optimalidad de la funcidn auxiliar en el

caso sin restricciones

e Con laeleccidn apropiada de parimetros, veremos que esas condiciones implican

también la optimalidad para el problema objetivo con restricciones



%{fnoéw;(m% z)m/éco'ent%: lemar auxiliar

e Aligual que en el teorema anterior, necesitamos soluciones tinicas
® DPor eso, necesitamos construir un problema estrictamente convexo

e Elsiguiente resultado nos muestra como hacerlo (no lo vamos a demostrar)

Lema de la “positividad definida complementaria”

P=prP Q=Q", Q-0

t'Pr>0 Ve:2z'Qr=0 }:>E|C:P—|—CQ>-O




‘Positividad, definida, complementaria”

espacio reservado para dibujo: positividad complementaria



é/ %gmngecm(f auwmentado

El Lagrangeano Aumentado es la funcién:
Lo A) = f(x) + A h(z) + 5| h()][3
Es el Lagrangeano del problema
min f(z) + gnh(x))ng s.a. h(z) =0

(el valor de c es el que nos va a dar la positividad

complementaria mis adelante)



Demostracion (1)

Primera observacidn: ¢l problema auxiliar
, C
min f(z) + §||h(a:))||§ s.a. h(x) =0

es (trivialmente) equivalente al problema original:

min f(x) s.a. h(z) =0



Demostracion (2)

® Gradientede L.(z,\):

VoLe(z,\) = Vf(x)+ Vh(z)[\+ ch(z)]

e Dor hipétesis tenemos que i) h(z*) =0 yii) V,L(z*,\*) =0

e Sustituyendo en el gradiente:

VoLo(z*, \) = Vf(z*) + Vh(z*)'A = V. L(z", \*) = 0



Demostracion (8)

e Hessianade L.(z,)) :
V2 L.(x,\ Z i + chi(2))V2h(z) + cVh(z)Vh(z)"

® DPor hipétesis tenemos que i) h(z*) = 0 yii) V,L(z*, \*) = 0. Sustituyendo:

V2, Lo(z*, X)) = V2 f(z*) + Z NiV2h(z*) + cVh(x*)Vh(z*)"

1=1

V2 L(x*, \) = V2 _L(z*, \*) + cVh(z*)Vh(z*)"



Demostracion (%)

Sigamos con la Hessiana. Llegamos a que:
V2 Lo(x*, \*) = V2 L(x*, \*) + cVh(z")Vh(z*)"
También por hipdtesis, tenemos que:

A"V L(z*, \)d > 0Vd #0: h(z")'d =0
O lo que es lo mismo:

A"V L(z*, \)d > 0Vd # 0 : d"Vh(z*)Vh(z")'d =0



Demostracion (5)

Siguiendo con la Hessiana, ahora tenemos:
V2 Lo(x*, \*) = V2 L(x*, \*) + cVh(z")Vh(z*)"
A"V L(z*, \)d > 0Vd # 0 : d"Vh(z*)Vh(z")'d =0

Identificando:
P=vV2 LX), Q=Vh(z")Vh(z")"

Estamos en las condiciones del lema de “positividad definida complementaria”:

g V?mLc(x*, A) =0, Ve > ¢



Demostracién (6)

Llegamos a que:
Lo(w) 2 Le(a") + 2]z ="}, Va:o—a'] < e
Nuevamente, por hipétesis:  h(z*) = 0 = Lo(z*, \*) = f(z*)
De esas dos cosas, es inmediato que:
f@) = f@) + 2w =l Yo h(@) =0y |z —a"l| < e

O sea, £* es un minimo local estricto del problema original con restricciones.



odndlisis de gfmw/m



ondiciones de desigualidad



%cmoéw;(m% oé@ote/élgom/dowb

Vamos a estudiar la optimalidad de problemas del tipo

8

minimizar f(x)
sujetoa  hi(z) = =
gl(w)é (x)SO,-.-,gr(x <0

Nuevamente, la estrategia serd reducir este escenario a un caso que ya conocemos, el de

restricciones de igualdad.



G conjunto de restricciones activas (active set)
Para un punto factible cualquiera x, el active set se define como:

A(x) =17j : g;(z) = 0}

espacio reservado para dibujo: active set



Restricciones activas Y (f/ou'ma/wéad/
Definicion

Si j ¢ A(x) decimos que la restriccion g;(x) estd inactiva
Observacién

Si z* es un minimo local, entonces:

® Las restricciones inactivas no importan (es como si no existieran)

® [ asrestricciones activas son como restricciones de igualdad



Restricciones activas Y (ffu'ma/wéad/
Si z* es un minimo local, entonces:

® Las restricciones inactivas zo importan (es como si no existieran)

® Las restricciones activas son como restricciones de igualdad
Observacidn: z* también es minimo local del problerna:
minimizar f(x)

sujetoa  hy(x) =0, hy(z) =0,...,hp(x) =0
gi(z) = 0, € A(z")



Restricciones activas y optimalidad
Si z* es un minimo local y es ademds es regular de:

minimizar f(x)
sujetoa  hy(x) =0, ho(x) =0,...,h,(x) =0
gi(x) =0,5 € A(z")

Entonces cumple las condiciones de optimalidad de Lagrange, es decir,

existen AT, A5, ..., An, 15, j € A(z”") tales que:

m

Vi) + ) NVh(@)+ Y 1Vg(a") =0

JEA(z*)



Haciaw los condiciones de optimadidad

Si z* es un minimo local y es ademds es regular, tenemos que

existen AT, A3, ..., An, i, J € A(x") tales que:

Vi) + S NV + Y Vg =0
=1

JEA(z*)

Ahora definimos y = 0, j ¢ A(z*), lo que nos permite expresar lo anterior como:

) + Z)\*Vh )+ Zu]vgj =



Hacicw las condiciones de optimalidad

Importante: p; > 0

espacio reservado para dibujo: no negatividad de los mu



%{fnoéw;m% de Karwsh - FKuwhn - Jucker (KK

Sea z*min. local regular del problema: [ minimizar f(z)
sujetoa  hi(x) =0,he(z) =0,..., hp(x) =
g1(z) <0,92(7) £0,...,9-(x) <0

Entonces existen A" = (A}, A5, ..., An), " = (i1, i3, - - -, i) tales que

VoL(z®, A1) =0  u; >0, je A
p; =0, j ¢ Az”)

§i, ademds, f, g, h son C?, entonces se cumple

(N\T g .
{dTv%(w*,/\*,u*)dzo, vcz;{ V(@) d=0, Vi }

Vgj(x))Td=0, Vjec A(x*)




%cmmﬂééén de oée/mgmu/oéowb en tgm/oécw&

minimizar f(x

sujeto a hi(x) =0,ho(x) =0,...,hpn(x) =0
gl(x) SO,QQ(ZE’) <0,.. 7g?“<x) <
Introducimos variables auxiliares 21, 2o, ..., 2,

minimizar f(z
sujetoa  hy(x)



%cmmﬂééén de lgzw/oéowb en d%zgzw/dcwé

minimizar f(x)
sujetoa  hy(x) =0,hs(x) =0,....h,,(z) =0

Lo podernos reescribir como:

minimizar f(x)
sujetoa  hi(z) <



%crmenwm /Lna/% solbre condicioned de o/ou)/ncu/wéapb

® [amayor limitante del método de Lagrange es la exigencia de regularidad

e Existen numerosos resultados (desde 1948 en adelante) que definen condiciones
similares a las de Lagrange para casos particulares de problemas no regulares.

e No vamos a entrar en esos casos; el lector interesado puede recurrir al libro del

curso (Bertsekas, Seccién 3.3.3 en adelante).



SMetodos de @/W&zm&ﬂ badadod en el gfgmmyewm



s Metodos de WW@O/LCWV% de Qfagm/lge/

Vimos que podemos caracterizar el Sptimo de un problema con restricciones...

... como el limite de una secuencia de problemas sin restricciones

o
o

® ;Podemos usar esa misma idea para ballar ese 6ptimo?

e Concretamente: jpodemos obtener el éptimo del problema con restricciones...
o

... como el limite de una secuencia de Sptimos de problemas sin restricciones?

Spoiler: 57 estamos en este slide, obviamente es porque la respuesta es si



s Metodos basados en (o) mw@ofmmr% de angm/lge/

Tres tipos

® M¢étodos de barrera / punto interior
® M¢étodos de penalizacién (cuadritica)

® Me¢todo de los multiplicadores
Dos variantes

® M¢étodos exactos

® M¢étodos inexactos



SMetodos de barrera



SMetodos de punto interior

Idea

o Se aplican a problemas con restricciones de desigualdad
® (Obtener una secuencia de soluciones que convergen a la solucidn

® Los puntos de la secuencia son interiores al conjunto factible



Meétodos de barrera

minimizar f(x)
sujetoa gi1(x) < 0,92(x) <0,...,9.(x) <0

Resolvemos secuencia de problemas:

minimizar f(z) + €"B;(z)
Donde 0 < €* < "1 yla funcion de barrera B;(xz) es tal que
B;i(x) — oo cuando g;(z) — 0~

Ejemplos mds comunes:  B;(x) = — log(—g;(x)) B;(x) = —1/g;(x)



SMetodos de punto interior

Intuicion

espacio reservado para dibujo: metodos de barrera



Meétodo de barrera: abpectoy practicos

Bastante ficil de implementar

Warm-restarts: K
0 Usar solucién del paso £ como punto inicial para el paso k+1!

o0 Clave parala eficiencia!

o  Esto se aplica a todos los métodos que siguen (y a muchos otros) f

Aligual que otros métodos de penalizacién, puede sufrir de problemas de

estabilidad numérica en los bordes



Metode de /@ﬂm/&zm&ﬂ cuadratica



Metodos de penalizaciin

Idea
® Secaplican a problemas con restricciones de igualdad
® (Obtener una secuencia de soluciones que convergen a la solucidn
® Sesustituye la restriccidn por un término que penaliza su violacidon
® (Cadanuevo problema hace pesar mds la violacidn de la restriccidon



Meétodo de fenafz}zam}n cuadratica exacio

Intuicion

® DPara c muy grande, el valor de h(z) en L.(z,\) = f(z) + ATh(z) + gﬂh(a:)”g va a tener
un peso relativo muy grande

e Entonces, el minimo global z, = argmin L.(z,A) va a estar muy cerca de
¢* = argmin f(x,\) s.a. h(x) = 0 para cualquier valor de A

® De hecho, se puede usar A = 0

O (en sus origenes (1960s), sélo se usaba A = 0)



Meétodo de fenafz}zam}n cuadratica exacio

Pseudocédigo

1. Resolver z; = arg min Lo (z, X) para L(x,\) = f(z) + \Th(z) + th(:z:)H%
2. Verificar condiciones de optimalidad (KK'T)
a. Se cumplen: terminar

b. No se cumplen: incrementar k; aumentar ¢ volver a paso 1



Metodos de penalizaciin

Aspectos practicos

® Muy ficil de implementar

® Mal condicionado cuando ¢ se hace muy grande



Meétodo de /oena/l}zaak}n cuadratica inexacto

e Elmétodo de penalizacién cuadritica exacto converge a un éptimo local del
problema original
® [ademostracidén es muy simple

® Sin embargo, en la prictica, lo mds comun es se llegar a un T que cumple

[V oL (2%, NF)|| < ¥

® Veremos que, también en este caso, se llega al ptimo del problema original

O (en el limite, por supuesto).



%cmzmrg(mm del método de /oenafozaw}n inexacto

Si se cumple Entonces

o f{)yg()C’ o (N4 Fh(a*) g — N

o [ VoL (2*, X¥)|| < € donde: o V/(r*)+NVh(z) =0, h(z*)=0
o {\*} esacotada
o 0< <t F oo
o k50

o {2} —a* con ran(Vh(z™)) =m



Demostracion

1. Desarrollamos: VL¥(z*, \F) = V f(z") + (\* + ch(2"))Vh(z")
2. Definimos: \* = \* + ch(2")
3. Reescribimos VLF(z* \*) = V f(z*) + \N*Vh(z*)

4. Despejamos N = [Vh(a:k)ch(xk)}_l Vh(z®)" [VL’j(xk,)\k) — Vf(xk)}



Demostracion

5. Tenfamos: A* = [VA(z")'Vh(z")] " V(") [VLE R N — V(2]
6. Por hipdtesis: WV L%(x* A\*¥) — 0 entonces \* — \* en donde

~

N = — [Vh(z")'Vh(z*)] " V()Y f(z)

7. Enellimite:  VLa(2",X") =V f(z*) + X'Vh(z") =0



Demostracion

8. Como {A\*} esacotada, y {\*+ c*h(z*)} — X} entonces{c*h(z*)} también es
acotada.
9. Como ¢* — o0, se debe cumplir n(z*) — 0

10. Como {z*} — z* entonces, en el limite, h(z*) =0



HMetode de los mulliplicadores



Sletodos de los mulliplicadores

Idea
® Seaplican a problemas con restricciones de igualdad
® Obtener una secuencia de soluciones que convergen a la solucién
® Se sustituye la restriccién por un término que penaliza su violacién
e (Cadanuevo problema tiene una mejor estimacion del vector de multiplicadores
e En el limite, con los multiplicadores éptimos, la solucién es tb. la dptima



Sletodos de los mulliplicadores

Intuicién (ma non troppo)

De la demostracidn anterior, vimos que X = X* + ch(2*) — A*
Entonces, podemos definir A\ = X 4 ch(z*) =~ A"

Eso es todo!

Mucho mais estable que el anterior

Convergencia lineal

Combinado con ¢ creciente, convergencia superlineal



Meétodo de fenafz}zam}n cuadratica exacio

Pseudocédigo

1. Elegir punto, constante y multiplicador iniciales y poner k=0
2. Resolver i =argminLee(z,\*) para Lo(z,)) = f(z) + X h(z) + g||h(x)|\§
3. Verificar condiciones de optimalidad (KK'T)
a. Secumplen: TERMINAR
Incrementar £
5. Incrementar c*, actualizar X+! = \* 4 ch(z)

Volvera 1



Comentarios finales



Sletodos de los multiplicadores

® Vimos los tres métodos mds basicos (y usados)
e Hay muchos otros métodos. Por ejemplo:
0 Meétodos de penalizacién exponencial (resuelven problema de pen. cuadritica)
0 M¢étodos de penalizacién / multiplicadores de segundo orden
O M¢étodos de penalizacién exactos
o

Resolucidn directa del sistema de ecuaciones de optimalidad
e En particular, en el Tema 3 del curso veremos los métodos duales
e Al final del Tema 4, combinaremos el método de multiplicadores con los

métodos proximales para desarrollar el método ADMM, de mucha vigencia



