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SyC - Hoja 5 - Ej. 1 (solamente parte a)

Valores propios de la matriz A

0 1 0
A=]0 o0 1],
—6 —11 —6

s —1 0
sl -A=10 s -1
6 11 s+6

pa(s) :=det(sl — A) = s34+ 652 +11s+6 = (s + 1) (s + 2) (s + 3)
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Vectores propios de la matriz A
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SyC-Hojab5-Ej 1

Vectores propios de la matriz A

|

—x—y=0
-y—z=0
6x+ 11y +5z=0

< X

- 4) [

N

-1 0 X
A1 -1 vyl =
11 M +6| |z
y=-x

z=-—-y=x

6x +11(—x) +5x =0



SyC-Hojab5-Ej 1

Vectores propios de la matriz A
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—x—y=0
-y—z=0
6x+ 11y +5z=0
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SyC-Hojab5-Ej 1

Vectores propios de la matriz A

X 0 A —1 0 X 0
(MI-A) |yl =|0], 0 N -1 y| = |0
z 0 6 11 M +6]| |z 0
—y_Z:O zZ = —y:X
6x +1ly +5z=0 6x +11(—x) +5x =0
1
V1 = -1
1
De forma andloga, se obtienen:
1 1
Vo = -2 s V3 = -3



Diagonalizacién

Sean



Diagonalizacién

Sean

1 1 1 A 0 0
P::[vl 13 V3]: -1 -2 -3, D:=1]10 X 0

1 4 9

Se tiene que:

A 0 0
AP:[)\lvl AoV /\3V3]:[V1 Vo V3] 0 X 0| =PD
0 0 X3



Diagonalizacién

Sean
1 1 1 A 0 0
P = [vl Vo V3]: -1 -2 =31, D=10 X 0
1 4 9 0 0 A3
Se tiene que:
A 0 0
AP:[)\lvl AoV )\3V3]:[v1 Vo V3] 0 X 0| =PD
0 0 M3

Entonces
AP = PD, A= PDP!



Calculo de e por el método de diagonalizacién

Aktk - PDkP Dkt*
At = =y — PZ p Pl = pePtp~t

k=0 k=0 k=0

‘eAt _ pobtp-1 ‘




Calculo de e por el método de diagonalizacién

Aktk - PDkP Dkt*
At = =y — PZ o p~1 = pePtp-t
k=0 k=0 k=0

‘eAt _ pobtp-1 ‘

Mt 00 et 0 0
ePr=10 e 0|=|0 e 0
0 0 et 0 0 e3¢
1 1 1 -6 6 —2
P=|-1 -2 -3, det (P) = -2, cof(P)=|-5 8 -3
1 4 9 -1 2 -1
di(P (e [30: 2
—1_adi(P)  (cof (P))T | T 2 3




Calculo de e por el método de diagonalizacién

At Dt p—1
e =Pe P

3ei(t) — 3ex(t) + es(t)
= | —3ei(t) + 6ex(t) — 3es(t)
3e1(t) — 12ex(t) + 9es(t)

donde

(t) — 4ex(t) + Jes(t)
1(t) + 8ex(t) — 2es(t)
) — 16ex(t) + Zes(2)

a(t)=eM=e"
ez(t) _ e)\zt _ 6721’
63(t) _ eA3t _ 673t

Ley(t) — ea(t) + Les(t)
—3ei(t) + 2e(t) — 3es(t)
sei(t) — 4ex(t) + Jes(t)



SyC - Hoja 5 - Ej. 2 (solamente para la 1ra. matriz)

2) Calcule eAt para los siguientes valores de A:

3 0 -2 310 3 2 1
-1 2 2, 1 3 0 1 2 -1
-1 1 4 302 -1 -1 2

Sugerencia: usar diferentes métodos (Laplace, Cayley-Hamilton).



Polinomio caracteristico de la matriz A

3.0 -2 s—3 0
AE Mpxn, n=3, A=|-12 2|, sl-A=| 1 s-2
-1 1 4

s—2) (s>~ 7s+8)
S—)\l)(S—)\2)(S—/\3)

7+ V17 7 —
2

pa(s) =det(sI—A)=(s—3)(s—2)(s—4)—2—-2(s—2)—2(s—3)
=(s—3)(s—2)(s—4)—-2(1+s5—-2+s5-3)
=(s—3)(s—2)(s—4)—2(2s—4)
=(s=3)(s—2)(s—4)—4(s -2
=(s=2)[(s=3)(s—4) -4
= (
= (

~5,5616 A3 = ~1,4384

Al =2 AQ =

N
;
~

grlpa] =n=3

1 -1 s—4



Calculo de et por Cayley-Hamiltion

At = Ry (A) = ap(t) + ar(t)A+ - + ap_1(t)A" L
M =R (\) = ao(t) + a1(t)A + - - - + a1 (£)A"1



Calculo de et por Cayley-Hamiltion

At = Ry (A) = ap(t) + ar(t)A+ - + ap_1(t)A" L

M =R (\) = ao(t) + a1(t)A + - - - + a1 (£)A"1

eMt = ag(t) + A (t) + Maa(t)

eMt = ag(t) + A (t) + Mao(t)
eMst = Ozo(t) + )\3a1(t) + )\%Oéz(t)



Calculo de et por Cayley-Hamiltion

At = R, (A)
M =Ry (N)

ao(t) + ar(t)A+ - + ap_1 ()AL
ao(t) + ar()A+ -+ ap_1(H)A" T

Mt — Ozo(t) + )\10&1( ) + /\1a2(t)
et = ag(t) + Aaan(t) + A3an(t)
ehst = (t) + )\3a1( ) + )\3a2(t)

Resolviendo el anterior sistema de ecuaciones:
ao(t) =~ —4eMt +0,1959¢e*2t + 4, 80413t

a1(t) = 3,5eMt — 0,2342eM2t — 3,2658¢73¢
aa(t) = —0,5eMt + 0,0681e 2t + 0,4319e73t

e = apl 4 a1 (t)A + ao(t)A?




Calculo de e** por Cayley-Hamiltion

At

e1(t) + 0,2425e5(t) — 0,2426€3(t) e1(t) — 0,1362ex(t) — 0,8638e3(t)
—0,2425¢e5(t) + 0,2425¢3(t) 0,1362e(t) + 0,8638e3(t)
0,5e1(t) — 0,3106ex(t) — 0,1894e3(t) 0,51 (t) + 0,1744ex(t) — 0,6744e3(t)

donde
e(t) = et
e(t) = ™2
At

e3(t) = e”3

—0,4851ey(t) + 0,485e3(t)
0,4851e;(t) — 0,485e3(t)
0,6213e(t) + 0,3788e3(t)



Calculo de e por Laplace

At — -1 {(sI B A)_l}

(sT—A) ' = adj(sI — A) _ (cof (sI— A))T

= det (SI — A) det (SI — A)

s—3 0 2
SI_A: 1 5_2 _2

1 1 s_4



Calculo de e por Laplace

A=t {(sI - A)_l}

adj(sI — A)  (cof (sI — A))T

I-A) = =
(s ) det (sI — A) det (sI — A)
s—=3 0 2
sI-A= 1 s—2 =2
1 -1 s—-4
s2—6s+6  —s+2 —s+1
cof (sI— A) = -2 s2—7s+10 s—3

—2s5+4 2s — 4 s2—55+6



Calculo de e por Laplace

A=t {(sI - A)_l}

—1_adj(sI—A) (cof (sI—A))T
(sT-A) = det(sI — A)  det(sI — A)

s—3 0 2
sl - A= 1 s—2 =2

1 -1 s—4
s2—6s+6 —542 —s+1
cof (sI— A) = -2 s2—7s+10 s—3
—2s+4 2s — 4 s> —55+6

det(sI—A)=(s—A1)(s—X2) (s — A3)



Célculo de e por Laplace (otra forma de invertir sI — A )

At =71 {(sI — A)fl}
B(s) B(s)=s"'By+s"2B;+...+5By, 2+ By1

-1 _
SI=AT =38 d(s) =det(s1—A) = "+ dhs" L + -+ d
(By =1
By = ByA + dil

By = BiA+ dbl

Bn—l = Bn—2A + dn—lI
0=B,1A+d,l




Célculo de e por Laplace (otra forma de invertir sI — A )

At =t {(sI — A)fl}
B(s) B(s)=s"'By+s"2B;+...+5By, 2+ By1

71 _
(SI=A)" =305 d(s) = det(sI— A) = s" + dys" L + - .- + d,
Bo=1
By = ByA + dil

By = BiA+ dbl

Bn—l = Bn—2A + dn—lI
0=B,1A+d,l

B(s) = s’Bo + sBy + B2 = s°L + 5 (A + dil) + (A® + chA + dbl)

d(s) = det (sT— A) = (s — A1) (s — Ao) (5 — Aa)
=3 (A + X+ A3) 5%+ (A2 + AiAs 4 Aadsz) s — A do)s
~ \7_/

dq d> 3




Calculo de e por Laplace

Queda pendiente antitransformar

s2—6s+6 -2 —25+4
—s+2 s2 —7s+10 2s —4
(cof (sT— A))T  B(s) —-s+1 s—3 s2—55+6
d(s) Cd(s) (s— A1) (s —X2) (s — A3)

para obtener e”f y verificar que coincide con el resultado
anteriormente obtenido mediante Cayley-Hamilton.



Célculo de e por Cayley-Hamiltion (repaso de tedrico)

Para cualquier M € M xp:



Célculo de e por Cayley-Hamiltion (repaso de tedrico)

Para cualquier M € M xp:

400 tk
Mt k
€ = EM
k=0
+o00 tk
eMt = FMk = F; (M) pa(M)+R: (M) donde gr[R;] =n—1



Célculo de e por Cayley-Hamiltion (repaso de tedrico)

Para cualquier M € M xp:

Mt ~ tk k
€ = EM
k=0
+o00 tk
eMt = FMk = F; (M) pa(M)+R: (M) donde gr[R;] =n—1
k=0 '
Para M =A
+o00 tk
AL=N" Ak = F,(A) pa(A) +R; (A) donde gr[R]=n—-1
k! Al

k=0 0EMpxn



Célculo de e por Cayley-Hamiltion (repaso de tedrico)

Para cualquier M € M xp:

Mt ~ tk k
€ = EM
k=0
+o00 tk
eMt = F/wk = F; (M) pa(M)+R: (M) donde gr[R;] =n—1
k=0 '
Para M =A
+o00 tk
At — ﬂAk = F; (A) pa(A) +R: (A) donde gr[R]=n—1
: N——
k=0 0EMpxn

M = Ry (A) = ao(t) + a(t)A+ -+ + ap_1(t)A™

i Cémo hallamos los ap(t), -+, ap—1(t)?



Célculo de e por Cayley-Hamiltion (repaso de tedrico)

Para cualquier s € C:



Célculo de e por Cayley-Hamiltion (repaso de tedrico)

Para cualquier s € C:

+oo g
st _ "
€ H5
k=0
+oo k
t
=) psk = Fi(s)pa(s)+ Re(s) donde gr[R]=n—1



Célculo de e por Cayley-Hamiltion (repaso de tedrico)

Para cualquier s € C:

tk
eSt_ZFS _Ft() (5)+Rt(5) donde gr[Rt]:n_]_
k=0

Si A es un valor propio de A, para s = \:

Z A) pa(A)+R:(N) donde gr[Ry]=n—-1
0eC



Célculo de e por Cayley-Hamiltion (repaso de tedrico)

Para cualquier s € C:

tk
eSt_ZFS _Ft() (5)+Rt(5) donde gr[Rt]:n_]_
k=0

Si A es un valor propio de A, para s = \:

Z A) pa(A)+R:(N) donde gr[Ry]=n—-1
0eC
M= R (N =ao(t) +ar (A + - + a1 (AT

Si existen n valores propios distintos, existen n ecuaciones como la
dltima, de donde se pueden calcular los ag(t),- - , ap—1(t).



