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1. Fluidos en movimiento

En este capitulo aplicaremos las definiciones estudiadas en capitulos anteriores al estudio de los fluidos
en movimiento; por ejemplo, agua que fluye por el lecho de un rio o agua que se mueve en el interior de la
tuberfa de una casa cuando se abre una canilla!. La dindmica de fluidos también se aplica al movimiento del
aire (viento) y al estudio de un chorro de agua que sale por el pico de una canilla hacia la atmoésfera.

Las Leyes de Newton indican que los cambios de velocidad del fluido son consecuencia de las fuerzas
externas que actian sobre sus elementos de volumen. El Teorema del Trabajo y la Energia indica que los
cambios de energia cinética son consecuencia del trabajo de las fuerzas que actian sobre esos elementos del
fluido. Las fuerzas de presion son fuerzas no conservativas; el trabajo que realizan no estd asociado a una
energia potencial. El peso estd asociado a la energia potencial gravitatoria.

Flujo es fluido en movimiento. Imagina que quieres medir la velocidad del chorro de agua que sale
por el pico de una canilla y cae a la pileta. Lo primero que notamos es que el sistema no es puntual; es
extenso. Entonces, vale preguntarse: ;Qué es la velocidad del chorro? ;Es la velocidad de cada una de sus
gotas; concebidas como particulas del fluido? ;Es la velocidad del chorro en un punto particular? De esas
dos preguntas surgen dos perspectivas diferentes: Lagrange mide la posicién 7;(t) de cada gota, sometida
a la aceleracién g y considerando su posicién y velocidad inicial. Euler se interesa por conocer la velocidad
del flujo en un punto particular de coordenadas (x,y, z). A medida que el tiempo ¢ transcurre, por ese punto
pasan muchas gotas diferentes. La velocidad de esas gotas es la velocidad del flujo en ese punto ¥(x,y, 2, t).

En este curso usaremos la perspectiva de FEuler para determinar cudl es la energia asociada a los flu-
jos. Analizar en detalle las fuerzas que aceleran un elemento de fluido implica el manejo de herramientas
matematicas mas sofisticadas que reservaremos para secciones de lectura opcional.

1Como se dijo en el capitulo anterior, cuando la canilla estd cerrada, el agua contenida en el cafio estd en condiciones
hidrostaticas.



1.1. Medida de la velocidad de un fluido

Explicararemos muy sucintamente dos método que se usan para medir la velocidad de un flujo: un sistema
extenso, continuo, incoloro o de color homogéneo.

» Inyectando un colorante (“dye”, en inglés): La figura 1 muestra sucesivas fotos de agua coloreada que
es inyectada en un tanque que contiene agua sin colorear. El chorro (en rojo) entra por un pequeno
orificio circular que se ubica en el centro de la base del tanque. El tiempo entre foto y foto es At = 0.5s.
De una foto a la siguiente, es posible apreciar que el chorro “fluye” hacia arriba. Entre la segunda y
tercer foto, el flujo rojo atraviesa la segunda linea celeste; se desplazé Ah ~ 4 cm. La velocidad media

del chorro al pasar por la segunda linea celeste es v = % ~ 8cm/s.

Figura 1: De izquierda a derecha: Agua colorada es inyectada en la parte inferior de un tanque que contiene
agua sin colorear. Montaje, fotos y videos: Daniel Freire Cecilia Cabezas, IFFC-UdelaR.

= Sebrando particulas: La figura 2 muestra miles de particulas suspendidas en el agua del mismo tanque.
Las particulas tienen (aprox.) la misma densidad que el agua y se mueven con el fluido. Un chorro de
agua (sembrado de particulas) se inyecta por el orificio de la base. Las fotos capturan la luz reflejada
por las particulas cuando son iluminadas por un laser verde que incide sobre el plano frontal que pasa
por el orificio. Separando los 1920x1080 pixeles de las fotos en cuadros de 8x8 pixeles y comparando
cada cuadro de una foto con el mismo cuadro de la siguiente, es posible medir la velocidad horizontal
y vertical del fluido en todos los puntos del plano iluminado; no sélo en las zonas por donde pasa el

Figura 2: De izquierda a derecha: Agua sembrada con particulas es inyectada en la parte inferior de un
tanque que contiene agua sembrada con particulas. Montaje, fotos y videos: Daniel Freire Cecilia Cabezas,
IFFC-UdelaR.

chorro.




1.2. Velocidad Instantanea del Flujo

Para determinar la velocidad del flujo en un pun-
to particular ¥(z, y, 2, t), Euler considera la velocidad

J‘I-i local de los elementos de fluido que pasan por ese
/’ rea punto. Supongamos que tenemos (al menos en una

regién del espacio y durante cierto lapso de tiempo)

(] elementos de fluido que se mueven en la direccion

u vc [ horizonal. Como es usual, defmimos la coordenada x
i en esa direccién y el versor ¢ en el sentido de movi-

— e am miento de los elementos de fluido. Para fijar ideas,
podemos pensar en el flujo tranquilo por un canal de
dx seccion rectangular. Como en las direcciones y y z

no hay movimiento, el ancho y la altura del agua en

t + dt el canal, defienen la seccién transversal A = AyAz.
——l La figura 3 muestra dos fotos laterales de ese flu-

— i jo; la de arriba se tomé a un tiempo ¢ mientras que la

| 1 de abajo se tomo dt segundos después. Los diferentes

" elementos de volumen que componen el flujo se han
individualizado dibujandolos de colores diferentes. A
una distancia x del origen de coordenadas senalamos
un volumen de control VC de longitud dz (delimita-
- P do por lineas punteadas negras en la figura). Un VC

U + d es un espacio geométrico que permanecera en esa po-
x X X sicién; no es un elemento de fluido. En el instante ¢,

el VC estd ocupado por un elemento de fluido (ver-
de). En el instante ¢ + dt, el fluido verde esta afuera
del VC y otro elemento de fluido (amarillo) ocupa
el espacio entre la posiciéon z y la posicién x + dzx.
Por lo tanto, en el intervalo dt, el fluido (verde) se ha desplazado una distancia dz, definiendo la velocidad
instantdnea del flujo en ese punto: ¥(xz,t) = ‘fl—f(x, t) 7 . Es importante notar que la velocidad del flujo instante

a instante es la velocidad de elementos de fluido diferentes, pasando por un VC fijo en esa posicion x.

Figura 3: Velocidad de Euler.

1.3. Flujo Volumétrico y Flujo Masico

Considerando que el volumen de control tiene una seccién transversal A, la figura 3 muestra que un
elemento de volumen dV = A dx atravesé esa superficie. Eso permite definir el flujo volumétrico (o caudal)
como el volumen de agua que atraviesa la seccién A por unidad de tiempo:

V(e,t)=A E(:r,t) — | V(x,t) = A v(x,t) (1)

Como el fluido es de densidad p, dm = p dV'. Entonces, definimos el flujo masico como la masa de fluido
que atraviesa la seccién A por unidad de tiempo:

iz, t) = p(z,t) V(e t) = |ii(e,t) = p(z,t) Av(z,t)] (2)

donde se ha supuesto que la densidad p del fluido tiene un valor conocido en la posicién x para el tiempo t.

Ordenes de Magnitud: Caudal

Ordenes de Magnitud: El caudal promedio del Rio Uruguay es de 4500 m3s~!, mientras que el caudal
del flujo de agua en un inmueble es del orden de 0.45Ls~!; diez millones de veces menor.




1.4. Hipdtesis de Trabajo

En la perspectiva de Euler, nos interesa conocer las variables que caracterizan el flujo en un punto parti-
cular de coordenadas (z,y, z) y su evolucién en el tiempo ¢. Densidad, velocidad, presién son algunas de esas
variables. A continuacién, describiremos las propiedades de los flujos y senalaremos las hipdtesis de trabajo
que simplifican el analisis.

Flujo Incompresible: La densidad del fluido p(z,y, z,t) es una de las caracteristicas del flujo. Para
facilitar el estudio, pensaremos en el caso particular de un flujo cuya densidad sea constante en el tiempo y
uniforme en el espacio: p(z,y, z,t) = p; por ejemplo, un flujo de agua.

Flujo Confinado: El fluido que se mueve en un contener de paredes rigidas estd confinado; por ejemplo,
agua que se mueve en el interior de una tuberia, considerada como sistema inercial. En ese curso supondremos
que la tuberia estd completamente llena de agua.

Por el contrario, el chorro de agua que sale de una canilla hacia la atmésfera no esta confinado. Su ve-
locidad puede medirse desde un referencial solidario a La Tierra (considerada, en este curso, como sistema
inercial). La presién en todos los puntos del chorro de agua es la presién atmosférica P(z,y, z,t) = Pp; cons-
tante en el tiempo y uniforme en el espacio.

Flujo Estacionario: En términos generales, la velocidad de un flujo de agua en un punto de coordenadas
(z,y,2) depende del tiempo t: ¥(z,y, z,t). Cuando esta variable (y otras) no varia en el tiempo, se esta en
presencia de un flujo estacionario o permanente: ¥(z,y, z).

Cuando una canilla se mantiene abierta, podemos suponer que el flujo es estacionario: la velocidad de
Euler del chorro a una altura z particular es independiente del tiempo ¥(x,y, z,t) = ¥(z). Sin embargo, la
velocidad de Lagrange depende del tiempo porque cada gota estd cayendo, sometida a la aceleracién de la
gravedad g.

En este curso serd usual trabajar con un flujo de agua confinado y estacionario en el interior de un tubo
muy largo, recto, de seccién circular uniforme y radio interior R?. Las siguientes propiedades serdn descritas
para este caso particular.

Flujo Laminar: Si la velocidad del flujo no es muy alta, el fluido
se mueve en capas paralelas a la pared del tubo. Podemos definir la

F
o ..r"{-f"f" ..-""'.:-“'J ..r"'i-"f" ..-"":‘-"'f coordenada x sobre el eje de simetria del tubo, asociada a un versor
- N

1 que marque el sentido del flujo. En este caso, la velocidad del flujo

— . 1 _ . o

__________________ - tiene una sola componente ¥(z,y, z) = vy(x,y, 2) i .
0 S " Si el fluyjo es laminar, existe simetria axial y es convenien-
- te definir una coordenada radial: » = /y2+22 : 0 < r < R

que mida la distancia de un punto del flujo al eje de simetria:

[Wfff;rfﬁﬁf (2, 7) = vg(a,7) i .

—_ La figura 4 muestra los perfiles de velocidad de dos flujos dife-
N _""""""'"'"""""""""I rentes. Ambos flujos estdan confinados en tubos de paredes rigidas
—_— (dibujadas en negro). Un perfil de velocidad consiste en senalar la

— velocidad del flujo en puntos que se encuentran a una distancia x
-~ ..-"'f ..""":.:-‘"'" .,-'"r.:-"'f .a"'"':"'j particular del origen de coordenadas; una tarea sencilla cuando el
fluido es laminar. El largo de los vectores (en rojo) indica la rapidez
Figura 4: Dos perfiles de velocidad. del flujo en puntos que se encuentran a diferentes distancias r del
eje de simetria. Aunque se han dibujado sélo algunas flechas en cada

perfil, vale senalar que todo el fluido estd en movimiento.

xD?
1

2F] didmetro de los cafios de una vivienda se mide en pulgadas: 1 inch = 2.54cm; A =



Flujo No Viscoso: El perfil de velocidad de un flujo no viscoso es uniforme en un tubo recto de seccion
uniforme: vy (z,7) = v,. Como se muestra en la figura 4(arriba), la velocidad no depende de la coordenada r.
Ademds, para una coordenada x’ # z tendriamos el mismo perfil de velocidad. Se dice que el fluido es ideal
porque conserva su energia cinética.

La figura 4(abajo) muestra el perfil de velocidad de un fluido real. Los fluidos reales son viscosos: el
modulo de la velocidad disminuye desde un valor méximo (sobre el eje de simetria) hasta un valor nulo (sobre
la pared del tubo). Se dice que los fluidos reales “se adhieren” a los sélidos; en este caso, a las paredes del tubo.

Flujo Irrotacional: Los fluidos ideales son irrotacionales: un elemento de fluido no rota sobre si mismo.
Los fluidos reales viscosos son rotacionales. Para poner de manifiesto esta propiedad en el flujo viscoso
representado en la figura 4(abajo), podemos concebir una pequena esfera que acompafie el movimiento del
flujo laminar. Si el centro de la esfera esta sobre el eje de simetria, sélo se trasladara. Colocada fuera del eje
de simetria, la esfera también rotard alrededor de un eje perpendicular a la figura que pase por su centro de
masa: en sentido antihorario cuando la coloquemos arriba del eje; en sentido horario cuando la coloquemos
abajo del eje de simetria.

Viscosidad (opcional)

Cuando un fluido real estd en movimiento, sus moléculas sufren choques ineldsticos y pierden energia
cinética. A nivel macroscopico, eso se traduce en fuerzas tangenciales viscosas que una capa del fluido
ejerce sobre otra (y viceversa); un analogo de las fuerzas de rozamiento dindmico que se miden entre las
superficies de contacto de dos sélidos en movimiento relativo. La viscosidad dindmica p es la propiedad
que caracteriza esta propiedad en diferentes fluidos (aire, agua, aceite, miel, etc.). La fuerza viscosa
entre dos capas adyacentes (por unidad de drea de contacto) depende de la viscosidad dindmica y del

gradiente transversal de la velocidad; para el fluido laminar confinado en un tubo de seccién circular:

F _ dv
A= P

Turbulencia y Numero de Reynolds (opcional)

Los fluidos reales desarrollan un comportamiento turbulento (no
laminar). La turbulencia es un fenémeno no estacionario que
involucra velocidades tridimensionales y flujos rotacionales. El
nimero de Reynolds Re (adimensionado) se usa para predecir - — |
si el flujo va a presentar un comportamiento turbulento. En
un tubo Re = 2vD y depende de las caracteristicas del fluido
(densidad y viscosidad dindmica), de la velocidad del flujo y del
didmetro D = 2R del tubo.

Laminar Flow

= Cuando Re < 2300 el comportamiento es laminar: el fluido
se movera en capas.

s Cuando Re > 4000 la turbulencia mezclara las diferentes
capas del fluido.

= Para valores del Reynolds 2300 < Re < 4000 se obser-
varan regimenes de transicién con mezcla parcial.

Dos sistemas que compartan un mismo numero adimensionado
tendran el mismo comportamiento. Por eso, los sistemas reales
(rios, olas, viento y otros fendmenos atmosféricos) pueden ser
ensayados en laboratorios y tuneles de viento, a menor escala.




2. Ecuacion de Continuidad

La ecuacion de continuidad es una ecuacion de conservacion de la masa. Las hipotesis descritas en la
seccién anterior no tienen que cumplirse para que se verifique la ecuacién de continuidad pero simplifican la
notacién y los calculos. Consideraremos que el flujo es no viscoso e irrotacional. Impondremos las hipdtesis
de flujo incompresible y estacionario, méas adelante.

El concepto de volumen de control VC' introducido en la seccién 1.2 puede ampliarse para senalar zonas
macroscopicas donde se observan cambios en las caracteristicas del flujo; por ejemplo, zonas donde cambia la
seccion transversal A, zonas donde aumenta o disminuye la masa de fluido, etc.

La figura 5 muestra un VC' de paredes rigidas excepto en aquellas

secciones A que son atravesadas por flujos mésicos de entrada (1)

pZszz y de salida (2). Los subindices (1) y (2) permiten simplificar la
—- notacién para prescindir de las coordenadas (z, y, z). Para fijar ideas,
podemos pensar en un tanque (zona verde) que recibe agua desde

la linea de suministro (zona amarilla) y del que se extrae agua por

un cano (zona azul) cuando se abre una canilla. Un flujo mésico de

entrada 1y atraviera la interfase amarillo-verde y un flujo mésico de

salida rhy atraviesa la interfase verde-azul. Si, ademads, los flujos (1)

<
o

P1A1V]

-.' _ _________ y (2) son estacionarios, podemos prescindir de la variable tiempo:
my1 = p1 Ay v1 y, de manera similar, 1hy = pa As vs.
Figura 5: Los flujos masicos de entrada y salida pueden ser diferentes por-

que dependen de la densidad del fluido, de la seccién que atraviesan
y de la velocidad del flujo en cada uno de los canos. Determinaremos la ecuacién de continuidad apelando al
siguiente experimento en el V("

= Primero supongamos que ingresa agua 1 # 0 pero no sale agua s = 0. Entonces, la masa en el VC

aumenta, en el tiempo, debido al flujo de entrada: % = +1h.
= Ahora, supongamos que no ingresa agua rm, = 0 pero sale agua 1o # 0. Entonces, la masa en el VC
disminuye, en el tiempo, debido al flujo de salida: % = —1hy.

Combinando ambos efectos, es posible determinar una ecuacién general que indica que la variacién temporal
de la masa en el VC' es consecuencia del flujo de entrada y del flujo de salida:

dmye
dt

La variacién temporal de la masa en el VC (término de la izquierda en la ecuacién (3)) tiene un cardcter
diferente al de los flujos mésicos (términos de la derecha en la ecuacién (3)) aunque ambos se miden (en el
SI) en kg/s. Por eso, su notacién es diferente®. Por ejemplo, flujos estacionarios de entrada y salida pueden
resultar en el llenado del tanque o en el vaciado del tanque y eso redunda en un régimen no estacionario
para el fluido en el interior del tanque.

En otras palabras, todo el sistema estara en régimen estacionario sélo cuando se verifique la igualdad de
los flujos masicos. Si ademas, el flujo es incompresible, la densidad no dependera de la posicién y se verificara
la igualdad de los flujos volumétricos:

= 1y — 1o (3)

dmye
dt

En términos mas generales, al V(' podrian entrar muchos flujos y del VC podrian salir muchos flujos. En
ese caso, el flujo incompresible y estacionario verificara: ) (Ae ve) = > (As vs). Para ilustrar esto, basta
observar que el flujo volumétrico (y masico) del Rio Uruguay aumenta a medida que nos movemos hacia el
sur debido al aporte de sus afluentes; en particular, el Rio Negro. El VC que tomariamos en ese caso, incluiria
la entrada del Rio Uruguay que llega desde Fray Bentos, la entrada del Rio Negro que llega desde Mercedes
y la salida de un flujo volumétrico unico: el Rio Uruguay que pasa por Dolores.

=0 — p1 A1 v1 = p2 As vy ‘Al v1 = Ao UQ‘ si el flujo es incompresible (4)

3Para distinguirlos, algunos textos suelen usar diferentes letras:

dmye _ dmy _ dmo
dat



3. Descripcion de un Flujo

3.1. Lineas de corriente

La figura 6 muestra el flujo de agua confinado en una tuberia
A recta de seccién circular no uniforme: A; < Ag. La ecuacién de
2 continuidad, considerando como VC' la zona donde la tuberia se

_M_ — ensancha, establece la igualdad de los flujos mésicos y volumétricos:
A1 v
— . A =A - —=—=x<1 5

Para fijar ideas, si la seccién del tubo de salida es cuatro veces mayor

Figura 6: que la seccién del tubo de entrada As = 4414, la velocidad del flujo

a la salida sera 4 veces menor que la velocidad del flujo de entrada

vg = 9. Para representar eso la figura 6 muestra (en rojo) perfiles de velocidad (a escala) en los tubos de
entrada y salida.

Perfiles de velocidad en el interior del VC' (no dibujados en la figura) permitirdn trazar lineas de corriente
(en verde) por donde se desplazan los elementos de fluido en la tuberia. De esa forma, podemos prescindir de
los perfiles de velocidad: la densidad de lineas de corriente nos dard un medida de cémo es el médulo de la
velocidad del flujo unidimensional en los tubos de entrada y salida. Cuando las lineas estén més “apretadas”,
mayor serd la velocidad (o viceversa).

En el interior del VC, fuera del eje de simetria, la velocidad del flujo (siempre tangente a las lineas de
corriente) es bidimensional: tiene una componente segin x y una componente radial. En este curso identi-
ficaremos el VC' de un sistema como la zona en la que se producen cambios y trabajaremos sélo con las
propiedades de los flujos unidimensionales de entrada y salida; la presién es una de esas propiedades.

3.2. Presion Estatica de un Flujo

La ecuaciéon de continuidad predice que el flujo tendrd la mis-
ma velocidad a lo largo de un cano de seccion A uniforme, cual-
lg PG quiera sea su orientacién. La conclusion puede sorprender cuando el
eje de simetria del cafio estd en la direccién vertical, marcando una
gran diferencia entre los flujos confinados y los flujos no confina-
dos.

A En la seccién 1.4 indicabamos que un chorro de agua no confinado
: estd sometido a la presién atmosférica Py. ;Cudl es la presion estatica (o
| — simplemente, presién) de un flujo confinado en el interior de un tubo rec-
to?

Figura 7: . L, " . . - .
& Para medir la presién estatica P;,; > Py en el interior de un cafio hori-

zontal, se hace un orificio en la parte superior del cano y se adosa un tubo
vertical (transparente) abierto en ambos extremos. Como muestra la figura 7, la columna de agua (dibujada
en azul) verifica la hipétesis hidrostética porque la velocidad del flujo es horizontal. La presion del flujo en
el eje de simetria estda dada por: P,y = Py + p g h, con h medida desde ese eje. En este curso supondremos
que la presién es uniforme en toda la seccién A. Si P;,; < Py, se puede adosar un tubo vertical en la parte
inferior del cano.

Para medir la presiéon Pj,(z) en el interior de un flujo vertical, a cierta altura z, se adosard un tubo
abierto (transparente) en forma de L realizando un orificio en la pared del cafio y orientando el brazo vertical
hacia arriba si Py, (z) > Py o hacia abajo si Pj,;(z) < P.

4La relacién entre didmetros y radios es D2 =2D1 y R2 = 2R:



3.3. Emergia Mecanica de un Flujo

El flujo mésico m = p A v es la cantidad de masa que atraviesa una seccién A por unidad de tiempo. Esa
masa tiene velocidad v; por lo tanto tiene energia cinética. Ademds, esa masa tiene energia potencial porque
se encuentra a una altura y respecto de una referencia y = 0 donde la energia potencial gravitatoria es nula.
El flujo energético (o energia mecénica del flujo) es la energia que transporta el flujo mésico al atravesar, con
velocidad v, una seccién A que se encuentra a una altura y:

E'M=m<v22+gy> (6)

Puesto que el flujo mésico se mide (en el SI) en kg/s, la energia mecéanica del flujo es potencia y se mide en
J/s; esta unidad se llama Watt (W).

4. Ecuacion de Bernoulli

La ecuacion de Bernoulli es una ecuacion de conservacion de la
energia que conecta la presién estatica de un flujo confinado con su

g Vz energia mecdnica. Se verifica a lo largo de una linea de corriente en
1 — flujos incompresibles, estacionarios, laminares y no viscosos, como el
AZ mostrado en la figura 8: dos dibujos del mismo sistema para senalar

diferentes caracteristicas del flujo a la entrada y a la salida del VC.

El principio de conservacién de la energia establece que la varia-
yz cién de energia mecanica de un sistema de masa constante se debe
al trabajo que ejercen las fuerzas no conservativas. En términos de
potencia (energia o trabajo por unidad de tiempo):

Ay

VC |

—p

AEy = Wxe (7)

Variacién de la Energia/Potencia Mecanica

Cuando el flujo es estacionario, la masa del VC' es constante y
el flujo maésico es uniforme: 7 = 11 = rhe. Una masa dm entra con
velocidad v; y a una altura y;, se mueve por VC'y, al cabo de un
tiempo, sale con una energia mecéanica diferente debido a que tiene
una velocidad vy y la salida estd a una altura ys. La variacion de la
y]_ dm energia mecanica del flujo estd dada por:

------------------------------------------------------------- y=0 AEMmeUQ%*g y2>—<vj+gyl>] ¥

Figura 8:

Trabajo/Potencia No Conservativo de Frontera

En el sistema de la figura 8, las fuerzas asociadas a las presiones del flujo de entrada P; y del flujo de
salida P, realizan trabajo de frontera (F) en la secciéon A; (interfase amarilla-blanca) y en la seccién A,
(interfase blanca-azul), respectivamente. El trabajo de las presiones es no conservativo. Antes de calcular
ese trabajo, observamos que entre P; y P» no se verifica la condicién hidrostatica porque hay un flujo que
atraviesa el VC, como sefiala la linea de corriente (dibujada en verde).

La figura 8(abajo) muestra una foto de un elemento de fluido que estd a punto de entrar al VC, mientras
que otro elemento de fluido esta a punto de salir. La presion del flujo de entrada ejerce una fuerza de médulo
Fy = P, Ay para que la masa dm entre con velocidad vi. A su vez, la presién del flujo de salida ejerce una
fuerza de moédulo F» = P> Ao en contra de que la masa dm salga con velocidad vo. El trabajo es el producto



escalar de la fuerza y el desplazamiento. La potencia asociada a ese trabajo es el producto escalar de la fuerza
y la velocidad. La potencia ejercida en forma de trabajo sobre el V' verifica:

W}/Ozfi-v}+@-v§ — WFVC:PlAl'Ul—PQAQ'UQ — W}:/C:[Pl—PQ]V (9)

donde consideramos que la fuerza Fi es colineal y en mismo sentido que v, mientras que F) es colineal
y opuesta a la velocidad v5. Ademds, como el flujo es incompresible y estacionario, el flujo volumétrico se
conserva V = Aq v1 = As vy y puede sacarse de factor comun.

En resumen, los términos a igualar segin el principio de conservacién de la energia (ecuaciéon (7)) son los
siguientes, teniendo en cuenta que m = p V:

. . ’U2 /1)2 . .
AEM:pV[<22+gyz>—(21+g ylﬂ WyC =[P —P] V (10)

Dividiendo ambos términos entre V, se cumple la igualdad entre la variacién de la energia del flujo y la
potencia de frontera (ambos por unidad de flujo volumétrico):

AEy  WYC
L A (11)
v v
Igualando y reacomodando los términos, obtenemos la Ecuacién de Bernoulli:
v3 vt
P2+p(2+9y2>:P1+p<2+gy1> (12)

que nos habla de la conservacién de la potencia total por unidad de flujo volumétrico en un flujo incompresible,
estacionario, laminar y no viscoso. Usaremos la ecuacién de Bernoulli para relacionar la presion, altura y la
velocidad en el sentido del flujo a lo largo de una linea de corriente.

4.1. Otros tipos de Trabajo

Antes de ver aplicaciones de la ecuacién de Bernoulli, ampliaremos el alcance de esta ecuacion a flujos
que producen trabajo (por ejemplo, agua que mueve una turbina o aire que mueve un molino de viento) o
consumen trabajo (por ejemplo, una bomba que extrae agua de un pozo); incluiremos también pefdidas de
energia debido a la viscosidad o la turbulencia del flujo. Para ello, basta considerar que sobre el V(' actian
(ademés de las fuerzas asociadas a las presiones de los flujos en las fronteras) otras fuerzas no conservativas
asociadas a estos otros tipos de trabajo no conservativo:

AEy = WY +Whe (13)
Entonces, la diferencia de potencia total (por unidad de flujo volumétrico) entre la salida y la entrada, redunda
en el trabajo mecanico que se obtiene, se agrega o se pierde en el VC?:

Ve 2 2
‘0./“"‘):[P2+p<22+gyz>]—[P1+p<21+gy1>] (14)

= Potencia eléctrica que se obtiene de una represa hidroeléctrica o de un molino de viento: We‘l/ eC; < 0.

= Potencia mecénica que consume una bomba que aumente la presién del flujo: Wb‘ggb > 0.

. . . . L ™ VC
= Potencia perdida por visocosidad y turbulencia: Wperd <0

5La ecuacién (14) es coherente con la convencién de signos que usaremos en este curso. En ingenierfa se usa otra convencién.



5. Aplicaciones de la Ecuaciéon de Bernoulli

5.1. Ecuacién de Torricelli

Vamos a aplicar la ecuacién de Bernoulli a un pro-
P blema sencillo y cotidiano: un tanque abierto a la
0 @ atmosfera que tiene un cano de salida (en la base del
tanque) también abierto a la atmdsfera. La ecuacién
de Bernoulli debe ser aplicada entre dos puntos de una
misma linea de corriente. Considerando la linea de co-
rriente central mostrada en la figura 9, tomamos el pun-
to (1) en la superficie libre del tanque y el punto (2)
en el cano de salida:

1 1
R+ pgy1 + §pv% =R + pgys + §pv§ (15)

Hemos cancelado la presién a ambos lados de la
ecuacion porque P = P, = Py. Ademaés, considerando
f D 1 que y2 = 0, el punto (1) se encuentra a una altura y; =

1 H; la altura del agua en el tanque. Sustituyendo y orde-
nado los términos, se obtiene la Ecuacién de Torricelli:

Figura 9: Ecuacién de Torricelli. w2 — o = 2gH. (16)

En estado estacionario, el caudal se conserva: Ajvq, = Asvg 6 v = %vg. Como el diametro del tanque suele
ser muy grande en relacién al didmetro del cafio de salida, A; > Ag y v > vy, es usual tomar la aproximacion

2,2 2
vo = /29H

vy — V] A U5

Este resultado puede usarse cuando una linea de suministro (no mostrada en la figura) mantiene constante
la altura H del agua en el tanque. No puede usarse para calcular el tiempo de vaciado total de un tanque;
un problema que sera abordado mas adelante.

Fuerzas sobre un Elemento de Fluido:

En ausencia de viscosidad y en presencia de un flujo laminar, la ve-
P2 AZ PO AZ locidad de salida del agua (ecuacién (16)) es andloga a la velocidad de
una particula en el campo gravitatorio g. Sin embargo, como se trata de
un flujo confinado y estacionario, la situacién es muy diferente. Fuera del
VC (senalado con lineas punteadas rojas en la figura 9) la ecuacién de
contiuidad predice que las velocidades v1 y v2 son uniformes; la velocidad
de elementos de fluido (E1) y (E2) permanecen constantes en el tiempo, a

medida que los elementos cambian de posicion.

AY‘ AP= P AY g La figura superior muestra un elemento (E2) que estd por salir del cano.
Como el elemento no acelera, la fuerza neta (en la direccién del flujo) es
nula. Entonces, la presion hidrostatica en el caflo es la presion atmosférica

Vl =cte Py = Py en todo el cafio®.

La figura inferior muestra un elemento de (E1) en el interior del tanque

que se mueve con velocidad v; constante e independiente de la altura y.

Para que eso sea posible, la fuerza neta (en la direccién del flujo) es nula y el caso es andlogo al de un fluido

en reposo: el peso del elemento (en azul) se compensa con las fuerzas asociadas a la presién hidrostatica que
va aumentando con la profundidad.

SAl salir a la atmésfera, el flujo deja de estar confinado y las particulas realizardan un movimiento parabdélico, sometidas a la
aceleracién gravitatoria g.
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5.2. Efecto Venturi. Flujo horizontal.

Una consecuencia interesante de la ecuaciéon de Bernu-
lli es la reduccién de presién debido a un incremento de
velocidad, también conocido como efecto Venturi y utiliza-
do para hacer medidas de presién y velocidad. El sistema
de la figura 10 representa un corte lateral en una caneria
larga por donde circula un flujo estacionario, laminar y no
viscoso.

Aplicando la ecuacién de Bernoulli entre los puntos
1 y 2, ubicados justo abajo de las columnas verticales,
pertenecientes a una linea de corriente que pasa por el
centro de la tuberia, tenemos:

Figura 10: Efecto Venturi.

1 1
Py +pgys + 59@? = P +pgy2 + 59@% (17)

donde hemos usado que y; = y2. A su vez, aplicando ecuacién de continuidad,

Ay D?
A1v1 = AQUQ = V2 = —7U1 = Vg = ﬁévl
2

Ar\?

=) 1 18
(4) (18)
e indica que un elemento de fluido experimenta una fuerza neta en el sentido de movimiento del flujo: P; > P
y, por esa razon, el elemento de fluido acelera: vy > v1; un comportamiento que es confirmado por la ecuacién
de continuidad cuando se considera que la tuberfa se estrecha’.

A su vez, las presiones P; y P» (mayores a Py) pueden ser medidas aplicando hidrostética en los tubos
verticales, ya que en esa direccién el fluido no se mueve.

por lo que la diferencia de presiones esta dada por:

1 1
PI—P2:§P(U%—U%):§PU%

P =PRy+pg(H+ D/2)

Py = Py + pg(h +d/2) (19)

Aunque no fue posible representarlo en la figura 10, tipicamente, los didmetros D y d son mucho menores
que las alturas H y h y suelen ser despreciados, resultando en:

%(D ~d)<(H-h) =  P,—Py=pg(H-h) (20)

Es importante observar que las dos ecuaciones (18) y (20) no son contradictorias: la relacién de Bernoulli
resulta de las fuerzas actuantes en la direccion del flujo, mientras que la relacién hidrostatica resulta del
gradiente de presiones en la direccion transversal al flujo.

Igualando las ecuaciones (18) y (20) obtenemos:

Ul-(\/m> 29(H — h)

que representa una forma de medir la velocidad vy, a partir de la lectura de la diferencia de alturas (H — h)
y datos geométricos de la tuberia.

"Recordamos al lector que una mayor densidad de lineas de corriente significa mayor velocidad del flujo; en este caso, una
menor presion estatica.
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Efecto Suelo.

Cuando un auto estd en reposo sobre

una carretera es posible despreciar la

fuerza de flotacién ejercida por el aire

dado que la presién atmosférica P es

(aprox.) uniforme. Entonces, la presién A Al
atmosférica actia en toda la superficie 1]'-
del auto y la fuerza normal (distribuida —
en las cuatro ruedas) coincide con el
peso del auto: N = mg.

Cuando el auto estd en movimiento
rectilineo uniforme, el motor debe
ejercer fuerza para vencer la fuerza de arrastre que ejerce el aire y la fuerza de rozamiento estatico que
ejerce la carretera para que las ruedas giren sin deslizar: Fs; < pus/N. Cuando la fuerza de rozamiento
no cumple esa condicién, el auto desliza. Para garantizar un mejor “agarre” entre los neumaticos y la
carretera, es conveniente aumentar la fuerza normal IV, sin aumentar el peso del auto. El efecto suelo,
una aplicacion del efecto Venturi estudiado en la seccién anterior, cumple ese cometido.

El auto de la figura estd en reposo en un tunel de viento donde actia un flujo de velocidad vy, hacia
la derecha, como muestran las lineas de corriente (en verde). La linea punteada negra es imaginaria;
se dibuja sélo para remarcar la analogia entre el efecto suelo y un tubo de Venturi. Un tunel de viento
simula el movimiento de un auto que se mueve hacia la izquierda con velocidad v .

Para facilitar la explicacién, supongamos que (lejos del auto) el flujo atraviesa una seccién A; con
velocidad de médulo v; y se encuentra a presién Py, al igual que el resto del aire que rodea al auto.
Cuando el aire pasa por debajo del coche (entre el chasis y el suelo), la seccién se estrecha Ay < Aq,
la velocidad del flujo aumenta vo > v1 y la presiéon del flujo disminuye P> < Py. La presion ejerce una
fuerza normal sobre las superficies S y S’ del coche.

En definitiva, en la parte superior del auto actiia una fuerza neta PyS (en rojo) debido a la atmdésfera
que rodea al auto, mientras en la parte inferior del auto actia una fuerza P»S’ (en celeste) debido al
efecto Venturi. El equilibrio de fuerzas en la direccién vertical indica que la fuerza normal total esta
dada por: N =mg+ Py S — P, S’ = mg + Fp, siendo Fp (del inglés, downforce; en espanol, carga
aerodindmica) la fuerza que hace que el auto en movimiento sea més estable; una caracteristica que
los corredores profesionales saben usar a su favor®.

Solo para curisosos: Los autos de

Forumla 1 se disenan para que, al au- _ Underbody with diffuser Rear wing
mentar la velocidad, aumente la carga F:f;;;? Rest °§‘%’12;m o H45% in. il
aerodinamica Fp que puede llegar a ser
de hasta 5 veces el peso del auto. Los
autos convencionales se disenan para
disminuir la fuerza de arrastre; o sea, el
consumo. En un auto F1, el efecto sue-
lo es el responsable del 45% (aprox.)
de la carga aerodinamica cuando se agregan difusiores que ordenan el flujo que pasa por abajo.

El flujo de aire alrededor de un auto tiene diferentes velocidades. La fuerza neta hacia abajo seria menor
que PyS. A ese fenémeno se le llama ”lift”. Para compensar, se colocan alerones delantero y trasero
que producen casi el 50 %Fp y lo distribuyen en las ruedas delanteras y traseras. Otras caracteristicas
de diseno se encargan de producir el resto de la carga aerodindmica: 5 — 10 % Fp.

5
—

“Importante: El modelo es imcompleto. El estudiante no debe intentar corroborarlo fuera de un laboratorio o tunel
de viento.
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5.3. Medidor de Pitot. Presion de Estancamiento

Pitot ided el sistema de la figura 11 para medir

la velocidad v del flujo horizontal que se mueve en el
g l @,\ - sentido de la coordenada x por un cano de seccién uni-

forme A. La coordenada z se opone a la aceleracién g.

Z
— La densidad del fluido es p; agua o aire.
El sistema consiste en dos tubos verticales trans-
— X

Av —

parentes adheridos a las paredes del cano. La abertura
. del tubo de la izquierda estd en la pared del cano; es
h transversal a z. El tubo de la derecha es mas largo; llega
1 h hasta el eje de simetria y presenta una pequena aber-
| 2
!

tura (boquilla) en contra del flujo. Fuera del cano, los
tubos se unen formando una U simétrica que contiene
p [} | un fluido (rojo) de densidad conocida p’ > p; mercurio.
Como vimos anteriormente, la columna de agua (ce-
leste) en el tubo de la izquierda estd en equilibrio debi-
Figura 11: Medidor de Pitot. do a la presién Py; la presién estatica del flujo cuando
su velocidad v es horizontal. El punto (2) es un punto
de estancamiento: el flujo no puede avanzar en el sentido de la coordenada x y la linea de corriente que une
ambos puntos es diferente a las estamos habituados a trazar. Un elemento de fluido que siga esa linea de
corriente se va frenando, mientras otras lineas de corriente cambian de direccién, como se muestra en la figura
12. Como en el punto (2) no hay un flujo en la direccién z, la columna de la derecha se mantiene en equilibrio
debido a la presién Ps.

Aunque la linea de corriente que conecta el punto
(1) con el punto (2) es muy particular, se puede aplicar

y la ecuacién de Bernulli considerando las velocidades en
———————— - el sentido de la coordenada x porque la energia cinética
g@ _____-': W (por unidad de volumen) que tiene el flujo en el pun-
. — to (1) se suma a otro tipo de energia por unidad de
r T — volumen: la presion de estancamiento :
3
®< @ 0
% P=Pt el (21)
Figura 12: Vista superior. D 2 2=HTp 2

Para calcular cémo el sistema de Pitot permite me-
dir la velocidad del flujo v, observamos que el fluido de densidad p’ (rojo) estd en condiciones hidrostéticas.
Igualando la presion a ambos lados del tubo en U, se cumple:

Py +pgB/2 + pgho = P +pgPL2 + pghi + p'g(ha — h1) (22)

Igualando la diferencia de presiones dada por la ecuacién (21) y la ecuacién (22), se puede medir la velocidad
v del flujo midiendo la diferencia de alturas (ha — hi):

2
v
Pb—P=p— vy P—Pi=( —p)g(hs—h) (23)

2
v:\/Q (p/;p)g(hg—hl) (24)

Un tubo cerrado en U permite medir la diferencia de presiones en el tubo de Venturi discutido en la seccién
anterior. De esa forma, no es necesario prever qué orientacién vertical debemos darle a tubos transparentes
que midan las presiones estaticas de un flujo con cambios de seccién.

8El término pvi/2 se llama presién dindgmica. Cuando “sale poca agua” de una canilla, nos referimos a ella al exclamar “jqué
baja estd la presién!”, dado que la presién estdtica a la salida de la canilla siempre es Pp.
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5.4. Vaciado de un Tanque: Régimen no estacionario

Un tanque que se vacia no estd en régimen estacionario. Sin

_ P _ embargo, como demostraremos en una seccién de lectura opcional,

@ 0 como A; > As es posible aplicar la Ecuacién de Bernoulli consi-

derando que la altura del agua en el tanque y;(t) y las velocidades

A v1(t) y va(t) dependen del tiempo para determinar cuaito tiempo
demora en vaciarse totalmente.

Rt pgun(t) + 5puR(t) = Ret fpgyn(t) + 5 e (1)

yl(t) vi -t =291 (25)

donde hemos cancelado P; = P» = Py, sustituido yo = 0 y reacomo-

dado los términos.
Combinamos la ecuacién de continuidad y Bernoulli (25), esta-
blecer una relacién entre vy () y la altura y;(¢) de la superficie libre.

1 | Py
@ PO vy = Ulf = o <A§ - 1> =29y (26)
2

2

En esta ecuacién podemos suponer que Ay > A para obtener un
expresion sencilla del médulo de la velocidad de un elemento de flui-
do que se encuentra en la superficie libre en términos de su posicion:

Figura 13: Vaciado de un tanque.

A? A
v} <A§) =29y = ||lu|= <\/ 29 Aj) V| (@21
2

Como la superficie libre que se encuentra en una posicién y;(t) se desplazara hacia abajo, el médulo de
la velocidad de un elemento fluido que se encuentre en esa superficie verifica:

d ) —yi(t+dt

dt  di—0 dt

> 0, debido a que 1 (t) > y1(t +dt) (28)

donde el signo negativo [-] da cuenta de que el médulo de la velocidad v; es opuesto a las variaciones temporales
de la altura.

Igualando las ecuaciones (27) y (28) obtenemos una ecuacién diferencial en el tiempo para la altura de la
superficie libre y; (t) que podemos expresar en variables separadas:

dyl_ Az dyl_ Az
wo (v - e (v e

para integrar el término de la izquierda desde cierta altura inicial y; (¢t = 0) = Hy conocida y el término de la
derecha en el tiempo:

[l for = 2w (v )

de donde podemos despejar una expresion para y; (t) y calcular el tiempo que demora en vaciarse, considerando

que Y1 (ttotal) =0:
2
_ g A _ (o A
yl(t) - |: H <\/; Al) t:| = ttotal = g A2 (29)
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6. Ecuaciones de Movimiento (opcional)

La figura 14 (izquierda) muestra un elemento de fluido (EF, azul) que se mueve por una linea de corriente
curva (verde). El EF se encuentra en la posicién i respecto del origen de coordenadas (punto 0) desde donde
se mide la altura y. En esta seccién nos proponemos determinar las ecuaciones de movimiento de este caso
més general. Para facilitar la explicacién, el radio de curvatura de la linea de corriente del dibujo coincide
con la distancia al origen O: r. = r; podrian ser diferentes.

Como se trata de un movimiento circular, definimos dos versores: é; (verde) tangente a la linea de corriente
y en el sentido del flujo ¥ = vés y é, (rojo) en el sentido del vector posicién ¥ = ré,. Adicionalmente, el versor
é, (azul), saleinte al plano, permiten definir un sistema de coordenadas cilindricas (3D). El versor é; forma
un angulo 6 con la horizontal. El versor é, forma un dngulo € con la vertical. La figura 14 (izquierda-abajo)
muestra una ampliacién del EF’; su volumen es dV = dr ds dz, siendo el espesor dz saliente a la figura.

Figura 14:

El principal objetivo de esta seccién es aplicar las leyes de Newton en la direccién radial (segin el versor
é,) para explicar por qué la presién es muy baja en el “ojo de un tornado”, por qué vuelan los aviones y cémo
los alerones (inclinados como las alas de un avién que estd aterrizando) aumentan la carga aerodindmica Fp
que estabiliza un auto Férmula 1.

Adicionalmente, aplicando las leyes de Newton en la direccién tangencial (segin el versor é,) determinare-
mos la Ecuacion la Bernoulli para un flujo estacionario, laminar y no viscoso; un resultado que ya dedujimos
del principio de conservacién de la energia mecanica.

6.1. Fuerzas Radiales

La figura 14 (derecha) muestra las fuerzas que actian sobre el EF. Supondremos que la velocidad del
flujo es de mdédulo constante. El EF' estd acelerado siendo a, = % entrante. La ecuacién de movimiento,

proyectando los vectores segun el versor é, indica:

2
—dm a, = F(r) — F(r +dr) —dm gcos§ = [P(r+dr)— P(r)] dsdz:—dmgCOSG—i-dmv—

Te

donde las fuerzas F(r) y F(r 4 dr) estdn dadas por presiones actuando sobre superficies de médulo dA, =
ds dz; los vectores normales a esas superficies son colineales a é,.
Para obtener una expresién mas sencilla, podemos calcular la densidad de fuerzas diviendo entre el volumen
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dm.

dV que ocupa el EF y considerar p =

s
— 2
[P(r+ d;i a@@ dads (g cosd — Z)

El término de la izquierda indica cémo varia la presion con la distancia r al origen de coordenadas. En el
primer término de la derecha podemos considerar que y = r cos 8 y sustituir dy = dr cosf, como se muestra
en la figura 14(izquierda-abajo), para obtener:

dP dy 0?
—_— = - — — 30
dr p (g dr 1 ) (30)

una expresion general para el gradiente de presion transversal a la linea de corriente.

En particular, podemos aplicar la ecuaciéon 30 cuando el flujo estd dado por lineas de corriente planas y
paralelas que forman un dngulo 6 < 7 con la horizontal. El radio de curvatura de lineas de corriente planas
verifica: r. — 0 y el resultado es conocido; la presién decrece con la altura:

arP dy v arP dy B
T=r|9y /g ¥ R T P T AP = —pgAy

Por otro lado, cuando se pueden despreciar los cambios de presién debido al campo gravitatorio g, el
gradiente radial de presiones depende de la velocidad del flujo y del radio de curvatura de las lineas de
corriente cuyas presiones queremos comparar:

dP  v¥(r)

P

(31)

Para obtener una expresién de P(r) debemos integrar la ecuacién 31, considerando que la velocidad del
flujo, en general, depende del radio de curvatura v(r.).

6.1.1. Tornado

Un tornado es un vértice cuyas lineas de corriente forman una hélice al-
rededor de un eje de simetria (aprox.) vertical. Cerca del eje de simetria se
encuentra la zona llamada “ojo del tornado”. Observado desde arriba (o des-
de abajo) las lineas de corriente se disponen concéntricamente alrededor del
punto O: r. = r. La figura 15 nuestra solo una parte del tornado. Fuera del
vortice, el radio de curvatura r. — oo, el aire no rota y la presién es Fp.

La ecuacién 31 indica que, al pasar de una linea de corriente a la siguiente,
en el sentido del versor é,., la presién aumenta. Por lo tanto, al movernos desde
afuera (donde la presion es Fy) hacia adentro, la presién disminuye hasta que
P(r) < F.

Para completar el modelo, podemos suponer que la velocidad (a cierta
altura z conocida) es inversamente proporcional a r7:

VoTo

Figura 15: Vista parcial. u(r) = = v(r—o00)=0

r
una expresion que verifica que el aire (lejos del vortice) estd en reposo. Integrando la ecuacién 31 resulta:

dP 2 2 T 2 2
%=pvf;:f° = P(r)—POZ/Pv‘;sTOd?“ = P(r>r)=H

o0

2,2
fzvo To

2 2

(32)

9Siendo v, y r, pardmetros necesarios para ajustar las dimensiones de v(r). El modelo es vélido para r > 71; no es vélido en
el “ojo del tornado”.
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6.1.2.

Teatoo

)
gY

Figura 16: Flujo alrededor de Ala.

qué Pg > Py

;Por qué vuelan los aviones?

Supongamos que un avién se mueve con velocidad v constante
hacia la izquierda cuando se lo observa desde La Tierra. La figura 16
muestra el ala de ese aviéon en reposo; el sistema de referencia de la
figura esta en el avion. Desde ese referencial inercial, el flujo de aire
(representado por lineas de corriente casi paralelas) se mueve hacia la
derecha.

La viscosidad del aire es imprescindible para el vuelo de los aviones.
Debido a ella, el flujo de aire sigue la forma de las alas (efecto Coanda),
ejerciendo la fuerza necesaria para sustentar al avion. Cerca de las
alas, el flujo acompana el movimiento del sélido y zonas de pequenas
turbulencias que aportan a la sustentabilidad. Fuera de esa capa limite,
se puede suponer que el flujo es laminar'".

Estudiaremos el caso de un avion volando a una altura y fija, me-
dida desde el nivel del mar. La fuerza vertical neta nula que permite
sustentar al avién en el aire estd dada por la diferencia de presién entre
la parte de arriba (A) y la parte de abajo (B) de las alas y el peso del
avién: Fiy = (Pp— P4)S —mg = 0, donde la diferencia de presiones se
debe al gradiente de presiones entre lineas de corriente (casi) paralelas
con diferentes radios de curvatura. Analizaremos conceptualmente por

Lejos del avion hacia arriba y lejos del avién hacia abajo, el aire se mueve en lineas de corriente planas
(ro — 00) y actia una presiéon P, conocida. Como un avién no se sustenta por flotacién, podemos suponer
que Py es la misma arriba y abajo; la presién de la atmosfera en reposo a la altura y.

Ea A€

Las lineas de corriente de la parte superior se
vuelven a representar esquematicamente en la figura
17(izq.). El punto (A) estd un poco por encima del
punto O desde donde se miden las posiciones r y los
radios de curvatura r. ~ r. Para ese caso, la ecuacién
31 indica que, al alejarnos del avién hacia arriba, au-
menta la presion hasta que P(ro = Ps). Por lo tanto,
yendo en sentido contrario, a medida que los radios de
curvatura decrecen, la presion disminuye de forma tal
que Py < P.

Las lineas de corriente de la parte inferior se
vuelven a representar esquematicamente en la figura
17(der.). La orientacién de las lineas de corriente res-

Figura 17: Lineas de Corriente.

ap
dr

pecto del punto (B), considerado ahora como origen de
coordenadas O, es opuesta a la que permitié deducir la
ecuacién 31 (comparar con figura 17(izq.)). Podemos
volver a deducir la ecuaciéon de movimiento respecto
del nuevo versor é, hacia abajo o (de manera equivalen-
te) suponer que los radios de curvatura ahora verifican

Ten = —Tpt

v? (re)

P

v2(r)

Te dr T

+ (33)

y el signo negativo [-] indica que la presién disminuye a medida que nos alejanos el origen O. De manera

10Ref: http://www3.eng.cam.ac.uk/outreach/Project-resources/ Wind-turbine/howwingswork.pdf
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equivalente, desde abajo (donde la presién es Py,) hacia el avién, la presién va aumentando de forma tal que

Pp > Py.

AMGLE  _ge
OF ATTACK

ANGLE

oF Attack ¥

AMOLE 5
OF ATTACK 10

T

Figura 18: Angulo de ataque

ademads, las alas se usan para almacenar combustible.

De esta forma, la curvatura de las lineas de co-
rriente garantiza la diferencia de presién Pp — Py
necesaria para que el avion aterrice, se sustente o
despegue.

;,Cual es la diferencia entre estas tres accio-
nes? El angulo de ataque de las alas provoca dife-
rentes radios de curvatura que imprimen diferen-
tes fuerzas verticales netas sobre las superficies
del avién, como muestra la figura 18. Los signos
[+] v [-] dan cuenta de cémo es la presién alrede-
dor del ala respecto de la presion Py. Las fechas
sefialan hacia dénde apuntan las fuerzas de ele-
vacién Fy, (del inglés, lift forces).

Para moverse a alta velocidad y provocar esas
fuerzas de elevacién el motor del avién ejerce fuer-
za, que se opone a la fuerza horizonal viscosa del
aire (en inglés, drag). La componente horizontal
neta de F 7, da cuenta de si la fuerza de elevacién
ayuda a impulsar o se opone al movimiento del
avién; en ese caso, hay mayor consumo.

Un angulo de ataque de +4° es necesario pa-
ra que las alas levemente asimétricas lo sustenten
en vuelo a una altura y conocida. En realidad,
la figura 16 muestra el ala de un ave; su forma
permite apreciar con claridad los radios de curva-
tura. La forma de “gota” de las alas de un avién
es mas estable ante cambios bruscos de presion;

El punto de estancamiento (en inglés, stagnation point) que se observa en la figura 16 adelante y abajo
del avién es donde la presion Pp es maxima. Toda la energia del flujo en forma de presién de estancamiento
P =P, + p% se emplea como fuerza de elevacién. La figura 19(izq.) muestra el tubo de Pitot que se coloca
bajo el ala para medir la velocidad v del avién. La figura 19(der.) simula el ejemplo estudiado en la seccién
5.3. En realidad, en el tablero del avién se colocan medidores independientes de la presién estatica P; y de
la presién de estancamiento P;. Un tercer medidor se calibra para medir la velocidad v.

stagnatian
poant 1
\static pressure

=5 Yy ¢
9 A

stagnation point ' \
= N
— J. >

3 ~~_static pressure

/ | dynamic pressure”
total pressure /

Figura 19: Tubo de Pitot bajo el ala de un avién.

Al igual que un avion que desea aterrizar, los alerones de un auto Férmula 1 presentan angulos de ataque
negativos para lograr mayor carga aerodindmica Fp y “pegarse” al piso.
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6.2. Fuerzas tangenciales

EI' \x é?.@

Figura 20:

En esta seccion determinaremos la Ecuacién la Bernoulli para un flujo estacionario, laminar y no viscoso,
aplicando las leyes de Newton en la direccién tangencial (segin el versor é5) (ver figura 20).

Supondremos que la velocidad del EF, azul por la linea de corriente (amarilla) no es de médulo constante.
El EF esta acelerado tangencialmente ds = asé,. La figura 20(der.) muestra las fuerzas que actiian sobre el
EF. La ecuaciéon de movimiento, proyectando los vectores segin el versor é, indica:

dm as = F(s) — F(s+ds)+dm gsinf = [P(s+ds)— P(s)] dr dz=dm gsinf —dm as

donde las fuerzas F(s) y F(s+ds) estan dadas por presiones actuando sobre superficies de médulo dAg = ds dz;
los vectores normales a esas superficies son colineales a é;.
Para obtener una expresién mas sencilla, podemos calcular la densidad de fuerzas diviendo entre el volumen

dm

dV que ocupa el EF'y considerar p = Gy7:

[P(s +ds) — P(s)] dx ds

s T e =p(gsinf — ay)
El término de la izquierda indica cémo varia la presién con la distancia recorrida s = rf, medida sobre la
linea, desde 8 = 0. En el primer término de la derecha podemos sustituir dy = —ds sin @, como se muestra
en la figura 20(izquierda-abajo), para obtener!!:
dP dy
—_— == —= 34
1= P (g A as> (34)

una expresion general para el gradiente de presién a lo largo de la linea de corriente.
En particular, cuando la velocidad del flujo es constante, el EF no acelera tangencialmente y la presién
estatica decrece con la altura:

dP dy dP dy
—— =97+ o= —pges AP = —pgA
7 p<gd8 —i—g/f % PIGe = PIRY

En un caso mas general, vale preguntarse jcomo se relaciona la aceleracién tangencial as del EF con la
velocidad v(s,t) del flujo? Al menos, en el caso estacionario v(s). O sea, cuando la velocidad del flujo en

HObservar que cuando el arco recorrido s crece, la altura y decrece.
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un punto particular de la linea de corriente no varia en el tiempo pero la velocidad del EF que recorre esa
linea de corriente no se mantiene constante; depende del angulo recorrido en el tiempo t de forma tal que
s(t) =7 0(t).

La aceleracion tangencial es la derivada de la velocidad tangencial. En el caso estacionario aplicamos la
regla de la cadena:
_du(s(t))  dvds dv

G dsdi s =g (35)

as

donde se ha considerado que v = %.
Sustituyendo en la ecuacién 34, obtenemos una expresion donde todas las variables estan devidas respecto
de la distancia recorrida por el EF sobre la linea de corriente dado que la densidad p es uniforme y la

aceleracién g actia en todo el recorrido:

d(2
dP dy d P d 5
——p<gy+vv> = 49y ( ):0 (36)

ds ds ds ds ds ds

Por dltimo, integramos para obtener la Ecuacién de Bernoulli a lo largo de la linea de corriente:

d(P+pgy+py 2
( pgsy PT) o P+pgy+p%:C (37)

Para considerar un caso mas general hemos supuesto que la linea tenia un radio de curvatura r. = r < oo.
Sin embargo el resultado también puede aplicarse a lineas de corriente rectas o cuando la curvatura de la
linea de corriente varfa de un punto a otro del recorrido 7.(s) porque la velocidad siempre es tangente a las
lineas de corriente. La condicién estacionaria impide que el radio de curvatura en un punto particular de la
linea de corriente cambie en el tiempo.

6.2.1. Lineas de corriente en un tanque que se vacia

La ecuacién de Torricelli permite calcular la velo-
cidad de salida del agua desde un tanque que se vacia
mientras una fuente de agua (no mostrada en la figura
21) lo esta llenando. También analizamos las fuerzas
que actian sobre elementos de fluido FF que se mue-
ven verticalmente por el tanque y horizontalmente por
el cano de salida. Quedé pendiente el andlisis de las
fuerzas que actian sobre los EF que pasan por el vo-
lumen de control VC.

Las lineas de corriente tienen diferentes radios
de curvatura r. que se pueden medir en el mis-
mo sentido que la posicién r. La ecuacién 31 in-
dica que la presiéon aumenta al aumentar el radio
de curvatura de las lineas de corriente en el in-

’ D i terior del V(. La presion en la base del tanque

1 no es uniforme: el agua que pasa por el extremo

mas alejado del cano de salida estd a mayor pre-

Figura 21: Vaciado de un tanque. siébn que la que se mueve cerca del cano de sali-
da.

De la ecuacién de Torricelli, conocemos la velocidad de salida. La ecuaciéon de Bernoulli confirma que
cuanto mayor es el radio de curvatura, menor sera la velocidad del flujo en el interior del VC.
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