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Notacién 0.1. En este tema, adoptaremos las siguientes notaciones:
o [z], es la clase de equivalencia de x mddulo n.
o |x|, es el orden de (], (con [z], € Z}).
Recordamos algunas definiciones y resultados relacionados:
Definicién 0.2. Sean € N, n #£ 0.
1. El grupo multiplicativo mddulo n es Z;, := {h € Z,, | h es invertible en Z, }*.

2. Una raiz primitiva mddulo n es un elemento r € Z,, que es un generador
de Z1; esto es: (ry = Z. Dado un entero g € Z, diremos que es raiz
primitiva médulo n si r := [g], € Z} lo es.

e Los elementos invertibles de Z, son las clases mdédulo n de los enteros
coprimos con n. Esto es: ZF = {[z],, | ged(z,n) = 1}.

e Si p es un primo, entonces Z; = {[1],...,[p — 1],}. Como todos los
elementos no nulos de Z, son invertibles, entonces (Zy,+, -, [0],, [1],) es
un cuerpo.

e Por lo anterior, si p es primoy x -y =, 0, entonces x =, 0 0 y =, 0. Esto
no es cierto si el médulo no es primo: 2 -2 =4 0, pero 2 #,4 0.

e (Z%,-,[1]n) es un grupo. De ahi el llamarlo grupo multiplicativo: es un

ny

grupo con la multiplicacion.
e El orden de Z} es |Z}| = ¢(n), donde ¢ es la funcidn de Euler.
e Si g es una raiz primitiva médulo n, entonces Z* = (g) = {¢°,..., g#" "1},

e Si g es rafz primitiva médulo n, entonces ¥,(m) := ¢™ define un isomor-

ﬁsmo \Ijg entre (Zga(n)7 +7 [O]w(n)) Yy ( :m " [HN)

e Sea (G,-,e) un grupo, sean a,b € G de respectivos 6rdenes finitos o(a) y
o(b). Si ademds a y b conmutan (esto es, sia-b=">b-a)y o(a) y o(b) son
coprimos; entonces a - b tiene orden o(a)o(b).

1En las notas de Pereira, Qureshi & Rama se lo denota U(n)



1 Estructura general de la prueba

El teorema de la raiz primitiva establece una condicién necesaria y suficiente
para que un médulo admita raiz primitiva:

Teorema 1.1. Z,, admite una raiz primitiva si y sélo si n satisface una de las
stguientes:

1. n=2o0n=4.

2. Ezisten un primo impar p y un natural positivo k tales que n = p*.

3. Ezisten un primo impar p y un natural positivo k tales que n = 2.p*.
Para demostrar este teorema procedemos siguiendo el siguiente plan:

1. El directo es el ejercicio 7c del practico 8.
2. El reciproco es una prueba por casos:

(a) Los casos n = 2 y n = 4 del item 1. son inmediatos. Basta con
observar que:

e [1]5 es un generador de Z5 = {[1]2}.
e [3]4 es un generador de Z} = {[1]4, [3]4}
(b) El caso n = p con p primo impar corresponde al item 2. con k = 1.
Procedemos segtin el siguiente plan:

e Observamos que ¢(p) = p — 1, de modo que buscamos g € Z de
orden |g|, = p — 1. Descomponemos p — 1 en factores primos,
obteniendo: p — 1 = II¥_;pf.

e Mediante dos lemas técnicos, probamos que para cada i existe
un elemento g; € Z de orden |g;|, = p;".

e Como los 6rdenes de estos elementos son dos a dos coprimos y el
grupo es conmutativo, g := I1¥_, g; tiene orden |g|,, = II¥_ p =
p — 1, lo cual concluye la prueba.

(c) El caso n = p¥ con k # 1. La prueba da explicitamente una raiz
primitiva médulo p* a partir de g € Z rafz primitiva médulo p:

i. SigP! Zp2 1, entonces g es raiz primitiva médulo p" para todo
k natural positivo.

ii. SigP~' =,2 1, entonces g+p es raiz primitiva médulo p y ademds
—se prueba— satisface (g + p)P~! #,2 1. Entonces, aplicando el
caso anterior, g + p es rafz primitiva médulo p* para todo k
natural positivo.

(d) Sea ahora n = 2.p* con p primo impar y k un natural positivo. La
prueba da explicitamente una rafz primitiva médulo 2.p* a partir de
g € Z raiz primitiva médulo p*:

i. Si g es impar, entonces g es raiz primitiva médulo 2.p*.

ii. Si g es par, entonces g+pF es impar y es raiz primitiva médulo p*,
de modo que, aplicando el caso anterior, g + p* es rafz primitiva
médulo 2.p".



1.1 Existencia de una raiz primitiva médulo p con p primo
impar.

Observacién 1.2. Todo polinomio f(z) = X a, - 2* de coeficientes enteros
define un polinomio de coeficientes en Z,, que es f(z) := X" [a;],, - #*. Como
las operaciones de suma y producto en Z son compatibles con la relacién de
equivalencia =,,, entonces para todo entero x € Z tenemos:

J/c\([x]n) = Y%olai]n - [x]; = [Ziloa; xz}n = [f(@)]n

Reciprocamente, un polinomio con coeficientes en Z, es de la forma f para
algin polinomio f a coeficientes enteros (de hecho, para infinitos f).

En R sabemos que un polinomio de grado m tiene a lo sumo m raices reales.
En Z,, esto puede no ser cierto: f(z) = [2]4-2 es un polinomio de grado 1 en Zy,
que admite raices [0]4 ¥ [2]4. A continuacién veremos que esto no puede suceder

si el médulo es primo:

Lema 1.3. Sea p primo. SeaAf(x) = X" a; - ' un polinomio con coeficientes
en Z. Entonces, si am #p 0, f tiene a lo sumo m raices en Zy.

Demostracion: Observacién: La tesis también dice que si J? admite mas de m
raices, entonces es el polinomio nulo de Z,, es decir, todos sus coeficientes son
nulos (en Zy).

Probamos el resultado por induccién en m:

e Sim =0, entonces f(x) = ap con ayg #, 0. Entonces, f tiene cero raices
en Z, porque es una constante no nula.

e Supongamos que el resultado es valido para los polinomios en de grado
menor que m y probemos que es valido para los polinomios de grado m.
Sea f(z) = X" qa; - x* con ay, %, 0.

Si f tiene menos de m raices, entonces el resultado estd probado. Supon-
gamos que tiene al menos m raices distintas 21, . .., 2, y probemos que no
tiene mas.

Sea g(x) = am(z—21) - (x—2m) = am - 11T o (z—2;). Este polinomio tiene
grado m y su coeficiente de grado m es a,,. Definimos h(z) = f(z) —g(z),
que es un polinomio de grado menor que m. Como g admite al menos las
m raices en Z, que admite f, entonces h también. Por ser de grado menor
que m, por la hipétesis de induccién y la observacion, h es el polinomio
nulo (en Z,). Concluimos que f = g+ h = g (igualdad de polinomios
en Zy).

Como p es primo, g(z) = am(x—21) - (t—2m) =p 0siysélosiz—z; =, 0
para algin ¢. En definitiva, las Gnicas raices de f en Z,, son las de g (porque

f=19), queson z1,...,2n,.

O



Lema 1.4. Sean p primo, d | (p — 1) y f(z) = 2¢ — 1. Entonces f tiene

exactamente d raices en Z,.
Demostracion: Sea k € Z tal que p — 1 = dk. Mediante la férmula

Y- 1=(y— 1A+ -+ = (y - DIy

substituyendo vy := 2% expresamos:

a7l 1= (2% - 1) 2 e
M ~———
g(z) f(=) h(z)

Sean F', G y H respectivamente los conjuntos de raices de f, gy h (en Z,). Por
ser p primo y g(z) = f(x) - h(x), entonces G = F U H.

Por el teorema de Euler, #G = p — 1. Por el Lema 1.3, #F < dy #H <
d(k —1). Entonces:

p—1=#G<H#F+#H <d+(k—1)d=dk=p—1

Entonces, los < son igualdades y debe ser #F = d. O

Corolario 1.5. Sean p y p; primos tales que pi* | (p—1), con a; # 0. Entonces
existe g; € Z tal que |gi|p, = p3*.
Demostracion: Sean Ry S respectivamente los conjuntos de raices de 2@ -1

y 2@ — 1 en Z,. Por el Lema 1.4, #R = p y #S = pf~!. Entonces,
R\ S # () y concluimos que existe g; tal que:

1. ggpii) =1
a;—1
2. g7 ) #£,1

Por 1., |gilp ‘ p;*. Entonces |g;|p = p para algin 3; < ;. Por 2. 8; > a; — 1

3

y entonces |g;|, = p;. O

Aplicando el plan del item (b) del Teorema 1.1, se resuelve este caso.

1.2 Construccién de una raiz primitiva médulo p* con
k > 1 a partir de una raiz primitiva médulo p; siendo p
un primo impar.

Para hacer esta construcciéon, empezamos por enunciar y probar un lema técnico:

Lema 1.6. Sea p primo impar y sea g € 7Z wuna raiz primitiva modulo p.
Supongamos que gP~' #,2 1. Entonces para todo k € N, k > 1, se tiene

que g“"(”k) Fprtr 1.



Demostracion: La prueba es por induccién en k.

Base inductiva: El caso k = 1 (base inductiva) es la hipdtesis, ya que ¢(p) =
p—1.

Paso inductivo: Supongamos que g“”(pk) Zpr+1 1. La funcién de Euler
cumple que @(pFt') = pFtt —pkF = p (p* — p*~1) = p p(p*). Entonces
e = (gw(pk))p.

Por el teorema de Euler, sabemos que g@"(pk) =, 1, de modo que g*"(”k) =
1+ m.p"® para algin m € Z. Por la hipétesis de induccion, 1+ mp* # 1 1, de

donde deducimos que p [ m.

Aplicando la férmula del binomio de Newton:

p p
ket —i i i ki
g7 >:<1+mp’€>1’=2(§)1” (mp") =Z<?>mpk

=0 =0

|
Donde (f) = ﬁ En particular, (8) =1y (’1’) = p. Tenemos:

p
o™ — 1 k+1 } : DY i ki
g . +mp + 2 ; m’p

=0

i=1

i>2
Probaremos que todos los sumandos con ¢ > 2 son nulos médulo p*+2:
e 2<i<p: ki>k2=k+k>k+1. Entonces, p**+? ‘ pFi. Ademss, p ’ ®)
porque 0 < i < p (ejercicio 19 del practico 3). Entonces, si 2 < i < p,

tenemos que p*2 | (?)mipht.

e Parai=p: kp>k3=Fk+k+k>k+2. Entonces p**2 | p*P y por lo

tanto, pFt2 (1’; ) mPpFP = mPpFP que es el dltimo sumando del desarrollo.

Concluimos que g#®"*") =2 1+mp*tt £ 1i2 1 porque vimos que p *m. O

Ahora, podemos probar el algoritmo de obtencién de una raiz primitiva
médulo p* a partir de una raiz primitiva médulo p que enunciamos al principio:
Lema 1.7.

Sea p primo impar y sea g una raiz primitiva médulo p. Se tiene que:

1. Sigr! Zp2 1, entonces g es raiz primitiva médulo p*, para todo k > 1.

2. Sigr! =,2 1, entonces g +p es raiz primitiva médulo p* para todo k > 1.



Demostracion:
1. Basta con probar |g|,» = ¢(p*) = p"~!(p — 1) para todo k > 1 (recordar:
|g|p» es el orden de g como elemento de Z,).

Base inductiva: Por hipdtesis, esta afirmacién es cierta para k = 1, ya que
g es raiz primitiva médulo p.

Paso inductivo: Supongamos que |g[,» = ¢(p") (hipdtesis de induccién).
Sea m := |g|,x+1. Basta con probar que m = o(p**1).

Por una parte, g" =p,s+1 1, de donde, en particular, g™ =,x 1. De aqui

por la hipétesis de induccién, concluimos que p*~1(p — 1) = p(p*) | m.

Por otra parte, por el teorema de Euler gﬂo(le) =p»+1 1. Entonces

m | p(PFtt) = pF(p—1).

Deducimos que p*~!(p — 1)

m ‘ p¥(p — 1). Existen dos posibilidades:

o m=p(p—1)=(p*). Entonces, go®") =,#+1 1. Esto contradice

el lema 1.6.
o m=pF(p—1)=p(P"*!), que es lo que queriamos demostrar.
2. Consideramos g+p =, g y, por lo tanto, es raiz primitiva médulo p. Basta

entonces con probar que (g+p)P~! Zp2 1y aplicar el caso anterior a g+p.
Para probar esto, aplicamos de nuevo la férmula del binomio de Newton

a(g+pP "
p—1
(9+p)" Z( > P =g (- pg"
1=0 . .
=0 1=1
+Z<p_ ) i p—1—1
>2
i>2

Para todo i > 2 el término (”;")p’gP~'~* contiene un factor p?, de modo
que Yty (7 )pig" T =50 0.

Deducimos que (g +p)P~! =2 ¢" " +plp — 1)g" > = ¢ +p°gP 7% —
pgP~? =p2 1—pgP~? (puesto que gP~* =2 1y p?g?~2 =2 0). Como p )(g
(porque [g], € Z}), entonces (g + p)P~! #,2 1.



1.3 construccién de una raiz primitiva médulo 2.p* a partir
de una raiz primitiva médulo p*; siendo p un primo
impar y k£ un entero positivo.

Lema 1.8. Sea p un primo impar, k un entero positivo y sea g € Z una raiz
primitiva mdédulo p*. Entonces:

1. Si g es impar, entonces g es raiz primitiva modulo 2p*.
2. Si g es par, entonces g + p* es raiz primitiva mddulo 2p*.

Demostracion: Comenzamos por observar que, dado que 2 y p* son coprimos,
para todo entero positivo m, la ecuacién g™ =,,x 1 equivale al sistema de
m

:pk

1
congruencias {g L Por otra parte, p(2.p%) = 0(2)p(p*F) = ¢(p*). Bus-

g" =2
camos un elemento de Z,,. de orden ¢(p*) pero en 2p*.
Sea ¢ es raiz primitiva médulo p*. Entonces se presentan dos casos:

1. Supongamos que g es impar. Entonces: ¢"* = 1 para todo m entero
positivo, de donde g™ =g,r1 si y solo si g™ =, 1. concluimos entonces
que |glopr = [glpr = ©(p*) = ¢(2p*), lo que implica que g es rafz primitiva
médulo 2pF.

2. Supongamos que ¢ es par. En ese caso, g+ p* =, g, de modo que g + p*
es una raiz primtiva médulo p¥. Ademds, g + p* es impar (puesto que p

es impar), de modo que g + p* estd en las condiciones del caso 1. y, por
consecuencia, es raiz primitiva médulo 2p*.

O
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