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El ejemplo 4) nos muestra que una funcién continua en un intervalo acotado ((0, 1]
en el ejemplo) puede no ser uniformemente continua. Como veremos a continuacion,
si el intervalo es cerrado y acotado, entonces la continuidad implica la continuidad
uniforme.

Teorema 21 (Cantor) f continua en [a,b] = [ uniformemente continua en |a, b).

Demostracién. Supongamos por absurdo que f no es uniformemente continua. La
negacion logica de la Definicion 171 nos conduce a que Je : V4, Jxs, x5 € I con
|zs — xs| < 0y |f(xs) — f(xs)| > e. En otras palabras, para un ¢ particular, no
existe o uniforme y puedo encontrar puntos tan cercanos como quiera con imagenes
que distan mas que ¢.

Particularmente con cada 6 = 1/n podemos construir sucesiones (Z)nen ¥ (Zn/)nen
tales que:

o0 = 2l < =, 17() = F&)] 2 € (4

Como (2, )nen s acotada, tiene (Teorema 5) una subsucesién convergente (z,, )ken, Y
, k ,

limy, x,,, = L € [a,b]. Como |z, — 7, | < rle = 0= lim, 2, = L.

Como f es continua en L sabemos que limy, f(r,,) = lmy f(z;, ) = f(L). Pero

entonces f(r,,) — f(x7, ) £0,1o que es absurdo por ().

3.4. Derivadas

La nocién de derivada responde a la idea de la “velocidad con que cambia” la
funcién f(z). En un intervalo, esta velocidad puede expresarse por la razén: % =
w, llamado cociente incremental. Si buscamos una version local, es decir la
velocidad con que estd variando f(x) en el punto a, lo natural es tomar limite con
T — a.

Geométricamente, esto equivale a considerar la pendiente de la recta por los puntos
P = (a,f(a))y Q = (z, f(x)) y al tomar limite, si éste existe, obtener la pendiente
de la recta r, tangente en el punto P.

Llegamos a la siguiente definicidn:

Definicion 174 Sea f : D — R funcion, a tal que existe E(a,r) C D. f es derivable
en a siy solo si existe lim,,_,,, w

En ese caso, al limite se le llama derivada de f en el punto a y se lo denota f'(a) (o
también %(a)).
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Obsérvese que esta definicion es eqivalente a la existencia de un niimero A tal que

f(z) = fla) + (x —a)A+ (x — a)e(x) tal que lime(z) = 0.
Tr—a
Naturalmente A = f'(a). Esta manera de definir la derivabilidad es la que se generaliza
para funciones de més variables.
Una consecuencia inmediata de la Definicion 174 es que toda funcién derivable es
continua. En efecto:

1 T I _ py ot (f@) - fa) = 0= 1o () = fla).

r—ra Tr—a r—a T—a

De hecho, la derivabilidad es una condicién més exigente que la continuidad, como lo

muestra el ejemplo f(x) = |z| enel punto x = 0. En ese caso, % = % = sg(x),
que no tiene limite en z = 0.
Ejemplo 175
5) T a T—a
f(z)=¢" ex :Z = ea<€(z __a)l) T e = f'(a) = e

., . . . . /
La funcion exponencial tiene derivada en cualquier punto y (e*) = e”.

En forma similar se puede probar que:

(%) = az®t; (log|z|) = %; (sen(z))" = cos(z); (cos(x)) = —sen(x).
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Proposicion 176 Si f, g son derivables en a, también lo son f + g, f — g, fgy [/g
si g(a) # 0, y se cumple:

(i) (fxg)=f+y.
(i) (f9)' =[f9+19g.
(iii) (f/9) = Tefe
Demostracion. Veamos por ejemplo (ii), los otros son similares:
f(@)g(x) = fla)g(a) = (f(z) = f(a))g(z) + f(a)(9(z) — g(a))

N f(m)g(wi:z:(a)g(a) _ f(xg); = £(a)g(x) +f(a)g(52:§(a)

Tomando limite con x — a, el segundo miembro tiende a f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

3.4.1. Derivada de la funcion compuesta (regla de la cadena)

Teorema 22 Sean f derivable en a'y g derivable en b = f(a). Entonces, g o f es
derivable en a, y (go f)'(a) = ¢'(b)f'(a).
Demostracion. Una primera aproximacion a la prueba es la siguiente:

9(f(x)) —9(f(a)) _ 9(f(z)) = g(f(a)) f(z) = f(a)
r—a -~ fl@) = fla) r—a

Cuando x — a, f(z) — f(a) y los dos factores del segundo miembro tienden respec-
tivamente a ¢'(b) y f'(a).

Un inconveniente de este argumento es que f(x) — f(a) podria anularse para = arbi-
trariamente cerca de a, en el caso f'(a) = 0.

Sea £(y) = % — ¢'(b) definido para y en un entorno reducido. Por definicion
de derivada, lim,_,;, e(y) = 0. Si definimos £(b) = 0 (¢(y) continua en b), la igualdad
g(y) —g(b) = (y —b)(¢'(b) + £(y)) vale para y en un entorno de b, incluso en el punto
b. Ponemos y = f(x), y dividimos por = — a:

)
g(f(z)) = 9(f(a)) _ f(z) = f(a) (¢'(b) +e(f(x)))

r—a r—a

Tomando limite con z — a, se prueba la tesis.

Deducimos del teorema que (g o f)'(x) = ¢'(f(z)) f'(x).
Ejemplo 177
6) ( sen a:)) —_ 6sen(z) COS(J}).
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3.4.2. Extremos relativos y derivadas

Definicion 178 f tiene un mdximo (minimo) relativo en el punto a si y solo si existe un
entorno E(a, ) en el dominio de f tal que f(z) < f(a) (f(z) > f(a)), Y € E(a,0).

Ejemplo 179 f(x) = |z| tiene un minimo relativo e x = 0.
Proposicion 180 Si existe derivada en un extremo relativo, debe valer 0.

Demostracién. Supongamos que f’'(a) > 0. Entonces para todo x en un entorno
E(a,6) se cumple f(w) f(“) > 0, y por lo tanto f(z) — f(a) es del mismo signo que

x — a. Esto significa que f(z) > f(a)siz € (a,a + 0), mientras que f(z) — f(a) si

x € (a — 0, a). Pero entonces a no es extremo relativo.

Si f’(a) < 0, se cumple andlogamente que a no es extremo relativo.

[ )

Nota 181 La condicion f'(a) = 0 no alcanza para asegurar que f tiene extremo en a,
como lo muestra el ejemplo f(x) = 2 en el punto x = 0.

Teorema 23 (Teorema del valor medio o de Lagrange)
Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b) = 3 ¢ € (a,b) tal que f'(c) = %.

Demostracion.

i) Veamos en primer lugar el caso f(b) = f(a) (Teorema de Rolle). Por el Teo-
rema 20 de Weierstrass, existen maximo A/ y minimo m de f en [a,b]. Si am-
bos ocurren en los extremos a y b del intervalo, como f(a) = f(b) tendria-
mos m = M, y por lo tanto la funcién seria constante en [a,b]. En ese caso

f'(c) =0Vc € (a,b).

Supongamos ahora que uno de ellos (por ejemplo el maximo) se da en un punto
de (a,b): es decir, f(c) = M,c € (a,b). Entonces f tiene un maximo relativo
en ¢y por lo tanto f'(c) = 0.

En cualquier caso, existe ¢ € (a,b) : f/(c) = 0 = {B=L@)

b—a

ii) En el caso general, sea g(z) = f(x) — (bl)) Z @ (2 —a). La funcién g asf definida
cumple las hipdtesis del caso i), ya que g(a) = g(b) = f(a)
Entonces, 3 ¢ € (a,b) : f'(c) — w = 0.

[ )

Un corolario ttil del Teorema 23 es que el signo de la derivada en un intervalo
determina el crecimiento de la funcién.
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Proposicion 182 Si f es derivable en un intervalo (a,b), f'(x) > 0en (a,b), entonces
f es estrictamente creciente en (a,b), es decir v < 2’ = f(x) < f(2').

Demostracion. Sean x,z' € (a,b), x < 2’. Sifuese f(z) > f(a'), se deduce que
W < 0. Por el Teorema de Lagrange, existe ¢ € (z,2’) tal que f'(c¢) < 0, lo

que es absurdo por hipétesis.
[ )

Nota 183 En forma andloga, si f'(z) < 0 en (a,b), f es estrictamente decreciente en

(a,b).

De lo anterior surge que estudiando el signo de f’(x) se puede bosquejar el cre-
cimiento de la funcién f(z). Para una representacion grafica mds completa de una
funciodn, es usual estudiar la concavidad, que nos indica si la pendiente de la curva esta
creciendo o decreciendo con z.

NS

Concavidad positiva

Como la pendiente es f'(x), su crecimiento estd dado por el signo de la derivada

de f’(z), si ésta existe. A la derivada de f'(x) se le llama derivada segunda de f,y se

., 2
denota f” o también 3—’;.
X
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Concavidad negativa

77N

No entremos aqui en més detalles (asintotas, etc.) del estudio analitico y represen-
tacion grafica de funciones, que es un tema usual en los cursos de secundaria. Termi-
namos la seccién con dos resultados que serdn empleados en la Seccién 3.6.

Teorema 24 (Cauchy)
Si f, g son continuas en |a, b y derivables en (a,b),

= 3Jc€(a,b): f(e)lgb) — gla)] = g'()[f(b) — f(a)]

Demostracion. Sea h(z) = f(z)[g(b) — g(a)] — g(z)[f(b) — f(a)]. Luego h(a) =
h(b) = f(a)g(b) — g(a)f(b). Por el Teorema 23, existe ¢ € (a,b) : h'(c) = 0.

)

Teorema 25 (Regla de L’Hoépital)
Si f y g son continuas en E(a,?), f(a) = g(a) = 0, y derivables en E'(a, ¢), ¢'(x) # 0
en E'(a,0) entonces:

Demostracién. Sea x > a. Aplicando el Teorema 24 de Cauchy a f y g en [a, b],

tenemos para algin ¢ € (a, z): 558 = ﬁg:g((s)) = %.

Siz — a*,c— at,yportanto lim £ = ).
cat 9

Puede procederse igual para x — a~.

Ejemplo 184 Buscamos lim,_,o <~
Derivando, se tiene 11’rn‘52;1 = % = lim, o ¢ ;é—z = %

z—0
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3.5. Funciones inversas

Si f: D — R es una funcién inyectiva (f(z) # f(2') paraz # 2')y D' = f(D)
es el recorrido, puede definirse una funcién inversa f~! : D' — D tal que f~(y) =
x < f(z) = y: oen otras palabras, f~' o f = id,; fo f~' = id,, donde id es la
funcién identidad (id,(z) = z,id,(y) = y).

Un caso particular en que la inyectividad estd asegurada es el de una funcion estric-
tamente monotona (creciente o decreciente). Una pregunta natural es la siguiente: si f
es continua o derivable, ;lo serd también f~'? Los Teoremas 26 y 27 dan resultados
sobre este punto.

Teorema 26 Si f es continua y estrictamente mondtona en un intervalo 1. Entonces, el
recorrido de f es unintervalo J,y f~1 : J — I es continua y estrictamente mondtona.

Demostracién. J = f(I) es un intervalo por el Corolario 168, que asegura que si
f (continua) toma dos valores distintos entonces toma todos los valores intermedios.
La monotonia es también sencilla. Sea por ejemplo f estrictamente creciente. Con-
sideramos y < 3. Si fuese f~'(y) > f~'(y’) tendriamos a partir de la monoto-
nia de f que f(f~'(y)) > f(f~'(¥)), o que y > ¢/, lo que es absurdo. Entonces,
) < 171

Veamos ahora la continuidad. Sea yo € J, estudiamos lim, ,,, f~!(y). Como
para y < y se tiene que f~1(y) < f~ (o), y ademds f~'(y) crece con y, se deduce
facilmente que existe lim,_, - fYy) = L,y ademds L < f~(yo). Si fuese L <
JY(yo) entonces se tendria que f~(y) < L < f~(yo)Vy < vo, y aplicando f que
y < f(L) < yoVy < 4o, lo que es absurdo. Entonces lim f~!(y) = f~!(yo).

Y—Yo
Andlogamente, lim f~1(y) = f~1(yo).

Y—Yo
[

Teorema 27 Sea f derivable en I = (a,b), f'(x) > 0enl,yJ = f(I). Entonces =
es derivableen J, y (f 1) (y) = m

Demostracion. Por la Proposicion 182, f es estrictamente creciente (de donde se de-
duce ademds que J es un intervalo abierto). Por el Teorema 26, existe f~! continua.

Seaz = f~!(y), xo = f (wo):

F ) = f (o) T — T

Y — Y 7f($)—f(l'o).

Por la continuidad de f~!, cuando y — 1, entonces x — z; y €l segundo miembro

. P 1 —1\/ _ 1 _ 1
tiene limite o) Entonces (f~') (yo) = o) = T
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[ )

Nota 185 La expresion (f~1)(y) = Wpermite deducir que si f tiene derivadas

de mayor orden (derivadas segunda, tercera, etc.), también las tiene f~, y pueden
obtenerse derivando la formula anterior por la regla de la cadena.

Ejemplo 186 f(z) = sen( ), x € (—m/2,7/2).

[~ (y) = arcsen(y),y € (=1, 1).

(x = arcsen(y)) < y = sen(x).

(arcsen(y)) = m Ty?’ donde la iltima igualdad se deduce del hecho

que si x = arcsen(y), y = sen(z) y /1 — y? = cos(x) = cos(arcsen(y)).

arcsen(:Q

1
ISTE R
NN ——
1
—_
—_

3.6. Desarrollo de Taylor

Comenzamos con la siguiente reinterpretacién de la nocion de derivada: si f es
derivable en a, f(x) (“) — f'(a), y podemos escribir f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) +
r(z), donde se venﬁca que - T(“’) 7% 0. Se dice que r(z) es un infinitésimo de mayor
orden que (z — a), lo que 1mphca que para x suficientemente proximo a a, r(x) serd
despreciable frente a (x — a).

En otras palabras, la recta tangente y;(z) = f(a)+ f'(a)(z —a) aproximaa f(x) de
tal modo que el error cometido 7 () resulta, cerca de a, despreciable frente a (x—a). El
desarrollo de Taylor permite extender las ideas anteriores para obtener aproximaciones
mejores.

3.6.1. Ordenes de infinitésimos

Definicion 187 Sean f(x), g(x) con limite 0 cuando x — a. Se dice que f(x) es de
mayor orden que g(x) (y se denota f(x) = o(g(x))) si y solo si hm f(:j) =0.



