Instituto de Computacién Facultad de Ingenieria Légica 2024

Practico 9
Completitud del Calculo de Predicados

Ejercicio 4
Bosquejo de solucion

Recordemos que AC B« (Vac Ajac Byque A=B< AC By BCA.

a. Si ' C A entonces Mod(A) C Mod(T).

H) TCA

T) Mod(A) C Mod(T)

Demo.
M € Mod(A)
< (Def. de Mod)
M A
< (Def. de )

(Vo € A)M = @)

= (Por Hip. I' C A)

(Vo e T)(M = o)

< (Def. de )
MET
< (Def. de Mod)
M € Mod(I)
b. Si ky C ko entonces Th(ks) C Th(ky).

H) ki Cky

T) Th(ks) C Th(k:)

Demo.
(2 S Th(/fg)

4? (Def. de Th)

(VM € k2)(M = )
:_> (Por Hip. k1 C k2)
(VM € k1))(M E ¢)
< (Def. de Th)

(2 S Th(/fl)

c. Mod(I' UA) = Mod(I') N Mod(A).

T) Mod(T'UA) = Mod(T) N Mod(A)
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M € Mod(T'U A)

<> (Def. de Mod)

METUA

& (Def. de =)

(Va €eTUA)M = a)

< (Teo. de conjuntos)

(Vo e M Ev)y (VY € A)M [ ¢)
& (Def. de =)
METyMEA

&> (Def. de Mod x2)

M e Mod(I') y M € Mod(A)
< (Teo. de conjuntos)

M e Mod(I') N Mod(A)

d. Th(k Uks) = Th(k:) N Thiks).

T) Th(ky U ks) = Th(ki) N Th(ks)

Demo.

o€ Th(/{il U kQ)

<> (Def. de Th)

(QM S k’1 U k’g)(M |: OZ)

< (Teo. de Conjuntos)

(VM e k)M E a) y (YM € k)M E a)
< (Def. de Th x2)

o€ Th(k?1> (TNOAS Th(k’g)

< (Teo. de Conjuntos)

a € Th(ky) N Thiky)

e. kC Mod(I") sii I' C Th(k).

Prueba del directo
H) &k C Mod(T)
T) I' C Th(k)

Demo.

Prueba del reciproco

H) T C Th(k)
T) k C Mod(T)

pel

=> (Def. de Mod(T"))

(IM € Mod(D)(M = )
= (Por Hip. k C Mod(I"))

(VM € F)(M = ¢)

& (Def. de Th)

v € Th(k)

Pagina 2



Instituto de Computacién

Demo.

Facultad de Ingenieria Légica 2024

Mck

= (Def. de Th)

(Va € Th(k))(M E a)
= (Por Hip. I' C Th(k) )
(Va € T)(M = a)

< (Def. de Mod)

M € Mod(T)

f. Mod(I") U Mod(A) € Mod(T' N A).

H) M € Mod(T') U Mod(A)
T) M € Mod(I' N A)

Demo.

M € Mod(T') U Mod(A), por lo que o bien M € Mod(T") o bien M € Mod(A).
Sin pérdida de generalidad, suponemos M € Mod(T").

M € Mod(T)

:E (Def. de Mod)

(Vo e D)(M = o)

:_> (porque TNACT)

(Vo eTNA)M [ @)
= (Def. de Mod)

M € Mod(T' N A)

Mostremos que en este caso C no puede ser sutituido por =.
SeaI' ={Ll}, A ={=—1}. Vamos a mostrar que

Mod(T") U Mod(A) # Mod(I' N A)

H) T ={L}, A={--1}

T) Mod(I') U Mod(A) # Mod(I' N A)

Demo.

g. Thky) U Thks) € Thky N ks).

H) ¢ € Th(k) U Th(ks)
T) ¢ € Th(k, N ks)

Mod(I'N A)

= (Por def. de " y A)
Mod (D)

= (ejercicio 5a)

E

Z# (def. E)
0

= (L no tiene modelo y ——_legl)

Mod(T") U Mod(A)
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Demo.
@ € Th(ky) U Th(kz), por lo que o bien ¢ € Th(ky) o bien ¢ € Th(k,).
Sin pérdida de generalidad, suponemos ¢ € Th(ky).

¢ € Th(ky)

j_ (Def. de Th)

(VM € k) (M E @)

? (porque k1 Nko C kl)

(VM € by N k) (M |= )
= (Def. de Th)

¢ € Th(ky N k)

Mostremos que en este caso C no puede ser sutituido por =.

Sea k1 = {({o},0)}, ko = {{{o},{o})}. Vamos a mostrar que

Th(ky) U Th(ks) # Th(ky N ks)

Th(ki O k)

= (def. k1 y k2)

Th(D)

= (ejercicio 5c)

SENT

7& (L € SENT y L no tiene modelo *)

Th(ky) U Th(ks)

* Como L no tiene modelo entonces | & Th(ky) y L & Th(ks)

Ejercicio 5

Bosquejo de solucion

a. Mod(0) =E

Mod ()

= (Por def. de Mod)

{MEeE| (VoM E o}

= (Reescritura def Mod)
{MEeE|(VaeSENT)(a €= M Ea)}

= (por antecedente falso, todas las estructuras cumplen la propiedad)

E

b. Mod(SENT) = {)
Supongamos por absurdo que existe M € Mod(SENT). Entonces:
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M € Mod(SENT)
= (Por def. de Mod)
M e {M€eE| (Va € SENT)M E a}
= (Por pertenencia)
(Vo € SENT)M = «
= (En particular debe valer para 1)
Ml L
Lo que es absurdo. Por lo tanto no existe M € Mod(SENT), o sea, Mod(SENT) = ().
c. Th(() = SENT
Th(0)
= (Por def. de Th)
{o € SENT | (VM € )M = o}
= (Reescritura de Th)
{a € SENT | (VM €E)(M €0 = M [ a)}
= (por antecedente falso, todas las sentencias cumplen la propiedad)
SENT
d. Th(E) = {a € SENT | F a}
Th(E)
= (Por def. de Th)
{a € SENT | (YM € E)M [ a}
= (Def. de verdad légica)
{a € SENT | |= a}
= (Correccién y Completitud)
{a € SENT | F a}
e. Cons(0) = {a € SENT | F «a}
Cons(0)
= (Por def. de CONSs)
{a € SENT | 0 - o}

= (Por def. de teorema)

{a € SENT | F a}

f. CONS(SENT) = SENT
Como vimos anteriormente | € SENT entonces, tomando L como hipdtesis podemos de-
rivar cualquier otra ¢ € SENT por la regla £, (Eliminacién de L).

Ejercicio 10

Bosquejo de solucion

a. T) Th({M}) es consistente maximal para cualquier estructura M.

Demo)

Primero probaremos que Th({M}) es consistente, y luego que es consistente maxi-
mal.
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» Th({M}) es consistente:
Por definicién, Th({M}) es el conjunto de las férmulas que tienen a M como

modelo. Entonces se cumple que (Voo € Th({M}))M = a.
Por condicién suficiente de consistencia, como Th({M}) tiene un modelo, Th({M})

es consistente.

» Th({M}) es consistente maximal:
Queremos probar que si ¢ &€ Th({M}) entonces Th({M})U {p}+ L.

p & Th({M})
=> (Def. de Th({M}))

M

= (2.4.5)

M —p

= (Def. de Th({M?}))
~p € Th({M})
= (Por regla E —)

Th(IM}) U{p} - L
Por lo tanto Th({M}) es consistente maximal.

b. Directo (=)
H) « €T, para todo I' consistente maximal.

T) Ea.

Demo)

Sea M una estructura arbitraria del tipo adecuado. Entonces, por parte a:

Th({M}) consistente maximal
= (« estd en todos los consistentes maximales)

a € Th({M})
=> (def. de Th)

ME «

Como M era arbitraria, toda estructura del tipo adecuado modela «, por lo que

se cumple:
Fa

Reciproco (<)

H) Fa

T) a €T, para todo I' consistente maximal.

Demo)

Sea I' un conjunto consistente maximal cualquiera. Como I' es consistente ma-
ximal, si ' U {a} I/ L es por que a € T.
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I' consistente maximal

= (T es consistente)

(FM)(M' = T)

= (ko)

AM)M' T y M' = a)

= (def. &)

(EAM)YM =T U{a})

= (Por condicién suficiente de consistencia)
ruf{a}t/ L

= (T es consistente maximal)

ael

Se prob6 que a € I" para todo I' consistente maximal si y solo si |= a.

Ejercicio 12

Bosquejo de solucion

a. = T} es extension de T": Debemos probar que 1" C Tj.

Por un lado sabemos que SENT, C SENT,/, ya que L' es una extensién de L, y por lo
tanto SENT, tiene todas las sentencias de SENT, mas las que puedo formar usando
el simbolo de predicado Q.

Ademas, consideremos la siguiente derivacion:

(@) A QW) L Q) A~QE) L ..
@r-aw O Tema-aw
-Q(x) ’ Q) ,
. ]

(*) (**) x esta libre para z en Q(x) A =Q(x).

De la derivacién planteada se desprende que Vz(Q(z) A =Q(x)) F L, y por lo tanto
Ty = Cons({Vz(Q(x) AN =Q(x))}) = SENT.

En conclusion, tenemos que 7' C SENT, C SENT, = T}, y con esto probamos que T}
es extension de T'.

= 75 NO es extension de T
Queremos probar que T' & T.

T¢T
< (Def.de To y T)
Cons({VzP(z)}) € Cons({Q(c) — VxP(x)})
< (Def. de Q)
(Jp € SENT )V P(z) F ¢ v Q(c) — VaP(z) I ¢
Tomamos ¢ = Vo P(z). VeP(z) - VxP(x) es inmediato.
Veamos que Q(c) — VaP(z) t/ VaP(z).
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Q(c) = Vo P(x) / Vo P(x)

< (Por completitud)

Q(c) = Vo P(x) £ Ve P(x)

<i> (Por def. de )

(AMIM E Q(c) = VaP(x) y M Vo P(z)

Si tomamos M := (N, Par, Par,1).

M= Qc) = VaP(x) M £V P(x)

& (2.4.5) & (24.5)

Si M = Q(c) entonces M | Ve P(x) (3n € N)M [£ P(n)

< (Def. de ) < (Def. de )

Si 1 € Par entonces M = VaP(z) (3n € N)n & Par

Esto ultimo se cumple ya que 1 € Par Esto ultimo se cumple. Basta tomar n = 1

Por lo tanto, probamos que T' ¢ T5.
b. s 77 NO es extension conservativa de T
En la parte anterior probamos que 7} = SENT /.

nNnCL
= (Def. de T})
SENT/ N L

= (£’ es una extensién de £)

SENT,

Si T fuera extension conservativa de T', deberia cumplirse que Ty N L = SENT, = T.
Veamos que esto no es cierto ya que L ¢ T.

LT

& (Def. de T)

VaP(x) t/ L

<~ (Por completitud)
VaeP(z) & L

& (Def. de k)
(AM)M |= Ve P(z)

Si tomamos M’ := (N, N), tenemos que:

M =V P(x)

& (2.4.5)

(Vn € N)M' |= P(n)
< (Def. de )

(Vn e N)n € N

Lo cual se cumple

Por lo tanto, probamos que 77 no es extensién conservativa de T'.

s 75, NO es extension conservativa de T
Es inmediato ya que 75 no es extensién de 7.
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c. = 77 NO es conjunto de axiomas para 7"

Para que T} sea conjunto de axiomas para T se tiene que cumplir que 7' = CONs(T}) =
Cons(Cons({Vz(Q(x) A =Q(x))})). Si tomamos ¢ = Va(Q(z) A =Q(z)), podemos
observar que ¢ € CONS(CONs({Vz(Q(x) A =Q(x))})), pero sin embargo ) € T ya
que v contiene el simbolo de predicado (), el cual no se encuentra en el lenguaje
sobre el que esta definido T'.

Por lo tanto concluimos que 77 no es conjunto de axiomas para 7.

= 75 NO es conjunto de axiomas para 7"
El argumento es el mismo que realizamos para 77, solo que tomando

v =Q(c) = VzP(z).
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