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Motivacion

e Algoritmos de Lempel-Ziv son universales para un conjunto
extremadamente amplio de fuentes de informacién (procesos
estacionarios y ergédicos).

e La velocidad de convergencia del largo de cédigo por simbolo

1
logn /-

a la tasa de entropia es O

e Si nos conformamos con una familia mas restringida de
modelos de fuentes, jpodemos hacerlo mejor?

e ;Cudnto mejor?, jqué es lo mejor a lo que podemos aspirar?



Universalidad

Consideramos una clase paramétrica C = {Py}gco sobre un
alfabeto X.

Informalmente, buscamos una secuencia de cédigos, {C,}n>0,
C,: X" — B*, tal que el largo de cédigo por simbolo de C, se
aproxime al éptimo para Py a medida que n crece, cualquiera
sea 0 € ©.

Equivalentemente, buscamos una secuencia de distribuciones
de probabilidad, {Qn}n>0, tal que Q, aproxima a la
distribucién sobre X" definida por Py a medida que n crece,
cualquiera sea 0 € ©.

Definiciones formales en breve.

Con un poco de abuso de nomenclatura y notacién, en general
nos referimos a {Cp}ns0 Y {Qn}n>0 simplemente como “un
c6digo” o “una distribucion”, respectivamente, y omitimos el
subindice n en la notacién.



Universalidad

e Universalidad en media:
e Un cddigo es universal en media con respecto a C si
Co(X" H(X"
E, [ ( )'} CHXD g weeo.

n n n— 00

e Una distribucién es universal en media con respecto a C si

D (Pol|Qn)

0, VheOo.
. . n n—s oo

e Universalidad puntual:

e Un cddigo es puntualmente universal con respecto a C si
1
= méx {|C(x")| + log Pu(x") } —— 0.
n xl;'nE;f("{l (X )‘ +log ML(X ) n—o0

e Arrepentimiento de Q, con respecto a C para x" € X"

REGQ,(x") £ —log Qu(x") + log P (x") .
e Una distribuciéon puntualmente universal con respecto a C si

1
~ mdax REGg (x" } — 0.
n X"EX"{ Q"( ) n—o00 3



buscar cédigos universales?

e Estrategias:

e Cddigos en dos partes (por ejemplo ejercicio 6 del préctico 5).
e Estimacién secuencial (plug-in codes).

e Mezclas (de distribuciones de la clase en consideracién)

e Vamos a ilustrar estas estrategias a través de la familia de
modelos de Bernoulli, Cg = {Py}pco , donde 6 es la
probabilidad del simbolo 0y © = (0, 1).

e |as mismas ideas se generalizan a clases mds complejas.

e Notacion: Denotamos con ng(x") y ni(x") la cantidad de
ocurrencias de los simbolos 0 y 1, respectivamente, en la
secuencia x". A veces omitimos x" de la notacidn.



Codificacion enumerativa

Codificacion en dos partes.

1. Se describe ng usando [log(n + 1)] bits.

2. Se describe x" especificando I(x"), el indice de x” en una
enumeracion del conjunto

T(x") ={y" € X" no(y") = no(x")} .

Para esta segunda parte se utilizan [Iog (IZ))-‘ bits.



Codificacion enumerativa - Ejemplo

x"=101011, n =6, o = 2, (1) = % = 15.

Iy") | y" Iy") | ¥"

0 | 001111 8 | 101110
1| 010111 9 | 110011
2 | 011011 10 | 110101
3| 011101 11 | 110110
4 | 011110 12 | 111001
5 | 100111 13 | 111010
6 | 101011 14 | 111100
7 | 101101

Largo parte 1: [log 7| = 3. Largo parte 2: [log15] =4

C(x") = 010,0110
no - I(x") 6



Estimacién secuencial con Estimador de Laplace

e Paracadai=1,2,...,n, asignamos una distribucién de
probabilidad condicional para el simbolo en posicién 7, dada la

secuencia de simbolos anteriores, x' L.

e Estimador de Laplace:

na(x71) +1

X )T aex.
i—1+x °

Qa1 =

e |a probabilidad asignada a la secuencia completa x" es

Q0" =[] @ (xilx).
i=1



Estimador de Laplace - alfabeto binario

e Para X = {0,1} obtenemos
no(Xi_l) +1
i+1

Ln_n L.,-_l_no!nl!_ 1 n_1
@) = [[ ol )—(HH)!—HH(%) |

nl(xi_l) +1

Q“(0|x" 1) = QT === =

e Ejemplo:
1213234

L(0010111) = =222222
Qnl )= 3315678

e Largo de cddigo ideal ~ largo con codificacién enumerativa (a
menos de redondeos)

— log Q;(x") = log(n+ 1) + log < n> .

no



Mezcla uniforme

e Si w(f) es no negativa 'y [, ow(#)dd = 1, entonces

Qx") = /9  Ple(0)do

es una distribucién de probabilidad sobre X'".

e En particular para la familia de Bernoulli, con w(f) =1
obtenemos un mezcla uniforme

1
QU(x") = /O Py(x")d0

1
= / 0™ (1 — 0)™do.
0



Mezcla uniforme

e Para n; =0, tenemos ng = ny Py(x") = 60", de modo que

9n+1 1 1

Tt (1)

1
Qg(x"):/ 6"d0 =
0

n+1 0

e Para n; > 0, integrando por partes obtenemos

1

1 9n0+1 1 9n0+1
/ 9™ (1—60)" df = (1—6)m +/ n(1—6)""1dp.
0 VT ——— ng + 1 ~e—n — o no+1 %,_/
0

!

n L
= / gmt(1 - 9)m1dh.
nop —+ 1 0
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Mezcla uniforme

e Para n; > 0 tenemos

1
/ 6™ (1 — )™ do
0

1
n no+1 1— n—1
- 1/ oro+1(1 — pym—1dg
n m-— 1/ 9n0+2 n1 2d9
ng+1ng+2

n1(n1 — 1)
(rlo + 1)(/70 -+ 2)

n\ 1 1
) n+1

/ 0"do
(rlo + nl

e Por lo tanto, combinando con (1), obtenemos en general

1 n _I_QL n
_n—|—1<no> = Q,(x").

(2)

11



Todos los caminos conducen a ...

Siguiendo tres estrategias distintas llegamos a basicamente al

mismo resultado.

El largo de cédigo que obtuvimos es

1C(x™)| = log n + log <r:;) +0(1).

El arrepentimiento para estas distribuciones es

REGQ,(x") = log n + log <:0> + log Pp(x") + O(1).  (3)

Dificil de interpretar ...

12



Férmula de Stirling para factoriales

27n <ﬁ>n et/(12rt) < nl < V2mn <ﬁ>n et?" n>0.
e (S

Como /127 ¢ [1,e1/12] y e1/(12+1) ¢ [1, e1/13], tenemos

=0 (”:2> . 4)

Entonces, para ng > 0y n; > 0, podemos escribir

1
<n) n! o n"t3 e em o n”0+”1< n >2
= = — 1 1]~ o L
ng nglny! ennno+§nn1+§ ny’nyt \ nony

0 1

o) (@) Gm)) o




iCémo se compara nuestro largo de cédigo con — log Py (x")?

e Tomando logaritmos en (6) obtenemos

non

1
log <n> = —log Ppmr(x") — 5 log

no

+0O(1). (7)

n

e Seaec (0,1). Si x" estal que e < 0y e < 7 entonces

Lliog(nmomy_t
— Iog(nn n)—zlogn+@(1), (8)
€(e2,1)

y por lo tanto en este caso tenemos

log <n> = — log Py (x") — % logn+ ©(1). (9)

no

14



Universalidad de Enumerativa/Laplace/Mezcla uniforme

e Para probabilidades empiricas “lejos” de cero, a partir de (3)
y (9) obtenemos

REGO, (X™) = % log n + ©(1).

e Cerca de las puntas REG(,(x") se acerca a log n (ver (3) para
no =0 o (8) para ng = 1).

e En cualquier caso, el cédigo obtenido es puntualmente
universal para la familia de modelos de Bernoulli, aunque el
exceso de largo de cédigo por encima de — log Py (x™) se
comporta diferente en cada caso.

e ;Se puede hacer mejor?

ii5)



Asignacion de Krichevsky-Trofimov (KT)

e Mezcla (Jeffreys prior). Para Bernoulli:

AT = [ P01, w(0) = (r/T-)

e w(0) asigna mas peso a “las puntas”

01 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9
i i i i i i i i i
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Asignacion de Krichevsky-Trofimov (KT)

e Mezcla (Jeffreys prior). Para Bernoulli:

1 =il
Q") = [ P08, w(6) = (mv/6T - D))
0
e En funcién de contadores n,, a € X, para modelos i.i.d.:

[Locx 175" (i +3)
M (i+5)

e Regla de asignacién secuencial de probabilidad condicional

Q' (x") = (10)

na( i— 1)+2
I—1+4 @

QKT(a\ fi= 1)_

16



Aproximacion de arrepentimiento de KT via Stirling

2M 2 X4 X6 X ... X2m
2m)! 1
2m  2m x ml
(2m)!
m!
_ 6 <2-2m<zm>2m+é e )
e2m mm+%

”’m) . (11)

em

—2m

17



Aproximacion de arrepentimiento de KT via Stirling

e Para |X| par, el denominador en (10) es

R R Rt

e Para |X| impar, usando (11), el denominador en (10) es

[X]—1

n—1 n—1 nt—5—-1
XN S X1 1Y 1
H<I+2 —H I+ 5 ‘|‘§ == H J+§
i=0 i=0 . |X|-1
J="
[x|-1
S (e R
= 6 i+ — =06
E) <J 2> en+|x|271

[X]=1

= @(e”’n"+ 2 > (12) 18




Aproximacion de arrepentimiento de KT via Stirling

e Usando (11), el numerador en (10) es

n,—1 Na

HH(/+$>—@ [I Z)=ele" II n

2EX i=0 2E€X,n,>0 26X ,n,>0

e De las expresiones para numerador y denominador obtenemos,

[lacx n,>0 12°
QT =0 (e ) (13)
n 2
de modo que
X| -1
—logQr"(x") = — Z nalogn,,ﬁ—nlogn+| | logn+ O(1)
aeX,n,>0
X -1
= —log PML(X”)—i-‘ | logn+©(1).

e Tenemos REG kT (x") = Zlogn+ ©(1) para toda x" € X" 19



Arrepentimiento min — max

e Resumiendo:

e Con codificacién enumerativa, asignacién de Laplace, o mezcla
uniforme de modelos de Bernoulli, obtenemos un
arrepentimiento para la clase Cg de modelos de Bernoulli no
mayor a log n+ ©(1)

e Para secuencias con probabilidades empiricas alejadas de cero
es adn menor, 3 log n+ ©(1).

e Con la asignacién de Krichevsky-Trofimov
REG it (x") = 3 log n+ ©(1) para toda x" € X".

e jPodemos seguir mejorando? j Cudnto?
e ;Qué significa "mejor”?

e Definimos el arrepentimiento min — max de una clase C

MMR,(C) = inf mdax REGQ,(x")¢ . 14
©) Qnsobrw{xnexn o). (14)

20



Maxima verosimilitud normalizada (NML)

e Distribucién de probabilidad NML para una clase C:

PML(Xn)
> ynean Pu(y™)’

® REGonwi(x") es independiente de x”,

Qp(x") =

X"ex".  (15)

REGowi(x") = —log Q3" (x") + log Pmr(x")  (16)
= log > Pu(y"). (17)
ynexn

e El hecho de que ninguna secuencia sea “favorecida” sobre
otras hace que Q)" sea Sptima en sentido min — max.

21



Optimalidad de NML en sentido min — max

Theorem (Shtarkov, 87)
Sea C una c/ase paremétrica de modelos Tenemos

n
MMRL(C) = log Z P (y —Xmea)?n REGouwi (x") . (18)
y”EX"
Demostracién.
MMR,(C) = inf {max log Qn(x") + log Ppr (x" }
() Qn sobre xn X”GX"{ £ Q) . ( )}

B ) P (x")
= inf max log ——=
Q. sobre xn (x"€x" Qn(x™)

— i {|og maxPML(X"))}.

Q» sobre xn xneXn Qn(x"
Ahora,
log max > log Z Qn(x PL) = max REGom(x"),
xnexXn Q,, Qn(x")  xnean

xnexn

y la igualdad se alcanza para Q, = Q)" o 2



Aproximacion de mmRr,(C) para la clase Cg

> Puly”) = Z<O> ()" (2=2)"™

_— np=0
n—1 -
— n @ no ) = no
_2+Z<no>(n) ( n > .
n():]_
Acotando (,7) segin (5),
n—1
1 1 .
Z Pu(y”) = © (nz no *(n— no)_2>
ynexn —~
1 n! no no 1 1
1 L :
= 0O (nz (7) <1 = 7) n)
n0:1
1
= 0 (n;/ o2 (1- 0)*% d6)> —0 n%) (19)
° 23



Optimalidad asintética de KT en sentido min — max para Cg

e De (18) y (19) obtenemos
1
MMR,(Cg) = log > Pui(y = Slogn+06(1).  (20)
ynexn

e Por otra parte, para la asignacién KT tenemos

1
ergé))((n {REGQ;;T(X")} =5 logn+©(1).

e En este sentido, decimos que QX" es asintSticamente éptima
en el sentido min —max para Cg, ya que el maximo
arrepentimiento con Q" difiere en ©(1) de MMR,(Cp).

24



Aproximacién de MMmR,, para clases mas generales

Theorem
Sea Cr = {Py}oco la clase de modelos definida sobre un alfabeto

finito X por una FSM F con conjunto de estados S, donde las
distribuciones de probabilidad condicionales en los estados se
definen mediante el parametro 6 € ©, de dimension |S|(|X| — 1).
Se cumple

_Islgx1 - 1)

MMRR(CF) >

logn+ ©(1). (21)

25



Cota de Rissanen (Hipdtesis)

Theorem (Rissanen, 84)
Sea C = {Py}pco una clase de modelos sobre un alfabeto finito X,

donde © es un subconjunto acotado de RX. Para 6 € ©, definimos

EL(6) como la bola de radio lojE" y centro 0,

En(0) = Buga (6).

Definimos X,,(0) como el conjunto de secuencias x" € X" cuyo
estimador de mdxima verosimilitud, 0(x"), pertenece a Ep(0),

Xo(0) = {x" € X" : 0(x") € E,(0)}.

Supongamos que Py (X,,(G)) >1— 0, para todo 0 € ©, donde ¢,
tiende a 0 con n.

26



Cota de Rissanen (Tesis)

Tesis:
Para toda distribucién {Q,}, > 0y todo € > 0 se cumple

D(Pol|@y) > (1 — e)g logn, VYOeO\WV,, (22

donde el volumen de W, tiende a 0 con n.

Interpretacion: .
En otras palabras, para todo cédigo univocamente decodificable,

{Cn}n>0, y todo € > 0 se cumple

6, 15X

- } > H@(X")—I-(].—E)g log n, Vo € ©\V,, (23)

donde el volumen de W, tiende a 0 con n, y Hp(X") denota la
entropia de X" ~ Py.

27



Cota de Rissanen (Demostracién)

Sea

\U’,,{Qe@: Z Py (x /ogg(();:))<(1§)/2(logn}.

xNeX,(0)

Para 6 € © \ W/ tenemos

D(PIIQ) = (1-5) Klogn+ 30 Pulx")iog )

XNEX M\ X, (0) Qn(x")

y usando que In1/z > 1 — z obtenemos

€\ k

> A A ny n
D(PilIQs) = (1-3)5logn+(loge) > (Palx") = Qnlx"))
x"eé\(’"\)Xn(()H)
Pg Xn>

€\ k
> _ )z _
> (1 2) 2Iogn (loge)
> (1—e)glogn, n>M. %



Cota de Rissanen (Demostracién)

e Definimos
T — v paran>M,
"1 ©, paran<M.

e Con esta definicién, se cumple (22).
e Resta probar que Vol(V,) — 0.

e Definimos N,, como la maxima cantidad de bolas E,(6) que
pueden ubicarse con centros 6 en W, de forma que estas bolas
sean disjuntas (recordar que © es acotado).

e Sea C, C W, un conjunto de N, centros de bolas E,(6)
disjuntas.

e Duplicando el radio de las bolas, cubrimos todo V,,

v, C B2 (0)
oo e

de modo que

Vol(V,) =0 (N,, <2|\c;gﬁn)k> =0 (N,,nfg log” n) . (24) -




Cota de Rissanen (Demostracién)

e Vamos a probar que existe ¢ € (0,1) tal que, para n
suficientemente grande,

Qn (Xn(0)> >nh, Vo, (25)
e Como los conjuntos X,(6), 6 € C,, son disjuntos, (25) implica
que
Nan=c2 < " Q,,(Xn(e)) <1. (26)
0eCy

k
2

e Por lo tanto tenemos N, < n2, y reemplazando en (24)

obtenemos

Vol(V,) = O (n(cfl)g logh n) =o0(1). (27)

30



Cota de Rissanen (Prueba de (25))

Sea § € V,,, n > M. Por la definicién de W, tenemos

(1 B %) g'og" > ,DQ(XH(H))X"EX Po(x") <_/og Qn(xn)>

Py (¥n(0)) Py(x")

Qn(x")
)) Po(x")

vV
|
&
—
=
—~
>
N—r
~—
o
o
X
5
=[]
&
—
5
—
D [~—

Qn(x")
PH (Xn(e))

X"EXn(6)
PQ(X")>0

O Qn(x")
EAON gxng;(e) Py (Xn(0))

Py (Xn(e))
Qn (Xn(9))

\Y
!
=

= Py (Xn(e)) |Og




Cota de Rissanen (Prueba de (25))

Despejando de (28) obtenemos

log @n (X,(0)) > 'ogPMn(@))‘(l‘;)gf%

_ <Iogpe<xn(e>) 1-5 )klogn
2

% log n - log Py (Xn(0))
_ 1_ €
> Iogk(l 6n) 5 k log n
> Iog n |Og(1 — 5,,) 2
k € ;
> —CEIogn, c>1—§,n>/\/l. (29)

Exponenciando en (29) obtenemos (25).
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