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Filtro de Wiener

dn] > d[n] sefial deseada
+ > wu[n] sefial observable
Filtro de - conjuntamente estacionaria con
uln] ——> Wiener e[n] d[n]
y[n]

> Objetivo: Disefar un filtro discreto cuya salida y[n] provea un
estimador de una sefial deseada d[n] a partir de una sefial de entrada
correlacionada u[n].

» El diseno del filtro se basa en minimizar el error de estimacién

e[n] = d[n] —y[n].

» El criterio de optimizacién es la minimizacién del error cuadratico
medio de la estimacién

J = E(e[n]?)

» Hay que encontrar los coeficientes w[i| del filtro de forma que J sea
minimo

e[n] =d[n] = Y wlklu[n — k].

k=0



Filtro de Wiener

» Caso FIR: El filtro Wiener es FIR con M coeficientes.

J(w) =02 —pfw—wlp+w/Rw

» p es la correlacion cruzada entre la
entrada y la sefial deseada,

p = E(u[n]d"[n])

con

uln] = [u[n] uln —1]...uln — M +1]]".

Es decir,
p = [p0] p[—1]...p[-M +1]]"

donde pl—k] = E(u[n — k]d"[n]).

> R es la matriz de autocorrelacién de
la entrada: R = E(u[n]Ju”[n])

> J(w) es una forma cuadrdtica convexa.

Superficie de performance del error

wip ° w(0]

Tiene minimo.



Filtro de Wiener

» Los coeficientes del filtro dptimo que minimizan el error cuadrético
medio cumplen que
Vwd =0,

» lo que conduce al sistema M x M denominado ecuaciones de
Wiener-Hopf

Rwy =p & wo =R 'p

» Con el filtro funcionando en condiciones éptimas, el error minimo es

Jmin = 05 — 02 o = E(y[n]y*[n])
= 03 — W(}?RWO = E(wHu[n]uH [n]w)

=02 -p"R7'p = wilRwg



Filtro de Wiener

Observaciones

> Se necesita conocer la funcién de autocorrelacién de la entrada y la
correlacién cruzada entre la entrada y la senal deseada.

» El filtro de Wiener solo puede aplicarse en condiciones de
estacionaridad. Los procesos u[n] y d[n] tienen que ser
conjuntamente estacionarios.

» Se necesita invertir la matriz de autocorrelacién, que es Topelitz y
simétrica.

» Puede ser costoso computacionalmente.
> Mala estimacidn si la matriz estd mal condicionada.

Bibliografia
» Filtro de Wiener: [Haykin, 1995]
» Ejemplos: [Diniz, 2008]



Identificacidon de sistema

y[n] » La salida del sistema desconocido es la seial
Filtro de -
u[n) Wiener > —> eln] deseada d[n].
* > La estimacién de d[n] es la salida del filtro
Sistema Wiener con la misma entrada que el sistema
desconocido| - )] desconocido.

Ejemplos

> El sistema desconocido es > Se disefia un filtro de Wiener de orden

1.
(i) IR con Hi(2) = % )
. 1T+ az » La sefial de entrada es ruido blanco de
(ii) FIR con Ha(2) =1 —az media nula y potencia o2.

Ecuaciones de Wiener-Hopf

» Como el filtro Wiener es de primer orden, M = 2. Hay que resolver
las ecuaciones de Wiener-Hopf de tamarfio 2 x 2.

Rwy = p,



Identificacidon de sistema
1. Matriz de autocorrelacion de la entrada
> La entrada u[n] es ruido blanco. Por lo tanto, r,[k] = d[k]o

| b el =] 1] e

2
w-

2. Correlacién cruzada entre la entrada y la salida

p = E(u[n]d*[n]), pl—k] = E(u[n — k]d*[n]) con k=0, 1

» Como el sistema desconocido es causal, la salida d[n] del sistema es
independiente de muestras futuras de la entrada u[n],

p[—k| = E(u[n — k]d[n]) = E(u[n — k])E(d[n]) =0 sik<0
(i) IR con Hy(z) = T 2271 = ZU)EE)) = d[n] = —ad[n — 1] + u[n]
» Para k > 0 la correlacién cruzada cumple que
pl=k] = E{u[n — k|(—ad[n — 1] + u[n])}
= —aE{u[n — k]d[n — 1]} + E{u[n — k]u[n])}
= —ap[—k + 1] + §[k]o?




I[dentificacidn de sistema
» La correlacion cruzada es

p[—k] = { aap[—k‘ + 1] + d[k]o2 l]z i 8

» Evaluando en k£ = 0, 1 se tiene que,

p[0] = —ap[1] + o2 pl0] = o3, { (—a)o? k>0

p[=1] = —ap[0] p[—1] = —ac? 0 k<0

» y resolviendo las ecuaciones de Wiener-Hopf se llega a que

1710 1 1 1
o e 2 = = —
mo-nte—g o V] L[] -

» La funcién de transferencia del filtro de Wiener es
Hy(z) =1—az"'.
» En el caso en que el filtro Wiener sea de orden M arbitrario,

M
Hy(z) = Z(—az_l)k =1l—az ' +ad%2 2+ 4 (—a)MM.
k=0



Identificacidon de sistema

» El filtro Wiener obtenido es la mejor aproximacién posible del filtro
IIR mediante un filtro FIR,

1 - _ _ _:
Hl(z):m:Z(—az D —1—az 1 4a?272—a®273 4. .
k=0

> Calculando o7 y o se obtiene el error minimo Jyn,

o2 =h"Rh oy = wo Rwo
= O'ZhTh = 0,Wo Wo 9 2
o M Jmin:Ud_Uy
2 2 _ 2 2 2(M+1
:auZh [k] fffuzwo[k] :02a( =
k=0 k=0 Y1 a2
oS} M
>0
oY iyt
k=0 k=0
q2(M+1
:0_2 1 . 21 (M+1)
“1—a2 Z0uT 2



Identificacidn de sistema
(i) FIR con Hy(z) =1 —az"' = 552

= d[n] = u[n] — au[n — 1]
» Para k > 0 la correlacién cruzada cumple que

pl=k] = E{uln — K|(u[n] — au[n — 1))}
= F{uln — klu[n|} — aE{u[n — klu[n — 1])}
=ry[—k] — ary[—k + 1] P =0y
= 0[k]o? — o[k — 1]ac?

u

» vy resolviendo las ecuaciones de Wiener-Hopf se llega a que
wo =R 'p=[1, —a, 0, ..., 0T
» La funcién de transferencia del filtro de Wiener es
Hy(z)=1—-az"!

coincidiendo con el sistema desconocido.

» El error minimo J,,;, es nulo en este caso.



Identificacidon de sistema

Observaciones

Filtro de
un] Wiener » La salida del sistema desconocido
se observa contaminada con ruido
Sistema blanco w[n| de media nula no
desconocidol correlacionado con la entrada.

win]

» Como w[n] no estd correlacionado con la entrada wu[n], la correlacién
cruzada entre la entrada y la senal deseada no cambia. Por lo tanto,
los coeficientes del filtro Wiener no cambian.

» El error cuadradtico medio del error es en este caso J,,in = 0;‘;.



Identificacidon de sistema

Observaciones
» Teniendo en cuenta que la salida del sistema desconocido es,

M
dln] =Y h[kuln — k] +wn]  n=0,1,...,.N+M-1
k=0

es posible plantear los datos como un modelo lineal, d = HO + w,

d[0] 1 u[0] 0 e 0 1 i w(0]
d[1] ull] wo] 0 wl]
dp — 2] WM =1 ulM—2 ... 0 h{o] wlp — 2]
alp — 1] wiMl WM =T e wlp 1]
: _ ; : : hi2] ;
d[N — 2] ulN—2 u[N-3 - uN-M-2 : w[N — 2]
d[gfm 1] u[Nof 1) u{% - ﬂ - u[NU; MA;] 1) hM] w[N[Af]] 1]
d[N + 1] 0 0 o w[N—M+1] v w[N + 1]
N+M-1 ] | o 0 0 uN -1 | | wIN+M—1] |

d H w



Identificacidon de sistema

Observaciones
» Como se vio previamente, el estimador MVU es [Kay, 1993]

o= (H"H) 'H"d.
» Como ademds,
H'H=R H'd=p
» el estimador MVU de los coeficientes del sistema es,
huvu =R 'p,

coincidiendo con los coeficientes del filtro de Wiener.



Prediccidn lineal

dfn] = (] > La sefial deseada d[n] es cierta
— sefial z[n] que se quiere predecir.

. . .
. u[n] Filtro de . » La entrada al filtro Wiener es la
x[n] z > Wiener e[n] sefial retardada L muestras

wln — L] ylnl u[n] = z[n — L.
Ejemplo
> La sefial a predecir es un modelo AR(1): z[n] = —az[n — 1] 4+ v[n]
» Se disefia un filtro de Wiener de primer orden (M = 2)

Ecuaciones de Wiener-Hopf

» Como el filtro Wiener es de primer orden, hay que resolver las
ecuaciones de Wiener-Hopf de tamafio 2 x 2.

Rwo=p



Prediccion lineal
1. Matriz de autocorrelacion de la entrada

» Como la entrada al filtro de Wiener es un proceso AR, se cumplen

las ecuaciones de Yule-Walker,
(El retardo no cambia

rulk] = —arylk —1] sik >0 la autocorrelacién,

r4[0] = —ary[1] + o, ruln] = 72[n])

» Evaluando la primera ecuacién en k = 1 se obtiene el sistema

0=
ry[1] = —ary[0] ru[0] = 1—a2 (—a)l¥l g2
r4[0] = —ary[1] + o2 . —ac? rulk] = 1_ a2
rull] = 1—a?
o? 1 —a
» La matriz de autocorrelacién es R = v
1—a2| —a 1

2. Correlacién cruzada entre la entrada y la senal deseada

» Hay que calcular

p[—k] = E(uln — k]d[n]) para k=0, 1



Prediccidn lineal

» Como d[n] = z[n] y u[n] = z[n — L], la correlacién cruzada es

pl=k] = E{u[n — kld[n])}
= F{z[n — L — k]z[n|}
=ralk + L]
=ry[k + L]

» vy el vector de correlacién cruzada es

e [ ] [ ] -2 [ G

» Teniendo en cuenta que R™! es




Prediccidn lineal

» los coeficientes del filtro quedan

111 a o2 —a)t
_ -1 _ - v
Wo =R P = 0_12) |: a 1 :| 1—(1,2 |: (_a>L+1

1 [ (-a)t+a(-a)tt wo=| 9
= - a2 |: a(_a)L+(_a)L+1 :l
1 [(-ad)(-a)t
T 1-a? [ 0 }
» Finalmente, el predictor queda #[n] = (—a)lzn — L)
» Interpretacion:
z[n] = —azn — 1] 4+ v[n|

= (—a)*z[n — 2] — avln — 1] + v[n]

L-1
= (-a)’aln - L]+ ) (—a)*v[n — k]
k=0



Prediccidn lineal

» Conociendo x[n — L], el valor esperado de x[n] es

L—1
E(z[n]))=F ((—a)Lm[n - L]+ Z(—a)kv[n — k]
k=0
L—1
= (~a)fzln— L]+ ) (~a)*E (v[n - k])
k=0



Ecualizacion de canal

d[n] = s[n] » s[n] ruido blanco de
l media nula y potencia o2.
+
Filtro de - » v[n] ruido blanco
s|n|—» Canal —>»(+) ) emn
] o z[n] T uln) Wiener y[n] ] introducido por el canal

de media nula y potencia

vln] o2 independiente de s[n].

Ejemplo
» El canal se modela como un AR(1): z[n] = —azn — 1] + s[n]

» Se disefia un filtro de Wiener de primer orden (M = 2)
1. Matriz de autocorrelacién de la entrada

> Como la entrada al filtro es u[n], la matriz de autocorrelacién

cumple que

con R, =




Ecualizacion de canal
» La matriz de autocorrelaciéon queda finalmente,

2 2
o e ao;
— a2 v )
R=R,+R,=| 1@ l-a
—ao; o; 4 o2
g
1—a? 1—a? v

2. Correlacién cruzada entre la entrada y la senal deseada
» La correlacién cruzada es

pl—k] = E{u[n — k]d[n]} (a) v[n] y s[n] no correlacionados.
= E{(z[n — k] +v[n — k])s[n]} (b) Por causalidad, la salida x[n]
() del canal no depende de
= E{a[n - k|s[n]} muestras futuras de la entrada
Qo sik>o0 elrl

» y evaluando en k& = 0 queda
pl0] = E{z[n]s[n]} = E{(—ax[n — 1] + s[n])s[n]} [

© E {s°[n]}

2

=o0;.



Ecualizacion de canal

» Los coeficientes del filtro se obtienen como wo = R~ !p, con

o 2

2 aogg
-1 _ 1 17a2+0” 1—aqa?
2 2
ol g : _ ao? 2 aoy _ o + o2
1— g2 v 1— g2 1—a 1—a
» En el caso en que el canal no introduce ruido aditivo,
1 1 a
R=R R'=—
’ g o2 [ a 1 }

> vy los coeficientes del filtro de Wiener son

1 1 a 1 1
_ Rl _ 2 _
wo=m o=y g et ] <[ 4]

Transferencia del Transferencia del Transferencia de la
canal filtro Wiener cascada
1
Aoz == Hy(z) = 1+az"" Ho(2)Hy(2) = 1



Cancelaciéon de ruido

Sefial de
interes

,% n] + vi[n]

Campo de +
ruido 6[7”

X -
Filtro de
%1)2 ("] = Wiener

> El objetivo es estimar la sefial z[n] a partir de observaciones
contaminadas con ruido.

» Se cuenta con otro sensor ubicado en el campo de ruido de donde se
obtienen observaciones del ruido vy[n] correlacionadas con el ruido
contaminante vy [n].

» w1[n] y va[n] no estan correlacionados con la sefial z[n].



Cancelaciéon de ruido

Ejercicio
1. Definiendo la correlacién cruzada entre u[n| y d[n] como
Pud[=k] = E(u[n — k]d*[n])
Indicar cual de las siguientes propiedades se cumplen:
(i) pual—K] = pual¥] (i1) pual—k] = pau ]
2. Sivi[n] y va[n] son procesos AR(1) dados por
v1[n] = avi[n — 1] + g[n] va[n] = bua[n — 1] + g[n]

donde g[n] es ruido blanco de media nula y potencia o7. Calcular
Duyw, |—k] para todo k.
3. Calcular py,q[—k] para todo k teniendo en cuenta que z[n] no estd

correlacionado con g[n]. Explicar porque el esquema de la figura
funciona como cancelador de ruido.



Cancelacién de ruido
» w1[n] y van] son procesos AR(1) dados por

vi[n] = avi[n — 1] + g[n] va[n] = bua[n — 1] + g[n]
> La correlacidn cruzada entre va[n] y v1[n] es
Pogv, [—K] = E(v2[n — k]vi[n])

= E{vs[n — k](avi[n — 1] + g[n])}
= aE{vz[n — klvi[n — 1]} + E{v2[n — k]g[n]}
= APy, [—k + 1] + (5[16]03 para k >0

» Realizando los mismos pasos se puede ver que

Porvs[—k] = bpo,u, [~k + 1] + 0[k]o,  parak >0
» Como Py, v, [—k] = Puye, [K], la ecuacién anterior queda
Pugvs [K] = bpugu, [k — 1] + 6[k]o,  parak >0
0 equivalentemente

Dogvy [— k] = Py, [k — 1] + 5[k]0§ para k <0



Cancelaciéon de ruido

> Se tiene entonces que

aPuyo, [k + 1]+ d[klo? k>0

Pusv,y [7]‘3] -
» Evaluando la primer ecuacién en k = 0 y la segunda en k = —1,
2
p’Uz’Ul [O] = apvQ'ul [1] + 0'3 Ug
= vy 0] =
Puyo, [1] =  QGPyyv, [O] Poz 1[ ] 1—ab

» Usando la condicién inicial p,,,, [0] se pueden resolver las ecuaciones
en recurrencia,

o2ak
g E>0
1—ab -
Poyvy [_k] =
o2~k
g E<0

1—ab -



Cancelaciéon de ruido

» Volvamos al filtro, calculemos la correlacidon cruzada entre la
entrada y la sefal deseada

prsal K] = Bl — H(aln] + )

—F [Uz[n - k]x[n]] +E [UQ[TZ — kJuy [n])}

pvzd[_k] = Puavy [_k]

» Como z[n] no estd correlacionada con la entrada al filtro, sélo
podemos aproximar v1[n]. En este caso, la sefial de ‘error’ que
se obtiene es la sefal sin ruido x[n]
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