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Analisis de un proceso AR(2)

Problema [Haykin, 1995]

Se considera el proceso AR(2) real gobernado por la siguiente ecuacién

en diferencias

u[n] + aju[n — 1] + agu[n — 2] = vin|

. Dada la funcién de
autocorrelacion del proceso,
calcular los coeficientes del
modelo.

. Dado el modelo, calcular la
funcién de autocorrelacién del
proceso.

. Determinar las condiciones que
tienen que cumplir los
coeficientes para que el proceso
sea asintdticamente
estacionario.

v[n]

uln]

>
Realizacién (_ l Realizacion
de ruido de proceso
blanco —1| AR(2)

_ uln —1]

uln — 2]
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1. Célculo de los coeficientes del modelo

>

Las ecuaciones de Yule-Walker vinculan los coeficientes del modelo con la

funcién de autocorrelacién del proceso.

La autocorrelacién cumple la misma ecuacién en diferencias que el

proceso,
r[m] 4+ air[m — 1] 4+ azr[m — 2] =0, m >0
o equivalentemente, definiendo wy = —ag,
rlm] = wir[m — 1] + warim — 2], m > 0.

Considerando que el proceso es real y evaluando en m =1, 2,

(i 7a ) ()= (o)

Resolviendo el sistema 2 x 2 se llega a que,

r[1)(r[0] — r[2]) r[o]r(2] — (1]

W) = —5—————F57 Wwo =

r2[0] — r2[1] r2[0] — r2[1]

(1)
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2. Funcién de autocorrelacién
» La autocorrelacién cumple que,
r[m] + air[m — 1] + azrfm — 2] = 0, m >0
» Para que quede completamente determinada, hay que especificar r[0] y
r[1].
» Nuevamente, evaluando la ecuacién 1 en m =1, 2,
arr[0] + (1 + a2)r[1] =

0
azr[0] + arr[l] +7[2] =0

» Evaluando en m = 0, la autocorrelaciéon cumple que
r[0] + a1r[1] + a2r[2] = o2
» Las 3 ecuaciones conducen a un sistema lineal 3 x 3,

1 a1 as r[0] o2
ar l+4+az O r[1] = 0
as ax 1 r[2] 0
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2. Funcidén de autocorrelacidn

>

>

—a1

Despejando r[1] de la segunda ecuacién, r[1] = T r[0]
az
Despejando r[2] de la tercer ecuacién r[2] = —a1r[1] — azr[0]
2
y sustituyendo r[1] queda r[2] = <1 ila - a2> r[0]
2

Se tiene r[1] y r[2] en funcién de 7[0]. Sustituyendo en la primer ecuacién
se tiene

r[0] — af [o]+a2<1fa —a2>r[o]:gﬁ

r
1+ as 2
Operando y considerando que 7[0] = o2 se llega a que,

1+ as
(1 —az2)[(1+ a2)? —af]

2
o,-

r0] = op =

Ahora se tiene r[0] y 7[1]. Usando la ecuacién en recurrencia (ec. 1), se
conoce r[m] para todo m.
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3. Condicién de estacionaridad asintética

» La condicién de estacionaridad asintética es que el filtro generador
sea estable.

» La funcién de transferencia del filtro generador es,

Uz) 1
V(z) 14az7!+agz2"

H(z) =

» Los polos p1, p2 del sistema son

—a1 £+ +/a? — 4a
l+az t+az"2=0 = p1, P2 = ! > L 2

» Para estabilidad los polos deben estar dentro del circulo unidad

Ip1l, [p2| < 1.
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3. Condicién de estacionaridad asintética

.. —a1 ++/a? — 4das
Encontrar las condiciones sobre a1, as tal que ’21 <1
o2
(a) Raices reales:  a —4as >0 = az < Zl
(1) Caso a1 > 0. La raiz de médulo mayor es negativa: raiz dominante
negativa

—a1— 21
THTVHTIR 5 ] 52— > 4/dd —dan

2

. a2=a$/4 &
(i) 2—a1>20 = a1<2

(i) (2—a1)? > a? — 4ay
= az>a; —1 /

Por lo tanto, las condiciones son 2

2
a

1
az < —
4

0<a; <2

az >z a1 —1 a,=a,-1



Analisis de un proceso AR(2)

3. Condicién de estacionaridad asintética

.. —a1 £ +/a? —4a
Encontrar las condiciones sobre a1, as tal que ’212 <1
o2
(a) Raices reales:  a —4as >0 = az < Zl
(2) Caso a1 < 0. La raiz de médulo mayor es positiva: raiz dominante
positiva

_ /a2 — 4
ng = 24a1 > /a? —4das

a,
2 .2
a,=a’ 1/4

(i) 24+a1 >0 = a1 >-2

(i) (24 a1)? > a? — 4ay
= a2>—a;—1 \

Por lo tanto, las condiciones son -2

2
a
az < L

4 1
—2<a1 <0
ag > —a; — 1 a,=-a -1
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3. Condicién de estacionaridad asintdtica
2
(b) Raices complejas:  af — 4az < 0 = az > %

—a1 £ j\/4as — a2
2

o ai | day—aj
oty derd

» Las raices son p1, p2 =

» con médulo |pl\2 = |p2

4 4
Imponiendo la condicién,
2 2 a
a 4as — a A 2
I <1 a,=a’/4
4 4
’
=a2 <1 ‘ !
| |
. .. | |
Finalmente, las condiciones ! !
-2 2 a

son
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3. Condicién de estacionaridad asintdtica

I complejas
I dominante positiva
Condiciones de T grunante nogatve
estacionaridad
asintdtica:
az S 1

a22a1—1

az > —a; — 1

a2=a1—1 a2=-a1—1

» Raiz dominante positiva: La autocorrelacién es
siempre positiva.

r[m] = Ap*+Bpy' » Raiz c.iominante negativa: Las mue.sFras impares son
negativas y las muestras pares positivas.

» Raices complejas: La autocorrelacién es sinusoidal.
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4. Simulacién: parametros del modelo

Lugar del plano a1-a2 para condicion de estacionaridad asintotica
T

T T T
1k ~ 4
05F 1
¥ 0
-0.5r 1
ele
b i
i i i i
-3 -2 -1 0 1 2 3
al

Diagrama de polos y ceros del filtro generador

1 1 1
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Imaginary Part
o
x
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X
Imaginary Part
o
x
Qs
x
Imaginary Part
o
Qs

x

-1 -05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5
Real Part Real Part Real Part
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4. Simulacién: transferencia del filtro generador

Proceso AR con raiz dominante positiva.

10 T T T T T
8
6L
4k
2l
0 0.5 1 15 2 25
Proceso AR con raiz dominante negativa.
T T T T T
sl
6l
s
2 \'¥
0 0.5 1 1.5 2 25
Proceso AR con raices complejas.
T T T T T
20
151
101
5L
. .
0 0.5 1 1.5 2 25

1
H, =
a(2) l4+a1z7t +asz2

He (') = !

1+ ai1e77% 4+ age=23w
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4. Simulacidén: realizaciones

Entrada. Ruido blanco gaussiano.

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Proceso AR con raiz dominante positiva.

|
oA NON

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Proceso AR con raiz dominante negativa.
T T T T T ]

C 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Proceso AR con raices complejas.

. .
/ A
P .'ﬂ""h"‘". v

L L
160 180 200




Analisis de un proceso AR(2)
4. Simulacién: autocorrelacion

Proceso AR con raiz dominante positiva.
1 T T T T T

O] [ mmHHWWTTTTTTTTTT" S—

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Proceso AR con raiz dominante negativa.
1 T T T T T T

0 [[ITTTTTTTTTTT*”,"'J----.-.-. ------------
illllllllllii&aaa;

I I I I I I I I
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Proceso AR con raices complejas.
1 T T T T T

OT Th Th TIT TTT TTT TTT AL PR ELETL S P PR P
7“, H lll lll ili J.lJ. Ll& L R U - . .

1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Retardo (muestras)
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4. Simulacién: autocorrelacion muestral

Proceso AR con raiz dominante positiva.
1 T T T T T

0] [ mIIIIIIIITTmrwmww.,.,....M

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Proceso AR con raiz dominante negativa.
1 T T T T T T

0.5

0 [ I I T T AAASEEETENTR T
HH““H:HHHHH.

I I I I I I I
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Proceso AR con raices complejas.
1 T T T T T T

l lTh o b

LAC T P T, PR PR M aer
] i g e

1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Retardo (muestras)



Proceso WSS filtrado

Problema [Hayes, 1996]

» Sea x[n] un proceso WSS con funcién de autocorrelacién 7, [k].

» Si z[n] es filtrado con un filtro LTI estable con respuesta al impulso
h[n], la salida es

Se pide
1. Calcular ryz[n + k,n] = E(y[n + klz*[n])
2. Calcular ry[n + k,n] = E(y[n + kly*[n])
3. Calcular la densidad espectral de potencia P, (e/*)
4. Calcular Py(z)
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. Correlacién cruzada entre la entrada y la salida

=F ( > hlllzn+ k- ux*[n]>

= Z R E (z[n + k — l]Jz*[n])

l=—0c0

= i hlllrz[n +k —1,n)
l=—00

a[n] WSS i Bl [k — 1]

l=—0c0

ryz (k] = ro[k] * h[K] k] h[k’] ryolk]
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2. Autocorrelacion de la salida

ryln+k,n] = E(yln + kly*[n]) = E <y[n +k Y @ h[n - l]>

l=—00
S

Z hi[n—1E (yln + ka*[l]) = Y h*[n—lryen+k—1]

l=—00 l=—00

m=ntk—L i W [m — k]rye [m]

m=—0oo

Z h*[—(k — m)]ryg[m]

m=—0o0

= ¥ Tyx[]f]
rylk) = rua KRR hlk] | S——r
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2. Autocorrelacién de la salida
Sustituyendo la autocorrelacién cruzada se llega a

rylk] = ry[k] * hlk] * h*[—k]

3. Densidad espectral de potencia (PSD)

Teniendo en cuenta que,

DTFT DTFT
— —

hlk] H(e%) = h*[—k]
si se aplica la DTFT a la ecuacién 2 se llega a que
P, (%) = Po(e?)H(7)H" (/%)
= P, (e?) | H (™).

H* (&%)
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4. PSD en el dominio z

Teniendo en cuenta que,
Wk <2 H(z) = h'[—k] < H*(1/z%)
si se aplica la transformada z a la ecuacién 2 se llega a que

Py(z) = Py(2)H(2)H*(1/2").
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