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Motivacion

Sabemos cémo codificar un bloque X1, Xo, ... , X, de forma
dpitima si conocemos su distribucién de probabilidad conjunta.

Podriamos, por ejemplo, aplicar Huffman sobre el alfabeto X".

Pero el tamafno de X crece exponencialmente con n

e Buscamos un algoritmo de codificacién con requerimientos de
tiempo/memoria que escalen eficientemente con n.



Cdédigo de Shannon-Fano-Elias

e Consideramos el orden lexicografico para secuencias de largo
n, y definimos

Fa(x") = D Paly"). (1)

N xn

e |dentificamos cada secuencia x” con un numero real en
| Falx™), Falx™) + Pa(x")
e Concretamente, usamos el punto medio del intervalo,
n n 1 n
Fn(X):Fn(X)+§'Dn(X)v (2)

truncado a cierta precision finita.



Cdédigo de Shannon-Fano-Elias

e Denotamos |- | al resultado de truncar la representacién en
base dos de un real a ¢ digitos a la derecha de la coma.

o |dentificamos a x" mediante el real
LFa(x™) ] e(xm) » (3)
donde
U(x") = [—log Pp(x")] + 1. (4)
e Si no hay ambigiiedad, omitimos x” en la notacién ¢(x").

e Palabra de cédigo c(x") para x™:

Fn(Xn) = 0,C1C2 . CpCpyr1Cp42 -
——

c(xm)



Cdédigo de Shannon-Fano-Elias es instantaneo

e La diferencia entre F,(x") y [ Fn(x")]; no excede 27¢,
|Fa(x")]¢ > Fp(x") —27¢.

e Ademds, 27¢ no excede la mitad del tamafio del intervalo
asociado a x". Como #(x") < — log P,(x") + 2, entonces

1
= EP,,(X”).
e Por lo tanto,
Fa(x) s LEA(X™) e +27¢) € [Falx™), Falx") + Pa(x"))
e El intervalo de la izquierda cubre a todos los nimeros de la
forma
0,c1¢0 ... crCoy1Co42 - Cm
——
c(xm)
e Como los intervalos son disjuntos, ninguna palabra puede ser
prefijo de otra.



Cédigo de Shannon-Fano-Elias: Calculo de F,(x")

e Para a € X definimos

Cn(a|x™™ ZP (b|x"1) (5)

b<a

e Definimos también la recurrencia

Fob = 0, (6)
Fn = Fn—l + Cn(Xn‘Xn_l)Pn—l(Xn_l)v (7)

donde, por convencién, Py(x%) = 1.

e La recurrencia (6)-(7) calcula Fp(x"), es decir, F,(x") = F,,.



Cédigo de Shannon-Fano-Elias: Determinacién de c(x")

e Si P(b|x'~1) se puede calcular “eficientemente” para b € X,

i =1...n, entonces podemos calcular F, eficientemente.
Paracada i, 1 <i<n,

e C,(xi|x"~1) se obtiene sumando no més de |X'| términos de la
forma P(b|x'71).

e Habiendo calculado P;_1(x'~!) en el paso anterior, obtenemos
P;(x") multiplicando por P(x;|x'~1) .

e Como ¢ —1=[—logP,(x")], entonces
—log Pp(x") <€ —1< —log Py(x")+ 1,

de donde obtenemos 2~ (“~1) < P, (x"), y 2=(¢=2) > P, (x").

e Pp(x™) =0,000 ... 001 xxxx
-1



Cdédigo de Shannon-Fano-Elias: Decodificacion

e Definimos Gy como el niimero representado por la palabra de
coédigo recibida,
Go = [ Fn(x")]e- (8)

e Para i > 0, definimos

% =max{be X : G(b|¥ HP_1(¥ 1)< G_1}, (9)

G = Gi_1 — G(%|¥ P (X7, (10)

donde el maximo en (9) es con respecto al orden lexicografico
sobre X'y se demuestra que es sobre un conjunto no vacio.

Teorema: La secuencia X" definida por (8)-(10) coincide con x".



Cdédigo de Shannon-Fano-Elias: Idea de prueba de correccién

e Por induccién, usando que para 1 </ <n
Falx) e € [Falx™), Falx)+Palx")) € [Filx'), Filx)+Pi(x))

e Para i =1, la ecuacién (9) se reduce a

%1 = mix {b € X Fi(b) < L:E,,(X")Jg} . 1)
e Asumiendo que X'~1 = x'~1, observamos que
Gi—1= |Fa(x")]e — Fi_1, (12)

y (9) se convierte en

% = miax {b € X Fi(xlb) < UE,,(X”)J@} . (13)



Codificacion Aritmética

o Alfabeto de entrada X = {1... M}. Salida en base D > 2.

e Qi[m] ~ P(X; = m|x'~1) con J digitos de precisién

J M
Qm=>qgD7, 0<Qm <1, y > Qm=1.
j=1 m=1

Q; puede depender de x'~1 o X'~1.

o G[m] =3, Qilj] (acumulativa).

o T = EJ-K:_Ol t;D~7~J: ancho del intervalo con K digitos de
precision y representacion de punto flotante
T=ty,t1tr... tx_1 XD 7, t5>0. (14)

Se cumple que
DTT<T<D (D, (15)



Codificacion Aritmética: Codificador

1. Calcular Fy Tp:

Fo = 0,To=1 (16)
iy = a1 aCiby (17)
M = {Ti—l Qi[Xi]J B (18)

2. L=71,+1
3. W=|F| +D
4. Emitir L digitos de W

Observacién: Tomando logaritmo en (15), obtenemos

Tn > —logp Tp > 7, — 1, de modo que 7, = [—logp T,]. El
célculo de L es andlogo al célculo de ¢ en el cédigo de
Shannon-Fano-Elias.
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Codificacion Aritmética: Decodificador

1. Sea Gy la secuencia de entrada truncada al maximo valor
posible de L (ver Préctico).

2. Sea Uy = 1.

3. Calcular X;, i =1...n:

% = ma’x{b €X:Glb < 5:1} (19)
G = Gi_1—U_1 C,'[)?,'] (20)
U = LUi—l Qi[;(i]J p (21)

4. Devolver X"
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Codificacion Aritmética - Intervalos anidados

Lemma

Para todo par de enteros i, k tales que i > k > 0 se cumple que

[F;, F + T,-) C [Fk, Fi + Tk) . (22)
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Codificacion Aritmética - Gy € [F,,, F,+ Tn)

Lemma

Para todo i, 0 < i < n, se cumple Gp € [Fi, Fi + Ti)-
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Codificaciéon Aritmética - Correccion ( X" = x")

e Probamos por induccién en / que paracada /i, 1 <i<n,

U—1Gi[x] £ Gi—1 < Ui—1(Ci[Xi] + QI[XI]) : (24)

e Observar que (24) implica que en (19) el decodificador
selecciona el simbolo X; = x;.

e Parai=1, (24) es

Uo Giba] < Go < Lo (Gibal+Qibal ). (25)
N N~ M~ NN SN~
1 F1 1 Fl ZTI

que se verifica por el lema anterior, implicando que X; = x3 v,

en consecuencia, U; = T5.
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Codificacion Aritmética - Correccion ( X; = x;, i > 1)

e Para /i > 1, asumiendo la hipdtesis de induccién, obtenemos

i-1 i-1
Gi_1= GO_Z Gl%1Uj—1 = GO_Z Glx]Tj—1 = Go—Fi-1.
=i P=I

e Entonces, (24)

Ui—1 Glxi] £ Gi—1 < U1 (Ci[Xi] + Qi[xi]> :
~—~— ~—~— ~—~—
Ti—1 Go—Fi—1 Ti—1
es equivalente a
Fi—1+ Ti—1Gi[xi] < Go < Fi—1 + Ti—1Gi[xi] + Ti—1Qi[xi],

Fi Fi >T;

que se verifica por el lema anterior, implicando que X; = x; v,
en consecuencia, U; = T;.

ii5)



Cota inferior para el ancho de intervalos

Lemma
Para todo i = 1...n se cumple
Tio1Qilxi] (1 — Dl—K) < T (26)
Demostracion.
Ti—1Qi[xi]
T; =0,00 ... 0tgty ... tx_1| £t ... t
i K-1 truncado

Ti1Qilx] — T; < D=(itK=1 — pl=Kp=7 < pI=KT, , Qi[x].

O
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Largo de cdédigo en funcion de Q y K

Theorem

El largo de cddigo L(x™) para cualquier secuencia x" satisface

L(x" I o2
) o loap Q) | 2 k), (27)
n n n
yvp(K) = —logp (1 - Dl_K) decrece exponencialmente con K.

Demostracion de (27).
Tomando logaritmos sobre (26) obtenemos

logp Ti—1 — logp T; < —logp Qi[xi] + vp(K). (28)
Sumando para i =1...n vy recordando que Ty = 1, obtenemos
—logp T < —logp Q(x") + nvp(K), (29)
~———
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Esperanza de largo de cédigo

Corollary
Sea P una distribucion de probabilidad sobre X" y X" una

secuencia aleatoria generada segtin P. Entonces, el largo medio de
coédigo normalizado satisface
SR o R B (R[Q)

- e —I—V(K) (30)
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Precision numérica para la representacion de @

Theorem
Sea P una distribucion de probabilidad sobre X" tal que todas las

secuencias tienen probabilidad positiva y sea

Pon=  min  {P(x;|x1)}.
x'eX!1<i<n

Entonces, para todo §, 0 < § < 1, si la cantidad de digitos de
precision usados en la representacion de Q;[m] satisface

J > [—logp Pmin — logp 6 + 1],

entonces existe una eleccién de Q;[-] tal que

Do(PIIQ) _
n
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Precision numérica para la representacion de @

e La demostracién es constructiva. Definiendo
e Qi[a] = |P(a|x'"1)], para a < M,
[ Q,[M] =1- Za<M Qi[a]

e Se demuestra que para toda secuencia x" se cumple

—logp Q(x") + logp P(x") < nd. (31)
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