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Recordamos que el objetivo del aprendizaje supervisado en un problema de regresién consiste en
buscar una funcién f que minimice el riesgo empirico

Eox,y) [(Y = £(X))?]

La funcién f que minimiza esta funcién es la esperanza condicional m(X) = E(Y|X) . En efecto
si f : RY — R entonces:

E[(f(X) = )] = E[(f(X) = m(X) + m(X) = ¥))*] = E[(f(X) = m(X))?] + E[(m(X) - Y))’]
y es claro que esta expresién es minima cuando f(x) = m(x) = E(Y|X = x) Vx.

En el cdlculo anterior usamos que:

E(x, vy [(f(X) = m(X) + m(X) — Y))?]

= E[(f(X) — m(X))*] + E[(m(X) — Y)?] + 2B((f(X) — m(X))(m(X) - Y))

Y Ex,v) ((F(X) = m(X))(m(X) = Y)) =

Ex (E((f(X) — m(X))(m(X) = Y)|X)) = Ex((f(X) — m(X))(E(m(X) — Y|X)) =
Ex ((f(X) — m(X))(E(Y|X) — E(Y|X)) = 0.

Conclusion:

B(Y|X) = Argmin B [(Y - f(X))2]

La funcién m(X) se conoce también como regresion de Y sobre X.
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Motivacién

Sean X e Z dos variables aleatorias independientes normales estadandares (X, Z ~ A(0, 1)).
Entonces (X, Z) es un vector aleatorio con distribucién normal estdndar. Consideramos la recta
A que pasa por el origen y que forma un dngulo de 6 con el eje (Ox). Sea Y la proyeccién de
(X, Z) sobre A. En realidad identificamos Y con la norma del vector OY'.
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Por lo tanto Y = X cos@ + Zsinf y entonces al ser combinacién lineal de dos normales, Y tiene
distribucién normal. M3as ain Y ~ N(0,1) ya que:

E(Y) =E(Xcos + Zsinf) = cos OE(X) 4+ sinE(Z) =0
Var(Y) = Var(X cos 8 + Z sin8) = cos? §Var(X) + sin? §Var(Z) = cos?6 + sin’ = 1
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El coeficiente de correlacién entre X e Y es entonces:
Cov(X,Y
p=pxy = Cov(X, Y) = Cov(X, Y) = E(XY) = E(X(X cos§ + Zsin0)) = E(X?) cos§ = cos
Ox0Oy

Para cada p € [—1, 1], existe un dngulo 6 tal que p = cosf. Luego, para cada p € [—1, 1] existen
X e Y normales estandar con correlacioén p. Podemos escribir entonces:

Y =pX ++/1-p2Z

en donde X e Z son normal estdndares independientes.

Definicion:
© Decimos que el par (X, Y) tiene distribucién normal estandar con correlacién p si existe Z
normal estandar independiente de X tal que

Y:pX-|—\/1—pZZ

@ Decimos que el par (X, Y) tiene distribucién normal con pardmetros (ux, py, o'i, a%,p) si

X— y— . o P .,
(T"X, T‘“’) tiene distribucién normal estandar con correlacién p.
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De la definicién anterior se desprende que existe una variable aleatoria Z normal estandar,
independiente de X tal que

Yy — X —
py _ Xoix o ay
gy ax

es decir: oy
Y=uy+p;(xfux)+0v\/1*,022

Veamos como queda en este caso la funcién de regresién:

) =E(Y1X =) =B (i + 072X = i) + oy /T 722]X =)
=py +pj—;(xwx)+oyﬂm(2|x =x)
:HY+P%(X*MX)+UYME(Z)
=py + p%(x - hx)

ya que Z es independiente de X. Este razonamiento muestra que m(x) es una funcién lineal en el
caso que (X, Y) sea un vector normal bivariado. Observar que

_ Cov(X,Y)

m(x) = ﬁo +,81X donde ,30 = E(Y) — ,BlE(X) y ,31 = 0_2
X
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