Comunicaciones Digitales

Practico 4
Modulacién digital pasabanda

Cada ejercicio comienza con un simbolo el cudl indica su dificultad de acuerdo a la siguiente

escala: 4 bésica, % media, % avanzada, y % dificil.

+ Ejercicio 1

Asuma que una linea telefénica estd ecualizada para permitir transmitir en el
rango de frecuencias de 600 a 3000 Hz con pulsos de Nyquist. Se utilizan pulsos
SRRC con el siguiente espectro:

VT, fl<%-a)
P(f) =3 VTicos (U - 20220} n(1—a) < |f| < 3(1+a)

0 Ifl > 51+ a)

(a) Calcular el ancho disponible para la transmisién y la frecuencia central.

(b) Disenar un sistema QPSK de 2400 bit/seg. Mostrar que el ancho de banda
del canal es suficiente para esta senial con o = 1. Hallar el ancho de banda
de la senal.

(¢) Repetir lo anterior para un PSK de 8 fases con una tasa de transferencia
de 4800 bit/seg.

* Ejercicio 2

Se quiere analizar el desempeno de distintos sistemas de modulacién digital tras-
mitidos en presencia de ruido blanco gaussiano y recibiendo con pulso apareado.
El ruido cumple con las hipétesis usuales con densidad espectral de potencia

Gu(f) = 3m.
En primera instancia se analizard el desempeno de un sistema 16-QAM con la
constelacion de la Figura 1la.

(a) Realizar un diagrama de bloques del sistema completo.
(b) Dibujar las fronteras de las regiones de decisidn.

(¢) Calcular la probabilidad de recibir correctamente el simbolo s5 en funcién
de A. y 7.

(d) Repetir la parte anterior para los simbolos sp y 1.

(e) Determinar la probabilidad de error para esta constelacién.
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La segunda constelacion a evaluar se muestra en la Figura 1b.

(f) Dibujar las fronteras de las regiones de decisién y dar una expresién para
la probabilidad de error en este caso.

Se busca comparar el desempefio de las dos constelaciones en la Figura 2 entre
si y respecto a la constelacién en la Figura 1b si Ry = v2A. y Ry = 3R;.

(g) ¢Cudl de las constelaciones tiene menor probabilidad de error en las mis-
mas condiciones de transmisién?
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Figura 2
* Ejercicio 3
Sea un sistema BPSK con Py = Pi, s1(t) = cos(wot) y so(t) = — cos(wot) y

tiempo de bit Tp.

La deteccién se realiza con un filtro acoplado de respuesta al impulso:
t
hr(t) = cos (wot + ¢) 1T (T)
b
donde ¢ es un error de fase constante, y se puede asumir que wyTp = n27w con

n € IN.



(a) Calcular el valor de ¢ que aumenta la probabilidad de error del sistema de
2 x 1073 a 3 x 1073 correspondiente a que no exista error de fase para un
canal que introduce un ruido que se puede modelar como aditivo, blanco
y gaussiano, con densidad espectral de potencia 7/2.

Observacion : Notar que la fase ¢ se puede interpretar como un Error de
Sincronismo entre el Receptor y el Transmisor.

(b) Sugerir un sistema Transmisor-Receptor alternativo que sea inmune a un
error de sincronismo.

(c) Explicar el funcionamiento del sistema sugerido en la parte anterior.

* Ejercicio 4

La internet de las cosas ya es una realidad en Uruguay hace algunos anos, con
algunos despliegues de distintas tecnologias como LoRa o NBIoT. El dltimo en
desembarcar al pais es la empresa Sigfox, con su tecnologia del mismo nom-
bre. Como ingeniera en telecomunicaciones de una empresa dedicada al sensado
remoto (sobre todo urbano, como ser contaminacién sonora y del aire), se le
encarga la evaluacion de esta tecnologia. Naturalmente, comienza estudiando el
sentido uplink, por el cual los sensores comunican las medidas a la radiobase,
pues es el mas interesante para su empresa. En particular, le gustaria verificar
si la promesa del representante comercial de Sigfox de 10km de cobertura puede
ser cierta.

Desde un punto de vista técnico, Sigfox utiliza BPSK a 600 bps y una potencia
total de transmisién de 24 dBm. Como pulso conformador se utiliza un SRRC
con factor de rolloff p = 1/3. Cada transmisién consta de una carga 1til de 12
bytes mds 12 bytes de predmbulos (i.e. 24 bytes en total). A su vez, cuando
un sensor envia una medida, elige tres frecuencias pseudo-aleatoriamente (401
canales de separados 100 Hz y centrados entre 920.780 y 920.820 MHz) y envia el
mismo paquete repetido por las tres frecuencias. La radiobase estd escuchando
en todos los canales.

(a) ¢Cudntos canales no-solapados pueden existir como méximo?

(b) Realice el diagrama completo del par nodo-radiobase. En la etapa de re-
cepcion puede enfocarse en un tnico canal.

(¢) ¢{Cudl puede ser la méxima densidad espectral de potencia del ruido en
recepcion si el alcance es realmente de 10 km? Suponga que una probabi-
lidad de error de bit de como méximo 10™* es necesaria. Ademds, para
calcular la atenuacién (en dB) podrd usar la siguiente férmula empirica
para entornos urbanos:

L(d, f) = 46.32 + 26.07 log,, f + 33.77logy, d, (1)

con d la distancia en kilometros y f la frecuencia en MHz.

(d) Veamos si es posible aumentar un poco la densidad de potencia méxima
hallada en la parte anterior utilizando el envio por triplicado. Suponiendo
que la decisién sobre cada bit se hace por votacién (i.e. si en dos o més
de los tres canales la decision fue 0, entonces la decision final serd 0; idem
para 1), calcule la nueva densidad espectral de potencia maxima. Explicite
y justifique las hipdtesis necesarias en su célculo.



(e) El técnico de la empresa representante le indica que en recepcién en reali-
dad sf se utilizan las senales de los tres canales, pero a nivel de simbolos:
se toman los tres simbolos recibidos, se realiza la suma, y con eso se toma
la decision. Calcule la nueva densidad espectral de potencia maxima, y
nuevamente explicite y justifique las hipdtesis necesarias en su célculo.

* Ejercicio 5

Se quiere implementar un enlace de microondas que utilice QPSK como esquema
de modulacién, entre el estadio Centenario y un canal de television ubicado a
5 km de distancia. La senal transmisida sera

z.(t) = Z arp(t — kTs)cos(2nfot + &) — Z bip(t — kT's)sen(2m f.t + @),
k k

con {a, b}, tomando valores 1 y —1 para transmitir 1 y 0 respectivamente. En
recepcion se agrega ruido blanco y gaussiano, de media nula y densidad espectral
de potencia Z. El transmisor utiliza pulsos de Nyquist con roll-off factor 20 %, el
ancho de banda disponible para la transmisién es 60 M Hz y el receptor utiliza
pulsos apareados.

(a) Realice un diagrama de bloques del sistema completo.

(b) Los enlaces de microondas requieren linea de vista e idealmente no sufren
de multicamino. Si f. = 10 GHz, calcule la atenuacién por espacio libre
y dé una expresién para h(t), la respuesta al impulso del canal. Halle una
expresion para la respuesta en frecuencia del canal.

(c) Calcule el valor méximo de 7 si la potencia transmitida Sy = 10 W y se
quiere tener una probabilidad de error de bit inferior a 10~%.

(d) En algunos casos no ideales (por ejemplo en la presencia de lagos en el
camino) puede generarse multicamino debido a algun rayo reflejado. ;Qué
distancia debe recorrer el rayo secundario para que en recepcién haya un
retraso de 2 ps? ;A cudntos simbolos corresponde? ;Qué problema ve con
que suceda esto?

(e) Calcule la atenuacién del rayo secundario y dé una nueva expresién pa-
ra h(t), la respuesta al impulso del canal. Halle una expresién para la
respuesta en frecuencia del canal.

(f) ;Qué espera de la respuesta en frecuencia anterior si se comienzan a sumar
nuevos caminos en recepcioén?



Solucion

Ejercicio 1

(a) El ancho de banda del canal es 3000 Hz — 600 Hz = 2400 Hz, con
frecuencia media f. = w = 1800 Hz.

(b)  Primero que nada, selecciono la frecuencia de la portadora igual a la fre-
cuencia media del canal, es decir, f. = 1800 Hz.

Ademsds, sé que 1, = 2400 bit/s, y como se transmiten logs(4) = 2 bits por
simbolo, se tendra que r; = % = 1200 simb/s.

El ancho de banda de la senal (que es una senal pasabanda) es By =
rs(1+ a).

Como debe cumplirse que Begnai > Br, entonces 2400 > 1200(1 + «), o, lo que
es lo mismo, a < 1, como queria probar.

En consecuencia, el ancho de banda de la senal que transmitiré serda By =
2400 Hz.

(c) Nuevamente, considero la frecuencia de la portadora en 1800 Hz.

En este caso, 1, = 4800 bit/s, y se transmiten log,(8) = 3 bits por sfmbolo, por
lo que rg = % = 1600 simb/s.

El ancho de banda de la senal serd By = r5(1 + o) = 1600(1 + «), y debe
cumplirse que Beqnai > Br, por lo que se tendra que verificar la condicién
2400 > 1600(1 + «) que equivale a que se cumpla « < 0.5.

Ejercicio 2

(a) El diagrama se presenta en la figura 3. Asumimos simbolos equiprobables,
y que el muestreo se realiza en el instante éptimo.

(b)  Asumiendo simbolos equiprobables, y con el dato de que el ruido es blanco
y gaussiano, las regiones de decisiéon de cada simbolo son los puntos para los
cuales el simbolo en cuestién es el mas cercano de los 16. En este caso, resulta
en los que se muestran en la figura.

(c)  Definiendo S como el simbolo enviado (en este caso fijo en s5), Y; e
Y, como los niimeros (aleatorios) en fase y cuadratura obtenidos del filtro de
recepcién, y por las hipdtesis ya mencionadas (en particular, las referidas al
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Figura 4: Regiones de decisién para la constelacion de la figura 1a.

ruido), en este caso la probabilidad de recibir correctamente s5 resulta
P(éxito| S =s5) = P(—24. <Y; < 0;0 <Y, <2A4.]S = s5)

=P(—2A, <Y, <0|S=s5)P(—2A. <Y, <0|S =s5)
=[1-PY; < —-24.UY;>0|S=s5)]N[1—-P(Y,>24.UY, <0]|S = s5)]

(@)

Al recibir con pulso apareado, es posible ver que o2

= 7, finalmente:

2

st~ (110 22))




(d) Para el simbolo sg resulta, de manera similar a lo anterior:

P(éxito| S = s9) = P(Y; < —2A.;Y; > 2A.|S =50) =
:P()/z < —2AC|S:SO)P(}/Q > 2AC|S:SO)

(o)

P(éxito| S =s1) = P(—2A. <Y; < 0;Y, > 2A.|S = s0)
=P(—2A,<Y; <0|S=s0)P(Yy >24.|5 = s0)

() -o()

(e) En este caso no puedo asumir que se envie algin simbolo en particular,
por lo que asumiremos, al igual que en la primera parte, que los simbolos son
equiprobables. Ademads, la constelacion y el ruido tienen una cierta simetria:
por ejemplo, la probabilidad de error es igual para los simbolos (sg, s3, S12, $15),
as{ como para los simbolos (s1, 2, $4, 7, S8, 811, 513, 514) ¥ (85, 86, S9, S10). Como
va tenemos calculadas las probabilidades de éxito para los simbolos sg, s1 ¥ S5,
tenemos:

y para el simbolo s;:

15
P(error) =1 — P(éxito) =1 — ZP(éXito | S =s;)P(S=s;)
=0

4 5. 4 5 . 8 . .
=1- 1—6P(ex1to | S =s5)— 1—6P(ex1to | S =s0) — 1—6P(ex1to |S = s1).

(f) Las regién de decisién de cada simbolo, haciendo las mismas hipdtesis
que en la primera parte, son los puntos mas cercanos al simbolo en cuestion
respecto al resto. En este caso, se pueden obtener de trazar las mediatrices
entre los simbolos més cercanos, resultando en las que se muestran en la figura:
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Para hallar la probabilidad de error se razona de la misma manera que en la
parte anterior. En particular, por simetria tenemos dos grupos de simbolos con
la misma probabilidad de error: los “interiores” y los “exteriores”. Siguiendo



la numeracion de las partes anteriores para los simbolos, tenemos entonces la
siguiente expresion:

-

P(error) =1 — P(éxito) =1 — Y P(éxito|S = s;)P(S = s;)

=0
4. 4. ..
=1- §P(ex1t0 | S =s0) — gP(emto | S = s2),
donde
1 (2+340)%  (y=34c)*
P(éxito|S = s9) = -— e 202 e 27 dady
210 (z,y)€ERo
1 (@4+4c0)?  (y=Ac)?
P(éxito| S = s2) = —2/ e st e 5t dady
2mo (z,y)ER2
con 02 = ny Ry y Ry son las regiones de decisién de los simbolos sy v s2

(marcadas en la figura) respectivamente. Esta es una expresién exacta de la
probabilidad de error, donde la integral no seré facil de evaluar. Existe la posi-
bilidad de realizar varias aproximaciones. Por ejemplo, si suponemos que la SNR
es relativamente alta, podemos asumir que realizara un error para un simbolo en
particular decidiendo dnicamente por el/los simbolos més cercanos. Por ejem-
plo, para so asumir que el error serd por “confundirlo” en recepcion con sz y sy
y despreciando las otras posibilidades.

Tanto la expresién exacta como una aproximacién debidamente justificada se
toman como correctas.

(g) La primer constelacién es la misma que se analizé en el ejercicio anterior,
a excepcién de un giro de 7/4. Como el ruido es simétrico respecto a un giro, el
desempero es el mismo. La segunda constelacion tiene los simbolos “interiores”
mas alejados de los “exteriores”, por lo que tendrda una menor probabilidad de
error.

Ejercicio 3
(a) El sistema que se tiene es como el de la figura.

n/2
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Entonces, s'(t) = (s(t) + n(t)) * hr(t). Si transmit{ '1’, entonces s(t) = s1(¢t) =
cos(wot), mientras que si transmiti '0’, s(¢) = so(t) = — cos(wpt). En consecuen-
cia, se analizard sélo uno de los casos ya que el resultado para el caso restante
serd idéntico a menos del signo.

El an4lisis se hard para el caso de haber transmitido un ’1’:



sit) = s1(t) x hg(t) +n(t) = hg(t)
A(t)

cos(woT) <;fb) cos(wo(r — t) + @)dr + A(t)

cos(woT) cos(wo (T — t) + @)dT + n(t)
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En el resultado anterior es posible ver que la integral de cos(2woT —wgt+¢) entre
:I:% vale cero por estar integrando en un niimero entero de periodos. El segundo
término es una constante, ya que no depende de la variable de integracién. Por

lo tanto

sh(t) = % cos(wt — @) + n(t),

y si tomamos muestras en el instante éptimo (¢ = 0), obtenemos que

T

1 1 b ~

51(0) = ap = 5 cos(o) + fuy,

con 7 una V.A. discreta con media nula y varianza que calcularemos a conti-
nuacién. Véase que el analisis en caso de haber transmitido un ‘0’ es andlogo y
el resultado hubiera sido el mismo, pero con el signo opuesto:

T
$6(0) = af = —al = = cos(0) + e

Hallamos ahora si la potencia del ruido, que por tener media cero coincide con

su varianza o2:

+oo
o2 = / Hr()PGo(f)df

+oo
= 3 iH(OPy

— 00

n [T
S O

— 00
Iy

N 2
= §/T cos®(wot + ¢) dt
T e

1+cos(2wgt+2¢)
2
nTy
4

Podemos ahora plantear la probabilidad de error para BPSK como la conocemos:

()



donde A en este caso corresponde a % cos(¢), y 0% = 7’4&. Por lo tanto:

Si ¢ = 0 (no hay error de sincronismo), sé que P, = Q(C) = 2 x 1073. Luego,
debo encontrar qué valor de k hace que Q(kC) =3 x 1073.

De la forma de la cola gaussiana, se tiene que el valor de C' que satisface Q(C) =
2 x 1073 es de aproximadamente 2.8, mientras que el valor de kC que satisface
Q(kC) = 3 x 1073 es de aproximadamente 2.7. Luego, cos(¢) = % = % ~
0.964, por lo que se debe cumplir que cos(¢) = 0.964. Finalmente ¢ ~~ 15.4°.

(b) Dado que en BPSK la informacién del mensaje reside en la fase, es impo-
sible hacer una deteccién no coherente. Sin embargo, hay una solucién diferente,
la de DPSK (Diferentially Coherent PSK), que permite independizarse de los
errores de sincronismo.

(c) Laidea de este sistema consiste en multiplicar en recepcién por la propia
senal que llega, retrasada un tiempo igual a T, en lugar de hacerlo por una
sinusoide sincronizada (donde se pueden introducir errores de sincronismo).

De esta forma, se tiene el sistema receptor de la figura:

1Ty

X(t)+n(t)

— | BPF rP— > LPF |
L Retardo ? \Y

To

La senal que llega es: z.(t) = Acpr, (t — kTp) cos(wet + ¢ + agm), con ar =0 o
1, y t variando entre kT}, v (k + 1)T5.

Si no hay ruido, el producto en el k-ésimo intervalo queda:

22 (t)xe(t — Tp) = 2A% cos(wet + & + apT) cos(we(t — Ty) + ¢ + ap_17)

(weTp + (ar — ag—1)7) + cos(2wet — weTp + 2¢ + (a, + ax—1)7)

_gy2 |08
=2A2 5

weThZ2T0 421008((ag — ap—1)7) + cos(2wet + 20 + (ak + ap—1)7)]

= AZ cos((ar — ag—1)m)

Entonces, a la salida del LPF tendremos una sefial de valor A? si a, = ax_1, y
de valor —A2? si ay # ag_1.
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Si hacemos codificacién diferencial en el transmisor, luego la secuencia se puede
reconstruir directamente de los valores a la salida del receptor.

Hacer codificacién diferencial implica considerar un valor de ay, inicial cualquie-
ra (por ejemplo, ag = 1), y luego a partir de ese momento, se envian los bits my,
con el criterio de que si ax = ag_1, entonces my = 1, y si ax # ag_1, entonces

meO.

De esta forma, si en deteccién obtengo A2, sé que my = 1, mientras que si
obtengo —A2, sé que my, = 0.

Ejercicio 4
(a) El ancho de banda de cada canal serd
Br = r4(1 + «) = 600 bauds(1 + %) =800 Hz,
en tanto que el ancho de banda disponible para la transmisién sera
Brorar, = 920820400 Hz — 920779600 Hz = 40800 Hz.

Es posible entonces tener 51 canales no solapados.

(b)  Ver figura 5.

Mapeo
(0>
V2cos(2m fut + @) e

mo_ 1
5 P

> Decisién | bits

V2cos(2m fot + )

Figura 5: Diagrama completo del par nodo-radiobase.

(c) En una transmisién BPSK la probabilidad de error de bit es

ra=a(z)
€ \/Eo' b
como transmitimos y recibimos con un SRRC se cumple que
s

11



Por otro lado, como la relacion entre la energia de simbolo y la potencia trans-
mitida es ST = Fg.rg, la letra nos pide cumplir con la siguiente desigualdad:

Peb:Q< @ ) <107,

Ts §L

/2.8 e
rsnz > Q7' (107%) = 3.72.

Calculamos ahora la atenuacién L para el peor de los casos:

o lo que es lo mismo

Lap = 46.32 + 26.0710g,,(920.820 M Hz) + 33.77log,,(10km) ~ 157.4 dB,

o lo que es lo mismo:
L~ 10" ~5.5x 10",

La letra nos dice que la potencia de transmisiéon son 24 dBm, o lo que es lo
mismo

St = 10%*mW =~ 251.2 mW

Despejando obtenemos que:

2.(0.2512)
3.722).(5.5 x 1015).(600)

n < ( ~1.1x 10720,

(d) La probabilidad de error de bit en este caso estard dada por la probabili-
dad de que dos de los envios estén errados a la vez, mas la probabilidad de que
los tres envios los estén. Por lo tanto:

P!, =3.P.y.Py.(1 — Py) + Poy.Poy. Py = 3P% — 2P3 =~ 3P% <1074,

€

donde la aproximacién se da porque asumimos que P, es muy pequena
Finalmente:

ST 1 1074 1
> ~ . ~ 2.52
12 Q ( 5 Q1(0.0058) ~ 2.5

Y si volvemos a evaluar la ecuacion de la parte anterior:

2.(0.2512)

~ 2.4 x 10720
2.522).(5.5 x 101).(600)

7)§(

Estamos asumiendo que, al ser lugares del espectro distintos, las transmisiones
son independientes. Ademds, asumimos que la suma de distribuciones normales
es normal.
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(e) Este caso seria igual que nos anteriores, salvo que la ganancia maxima de
la senal se multiplicard por tres y sucederd lo mismo con la potencia del ruido.
Las ecuaciones quedan planteadas entonces de la siguiente manera:

Py=Q (3” ST?{E,TSL)) =Q < o ) <1074,

redL

V33 2

[6.50 _ 4 iolay
) >Q ' (107%) =~ 3.72.

Despejando obtenemos que:

B 0.2512 x 6
= 13722).(5.5 x 1015).(600)

o lo que es lo mismo

~ 3.4 x 10720,

Nuevamente estamos asumiendo que, al ser lugares del espectro distintos, las
transmisiones son independientes. Ademads, asumimos que la suma de distribu-
ciones normales es normal.

Ejercicio 5

(a) Ver figura 6.

Mapeo

)

Decisién

Desmapeo
bits

Figura 6: Diagrama de bloques del sistema QPSK propuesto por el ejercicio.

(b) La atenuacién por espacio libre puede calcularse aplicando la ecuacién de

transmision de Friis: )
e (5
A
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con d la distancia entre el transmisor y el receptor y A = % la longitud de onda
de la portadora transmitida. Operando sobre la ecuacién anterior:

L~4.4x10",

o lo que es lo mismo
LB ~126.4 dB.

Por tratarse de una transmisién en espacio libre, la respuesta al impulso del
canal tendra la siguiente forma:

h(t) = Bo(t — ),

con B = \%L y 7 el tiempo que tarda el rayo perteneciente a la linea de vista

en llegar desde el transmisor hacia el receptor. Ese valor puede ser calculado
usando la velocidad de la luz ¢ ~ 3.0 x 10® y la distancia d = 5000 m:

d
T=2= 6.25 x 1076 s.

La respuesta en frecuencia del canal serd la transformada de Fourier de h(t),

H(f) = \%e‘ﬂ”ﬁ.

(c) Sabemos que la probabilidad de error de bit de un sistema QPSK con

atenuacion L vale A
VE;
Peb:Q<>:Q< )7

VLo VLo

donde en este ejercicio en particular o? = 7/2. Ademds la relacién entre la
potencia transmitida y la energia de simbolo es

2

ST = TSES.
Por lo tanto buscamos que
ST —4
<10
@ < rsLn> ’
o lo que es lo mismo
St 14
> 10 ~ 3.72.
=L Q710
Finalmente g W
T —21
< ~ 3.3 x 10 e
= 379201 . H-
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(d) Seac=3.0x10% m/s la velocidad de la luz, como tanto el rayo principal
como el secundario se desplazan a esa velocidad, debemos agregar al trayecto
secundario una distancia

Ad=d—d =cx2us =600 m,

por lo tanto
d" = 5600 m.

Esta diferencia de distancia corresponde a QT”S = 2 us x rs = 100 simbolos.

Al sumarse en recepciéon un rayo secundario retardado, lo que tendremos es
Interferencia Intersimbélica (IST).

(e) Para calcular la atenuacién del rayo secundario podemos usar nuevamente
la férmula de transmisién de Friis, esta vez con la distancia d’:

drd' \?
L’:(§d> ~ 5.5 x 10'2,

o lo que es lo mismo
L' ~127.4 dB.

La respuesta al impulso en este caso debe contemplar ambos caminos, por lo

tanto
1 1

donde 7/ = 7 + 2 us. La respuesta en frecuencia del canal serd ahora

St —1),

1 . 1 . /
H —_ 767]2771% + 767]271'1‘7'
) VL VI

(f)  El canal serd cada vez més selectivo en frecuencia.
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