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Modelo de Markov de orden k

o P(X, = xp|Xn—1 = xp—1, Xn—2 = Xp—2, ...) solo depende de
las Ultimas k observaciones: X,_1,Xp_2, ... , Xp_k.

e Decimos que el simbolo x, es emitido en el estado
Fp = 5G9 S-9 000 9Slp—fkc

e Conjunto de estados S = X*, de tamafio |X'|.

e Modelo definido una distribucién de probabilidad para el
estado inicial s; = X9, X_1, ... ,X—k+1, Y una distribucién de
probabilidad sobre X’ condicionada en s, para cadas e S .

e En general, P(s1,x1...xp) = P(s1) [17—1 P(xilsi) y

P(xi...xp) =Y _ P(s1) HPX,|S,

s1€S

e Para s fijo, P(x1...x) = [[11 P(xi|si).



Relacién con modelo de Markov de orden 1

e Podemos pensar un modelo de Markov de orden k sobre X

como uno de orden 1 sobre S = XX,

e Matriz de prob. de transicion P de dimensiones |S| x [S].

e La emisién de a en estado s, = X1, Xn_2, ... , Xn_k lleva al
estado Spy1 = a,Xp—1, - s Xn—kt1-

e Cada fila de P tiene no mas de |X'| entradas positivas.

e Para s; fijo, x1,x2, ..., X, determina sp,S3, ... ,Sp41 Y

viceversa. Por lo tanto,
H(X1, X2, ..., Xn) = H(S2,S3, ..., Spt1)



Modelo FSM (maquina de estados finitos )

Modelo FSM para cadenas sobre X’ estd definido por

e Un conjunto finito de estados, S.

e Una distribucién de probabilidad sobre X’ condicionada en s,
Q(-|s), paracada s € S.

e Una distribucién de probabilidad sobre S, Q(+), para el estado
inicial s1.

e Una funcién de préximo estado, f : S x X — S.

Una cadena de n simbolos se sortea siguiendo este procedimiento:

1. Se selecciona un estado inicial s; segin Q(+).
2. Para cada i, desde i = 1 hasta n,
2.1 Se sortea simbolo x; segiin Q(:|s;)
2.2 Se define s;j11 = (s, x;).
En general, Q(s1,x1...xn) = Q(s1) [172; Q(xilsi).
Para s fijo, Q(x1...xn) = [[1-; Q(xi|si). 3



Similitudes y diferencias

e Un modelo de Markov es un caso particular de Modelo FSM.

e Un modelo FSM define una cadena de Markov sobre el
alfabeto de estados, S.

e Su matriz de probabilidades de transicién tiene dimensiones
|S| % |S].

e Ps: = Q(als), si existe a € X t.q. f(s,a) =t, yPsy=0en
otro caso.

e Un modelo de Markov es de memoria finita: k simbolos del
pasado determinan el estado actual de la cadena.

e Un modelo FSM no tiene por qué ser de memoria finita. La
secuencia de estados es un proceso de Markov sobre S, pero
la secuencia de simbolos emitidos no necesariamente se

pueden modelar como un proceso de Markov sobre X.



Modelo arbol sobre B = {0,1}

Xic1
Xia
Estado §; seleccionado por
x=..001
w.
- Xi-3

Modelo de memoria finita (Markov).

Estados son hojas de un arbol de contextos.

Potencialmente menos estados que Markov “plano”.

e No necesariamente determina una funcién de préximo estado.



Clase/Familia paramétrica de modelos

e Una clase o familia paramétrica de modelos sobre un alfabeto
X es un conjunto
C - {PG}QGG 5
donde © C RY es un espacio de pardmetrosy Py : X* — [0,1]
es una funcién tal que, restringida a X" es una distribucién de
probabilidad, para todo natural ny todo 6 € ©. Es decir,
Y P(x) =1, feo.
xexn
e Ejemplos:
Familia de Bernoulli: i.i.d. sobre {0,1}, © = [0,1], 6 = p(0).
Familia de modelos de Markov de orden k

e Familia de modelos i.i.d. sobre X
e Familia de modelos determinados por una FSM fija.

Familia de modelos determinados por un arbol de contextos.



Tasa de entropia empirica

e Consideramos una clase paramétrica C = {Py}pco y una
secuencia x" € X".

e Definimos la maxima verosimilitud de x" como

Pmi(x") = ggg{Pe(Xn)} :

o Si Py(x") = Ppyr(x") le llamamos a 6 parametro de maxima
verosimilitud para x".

e La tasa de entropia empirica de x" con respecto a C es

~ 1
H(x") = - log Ppr(x™) .



Ejemplo: Bernoulli

e Denotamos con ng y ny la cantidad de ocurrencias de 0 y 1,
respectivamente en x".

o Py(x") =0™(1—0)m.

e Tomando logaritmo natural obtenemos
In Py(x™) = ngIn® + nyIn(1 —6),

de donde derivando, e igualando a cero, despejamos § = no/n.

e Entonces Py (x™) = (ng/n)™ (n1/n)™ y

A

1 A
H(x") = - log P (x™) = _ Iog@ — —log — = H(0).

n n n n

e Lo mismo ocurre para otras familias de modelos usuales.



