Comunicaciones Digitales

Practico 2
Desempeno de sistemas digitales binarios bandabase

Cada ejercicio comienza con un simbolo el cudl indica su dificultad de acuerdo a la siguiente

escala: 4 bésica, % media, % avanzada, y % dificil.

+ Ejercicio 1

Se trasmite una senal binaria que toma valores 0 y A correspondientes a 0 y 1
l6gicos en forma equiprobable e independiente de los valores anteriores por un
canal con ruido blanco gaussiano aditivo de densidad espectral 7/2. El receptor
se esquematiza en la siguiente figura.

n/2

L, : FILTRO DE MUESTREAR

CANAL RECEPCION COMPARAR

El filtro de recepcién es un pasabajos ideal de ancho de banda Bp. Se supone
que no modifica los pulsos, su finalidad es limitar el ruido.

(a) Sillamamos y a la senal a la entrada del comparador, hallar y graficar las
probabilidades py (y|0), probabilidad de la senal y cuando se trasmitié un
0 16gico. Idem con py (y|1) para el 1 16gico.

(b) Especificar los momentos estadisticos de interés.

(c) Dar el umbral de decisién y hallar la probabilidad de error.

*x Ejercicio 2

Sea un sistema de transmisién bandabase, binario y unipolar, donde los digitos
son equiprobables y se representan con los niveles 24 y 0, con un umbral de
decisién A. Se utilizan pulsos cuadrados. El mensaje se transmite por un canal de
atenuacién L y se recibe con un receptor implementado con un filtro pasabajos,
que agrega ruido de densidad espectral de potencia 7.

(a) Realice un diagrama de bloques del sistema completo.
(b) Demuestre que la probabilidad de error de simbolo en recepcién vale P, =

Q(,/LSNRp)

(¢) (Cémo quedaria la probabilidad de error de simbolo si el sistema fuera
polar y con umbral de decisién en 07

Ahora se desea recibir la senal con un pulso apareado.



(d) Realice un diagrama de bloques del nuevo sistema.

(e) Calcule las probabilidades de error de simbolo tanto para el caso polar
como unipolar.

(f) Discuta todos los resultados anteriores.

*x Ejercicio 3

Halle, para cada uno de los cuatros casos del ejercicio anterior, la potencia
minima requerida en tramsisién de manera de lograr una probabilidad de error
menor o igual a P, = 0.001. Compare los resultados.

* Ejercicio 4

Se considera la transmisién de una sefial binaria z[k]. Para transmitirla se uti-
lizan pulsos p(t) de duracién T y forma sinusoidal:

t T T
p(t):A[l—i—cos(%'T)] —§<t<§

Los unos tiene probabilidad % y se codificardn como p(t); los ceros tienen proba-
bilidad % y se codificardn como —p(t). Llamaremos y(t) a esta seial conformada.
El ruido que afecta a la sefnial recibida, n(t), se podrd considerar blanco, gaus-
siano y aditivo, su densidad espectral de potencia serd constante e igual a n/2.
Para detectar los bits transmitidos utilizaremos un receptor éptimo.

(a) Dibujar un diagrama de bloques del receptor.

(b) Calcular los valores que toma la componente de senal y'[k] y caracterizar
la componente de ruido, n'[k]; siendo estas componentes las de la entrada
al comparador.

(¢) Calcular la probabilidad de error en la secuencia detectada, P., en funcién
de las caracteristicas de p(t), de la potencia del ruido o2, y del umbral V.

(d) Calcule el valor éptimo (el que minimiza P,) para el umbral V.

* Ejercicio 5

En un sistema de comunicacién digital binario polar se transmite s;(t) con
amplitudes 1 y —1 con pulsos rectangulares de ancho T equiprobables. El
canal introduce ruido AWGN con densidad espectral de potencia 7/2, siendo
n = 1073 W/Hz. Si se recibe con un receptor de correlacién, determinar la
maxima tasa de transmisiéon que se puede alcanzar con una probabilidad de
error P, < 1073,

* Ejercicio 6

Se transmite informacién binaria por un canal, enviando durante un tiempo T,
una amplitud nula si el bit es 0, o una amplitud Av/L si el bit es 1. Los bits
son equiprobables e independientes entre si. El canal tiene una atenuacién en
potencia L. El receptor introduce ruido aditivo, blanco y gaussiano (AWGN),
con densidad espectral de potencia 7/2. El filtro de recepcién es un pasabajos



ideal de ancho de banda B = 1/T (que se supondra que no modifica los pulsos)
y V es el umbral de decision.

(a) Calcular la potencia de la senial recibida y la potencia de ruido previo al
muestreador.

(b) Hallar el umbral 6ptimo de decisién y la probabilidad de error resultante.

Ahora se modifica el protocolo de transmisién de bits, sin modificar el sistema
de transmision-recepcion. Cada bit se envia 3 veces y el receptor decide por
mayoria. Por ejemplo, si se desea enviar un ‘1’ se transmite ‘111°, si se recibe
(con error) ‘011°, por mayoria, se decide por ‘1’.

(c¢) Calcular la nueva probabilidad de error por bit.

* Ejercicio 7

Un sistema de comunicacién binario utiliza las sefiales equiprobables so(t) para
trasmitir 0 y s1(t) para trasmitir 1. Las sefiales se definen como:

A 0<t<T A 0<t<aT
) ={ o Ot a={ g O

0 otro caso 0 otro caso

Donde 0 < a < 1. El canal cumple con las hipétesis usuales agregando ruido

AWGN con densidad espectral de potencia (DEP) G,.(f) = 2.

(a) Determinar la energia de bit (Ej).
(b) Determinar la energfa de la diferencia de los pulsos (Ejy).

(c) Dar el diagrama del receptor si se utiliza un filtro apareado, especificando
todos sus parametros y explicar su funcionamiento. Bosquejar la salida del
filtro apareado cuando se recibe la cadena binaria 101.

(d) Calcular la probabilidad de error en funcién % y a si el umbral es éptimo,
no se presenta interferencia intersimbdlica y se utiliza el filtro disenado en
la seccién anterior.

(e) Se quiere que la probabilidad de error Pe no sea superior a 10~5. Calcular
E

los valores posibles de a de manera que 71’ sea 16dB.
Se quiere evaluar como es afectada la probabilidad de error (P.) cuando se utiliza
la modulacién anterior con decodificacién de errores y borrado. En lugar de hacer
la decisién a favor de un simbolo podemos declarar borrado para algunos valores
de deteccién. Asuma que los simbolos son equiprobables y que el ancho de la
zona de borrado es 2m, centrado en el umbral éptimo Vp.

(f) Hallar las expresiones para P, y la Py (probabilidad de borrado) como
una funcion de a y m.

(g) Determinar el valor de m para que se cumpla que Py, = 2P,, suponiendo
que P, =107°.



Solucion

Ejercicio 1
(a) A la entrada del comparador, la senal y es de la forma y[k] = z[k] + n[k],

donde x es la senal que se envid, y n representa el ruido.

Por lo tanto, si se transmitié un 0, se tiene que y[k] = n[k] y si se transmitié un
1, ylk] = A+ nlk].

Se ve que si no hubiera ruido, la densidad de probabilidad de y serian dos deltas,
una en 0 y otra en A, pero como hay presencia de ruido blanco gaussiano, lo
que se tiene en realidad es de la forma:

py(ylo)= pn(y)  =N(0,0%)
py(yll) = pn(y—A) =N(4,07

La forma de estas densidades de probabilidad se muestra en la figura siguiente.

(b)  Los momentos estadisticos de interés son la media de las gaussianas, y su
varianza.

La primera estd dada por el valor en el cual se centran las curvas: las medias
son 0y A.

La segunda esté relacionada con el “ancho” de las mismas: ambas tienen varianza
0% = Sy = Brn, ya que la media del ruido es cero.

(c) Sea V el umbral éptimo de decisién. Entonces:

P,= Py .Po+ P, .Py
~— ~—

donde
Py = [ py(ul0)dy = [ e Dy =qQ (Y,
1/ y—A\2 _
Pa = [Copvldy=J" e Ty = Q (43Y).

Buscamos V,,,; tal que



oP,
av |,

opt

=0

La regla de Leibniz para diferenciar las integrales nos permite llegar al siguiente
resultado:

0P, 1

— P o3
ov 00\/27re

que si lo igualamos a cero nos da:

(1) 1 —1(¥zay?

L (e 2 1 _;(M)Q
P —e 2 g = P —e 2
Ogm 10\/27r

Como P, =P, = % es posible concluir que

A

Vopt = 5,

y por lo tanto:

Ejercicio 2

(a) Enla figura 1 se muestra un diagrama de bloques del sistema completo.

) S

%.(Mapeon(%))—»( Canal ]—»i’:[ Bits
Vr

Figura 1: Diagrama de bloques de un sistema digital binario bandabase comple-
to, implementado con un filtro pasabajos.

(b)  Es sencillo ver que la probabilidad de error de simbolo vale

A
P, = — ],
e (\EU)
con o la desviacion estandar del ruido gaussiano.

Podemos trabajar un poco el resultado anterior tomando en cuenta que la
energia de simbolo vale

Jo / " (24)2dt = 24°T,



por lo que la potencia transmitida serd esta energia dividida la duracién del
simbolo T:
Sy =242,

y la potencia recibida sera el resultado anterior atenuado por los efectos del
canal:

242
=<
Por otro lado, la potencia del ruido no es otra cosa que su densidad espectral
de potencia integrada + By, el ancho de banda del filtro pasabajos:

Sr

_ 2Bpm

SN 5

= BT’I7 = 0'2,

donde la igualdad de la derecha se da por tener media cero.
Finalmente, podemos reescibir P, de la siguiente manera:

ro-a({T5E) - o Tovm).

(c) La probabilidad de error de simbolo seguirfa siendo la misma,

ol

pero la energia de simbolo cambiaria, pues valdria
1 /% 1 (%
E, = f/ A?dt + 7/ (—A)%dt = A*T.
2 ) 2 ) _x

Podemos entonces calcular la potencia recibida

AQ
SR: f7

y sabemos que la potencia del ruido seguiria siendo la misma:

_ 2Bpm

SN >

= Brn = o

Finalmente, podemos reescribir la probabilidad de error de simbolo segin:

P6=Q<\/§>=Q(\/m).

(d) En la figura 2 se muestra un diagrama de bloques del sistema completo.

(e) Primero planteamos la probabilidad de error de simbolo,

ol
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Figura 2: Diagrama de bloques de un sistema digital binario bandabase comple-
to, implementado con un filtro apareado.

Luego podemos calcular la energia de simbolo (en recepcién) para el caso uni-
polar

y para el caso polar

1 [e) A2 1 © (_A 2 A2

— 00 — 00

En ambos casos estamos asumiendo que ffooo p(t)%dt = 1.
Para calcular la potencia del ruido en recepcién podemos primero plantear su
densidad espectral de potencia como

ya que se trata de un proceso estocdstico filtrado por el pulso p(t). Luego pode-
mos calcular su potencia media al integrar en todo el espectro:

sv= [ IPORYy =3 =0

donde la igualdad de la derecha se da por tener media cero.
Finalmente, podemos reescribir la probabilidad de error para los casos unipolar

y polar segin
Eu
P =Q =),
n

respectivamente.

Ejercicio 3

Pulso cuadrado, caso unipolar: en el problema anterior concluimos que

St
e=Q ( QLBTn> < 0001,



por lo que despejando podemos obtener el siguiente resultado:
—1 2
St > 2LBrn [Q1(0.001)]".

Pulso cuadrado, caso polar: en el problema anterior concluimos que

St
— <.
P, Q( LBM) < 0.001,

por lo que despejando podemos obtener el siguiente resultado:
St > LBrn [Q_1(0-001)]2-

Pulso apareado, caso unipolar: en el problema anterior concluimos que

Pe:Q< SLT ) < 0.001,

rsLim

por lo que despejando podemos obtener el siguiente resultado:
Sy > roLn [Q1(0.001)]%.

Pulso apareado, caso polar: en el problema anterior concluimos que

2S5
P = < 0.001
e Q( LBTT])_OOO,

por lo que despejando podemos obtener el siguiente resultado:

LBrn
2

[Q*(0.001)]*.

St >

Ejercicio 4

(a) Elreceptor éptimo en este caso es el receptor de correlacién. Su diagrama
de bloques se muestra en la siguiente figura.

yome_ fT - Aymng
) Vﬁf —
2p(t)

(b) ]
y'[T] = / 2y (t)p(t)dt

y(t) es diferente si transmiti 0 que si transmiti 1. Por lo tanto, planteamos el
valor de y'[T] en cada caso:



» Si transmiti 1, y(¢) = p(t), por lo que:

T
vzl = 2 [
0
T 27t 2
_ 2
= 2/0 A |:1+COS<T )] dt
= 2A2/T 1+ 2cos 2t + cos? 2t dt
- A T T

= 242 (T—l— Z)

= 3A°T.
= Si transmit{ 0, y(t) = —p(¢), por lo que:

y'[T] = —3A°T.

En cuanto a la componente de ruido, como sabemos que éste serd gaussiano,
debemos calcular su media y su varianza para caracterizarlo completamente:

My = E{/O 2n(t)p(t)dt}

T
. / E {n(t)} E {p(t)} dt
0 N=—

Por otro lado:

(p* Rn)(w) = FH P(NGa ()] = FP(f)F) = 3p(u)



Entonces:

n [T
= 45/ p?(u)du
0
— 413
22
= 3nAT.

(c) La probabilidad de error en deteccién, P., es igual a:

1 2
“Po+ =P
oot gl

Los valores de Py y P, dependen de la forma de py (y/Ho) v py (y|H1), que se
muestran en la siguiente figura.

P, =Py.Poo+ P1.Py =

umbral

1
BAT v IAT

L J

Como ambas son gaussianas, en definitiva se tiene que:

1 V 4+ 34%T 2 3A’T -V
(52 o 1)
3 3 o

g

(d) Bésandonos en los célculos del ejercicio 1 tenemos que:

1 1 _%(Vopt+3A2T)2 9 1 _%(Vupt*3A2T>2
— e g [ e o ’
2021 3ov2m

y trabajando un poco el resultado anterior llegamos a que
_l<12A2T2Vopt> _(QTVopt)
e T\ AT ) — ¢ m) =2

Finalmente, tomando logaritmo de ambos lados de la igualdad y despejando:

Vot = —g In(2).

10



Ejercicio 5

Basdandonos en los calculos del ejercicio anterior, tenemos que la componente de
la senal recibida en el instante T es r = 2 fOT s;(t)p(t)dt. Entonces @3 = 2T y
ag = —2T.

El ruido recibido n = 2 fOT n(t)p(t)dt es gaussiano de media nula y varianza
o? = onT.

Al ser bits equiprobables la probabilidad de error es:

r0(25%)-(sr) -0 {2)

Con Pe <1073, % > 3 = Tasa de transmisién % < %103.

Ejercicio 6

(a)
Sr = E{«*(t)} = A*Lp(1) + 0 p(0)

Como son equiprobables

por lo que la senal recibida es

A2
Srp=S8r/L = -5
Para hallar la potencia de ruido previo al muestreador (¢2), debemos considerar
el ruido introducido (AWGN con DEP 7/2) y el ancho de banda del filtro de
recepcién (B = 1/T).
De esta forma, llegamos a que la potencia de ruido queda:

2 _ "
o° ==
T
(b)  Sino hubiera ruido en el canal y en la hipétesis que el filtro de recepcién
no deforma los pulsos enviados, tendriamos en el instante de muestreo A o 0
segun el bit enviado fuera 1 o 0. La siguiente figura muestra la distribucién de
probabilidades en el instante de muestreo:

Como ambos valores son equiprobables el umbral de decisiéon 6ptimo es en el

punto medio, por lo tanto

A
Vo=

y la probabilidad de error es la suma de las dos colas de las gaussianas

P.=p(0)-Q <2‘i> Fp(1)Q <;}T> -q (i) |

11



De la parte anterior, tenemos que:
2_ 1N
T

alf2)

(c) En esta forma de usar el sistema hay error en el bit si hubo error en la
recepcion de 2 o 3 simbolos.

Petotal

P

g

Finalmente:

=3P*(1-P.)+ P

_ap2 _op3
total =3Fc —2F¢

Ejercicio 7
(a)  Por ser equiprobables:

1 1 Tb G.Tb
Ey = f(E0+E1):f(/ A2dt+/ AZdt)

AT,
T2

Ey (1+a)

(b) La diferencia de pulsos:

d(t) = Sl(t) — S()(t)
La energia de la diferencia de pulsos

Ey;= / h d?(t)dt

— 00

Ty
=/ (s5(t) = 2s3(t)s1(t) + 57 ())dt
T

b aTy aTy
_ 2 o 2 2
7/0 A%dt 2/0 Adt+/0 A%dt
By = A’Ty(1 — a)
(c)
h(t) = k(d(T, — t)) = k(s1(Tp — t) — so(Tp — 1))

eligiendo k = 1/(A%T}) por conveniencia.

(A 0<t<(1-a)Ty
h(t) = { 0 otro caso

Instante de muestreo 6ptimo: T

d1—dp

Umbral de decisién: Vp =

Con a1 = Sl(t) * h(t)|Tb
g = So(t) * h(t)‘Tb

12



(d)

A2
B, =~ “(14a) y Eq=ATy(1-a)
Entonces,
(1—a)
E;=2
¢ "0 +a)
Por lo tanto,
E, (1—a)
P.=Q (71’“)
(e)
P, <107°
E, (1—a)
Q (1+a‘) < 10—5
n
(1—a)
Brasa | 5 4g
" =
a <0.37
(1) )
T™—m o0
Pe:PO/ pN(y—Cfo)+P1/ pN(y — d1)
—00 Vr+m
Pborr =1- Pcor'recto - Pe
con
a; =0
(io =1—a
l1—a
Vr = 5

Vr—m oS
Pe:PO/ pN(y—cfo)+P1/ pN(y —ar)

—o0 Vr+m

Pborr =1- Pcorrecto - Pe

Vr—m o)
Pcorr:Pl/ pN(yfaAl)+P0/ pN(yfaAO)

—0o0 Vr+m

1/2 — a/2+m)

g

P€Q<

13



Pcorrzl_Q<1/2_ao_/2_m>

Pos = O (1/25;/2m> 0 (1/2(;/2+m>
(2)
P.=10"° = W —Q ' (107°) =43

1/2—a/2—m

Poore = 2P, =2.107° = (
g

) =Q ' (3.P.)=3.9

w — Q = m = 0.015
1/2—a/2+m 4.3
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