Solucion Practico 9 - Desarrollo de Taylor

Ejercicio 2

(a) El polinomio de Taylor de grado 3 centrado en a = (0,0) de la funcion
g(z,y) = sen(x) + y es:
23

P9,3,a(xay) =T — F +y

(b) Consideremos la funcion h(t) = e' y entonces podemos ver a f como una
composicion f(x,y) = h(g(z,y)). Luego podemos hallar el polinomio de
Taylor de f de grado 3 desarrollando la composicién los polinomios de

Taylor de grado 3 de g y h y restringirnos a los términos de orden menor
o igual a 3.

El polinomio de Taylor de grado 3 centrado en 0 de h es P, 30(t) =
1+t+ % + %. Luego la composiciéon de ambos polinomios de Taylor es:

3 _2® 2 _ 2 3
Ph,B,O(Pg,S,a(xay)):1+(x_%+y)+(I 62+y) +(x 66+y)

Finalmente, desarrollando todos los términos de grado menor o igual a 3
de la expresion anterior y reordenando obtenemos:
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Ejercicio 3
zy—sen(x) sen(y)

(a) lim(g -0 e~ =0 Basta considerar desarrollo de Taylor de
orden 2 en (0,0).

22 +y(y+1) (1 2/9
(b) lim(g )0 < m2+(y2+y+y /2) = 1. Basta considerar desarrollo de Tay-

lor de orden 2 en (0, 0).

Veamos en detalle el caso a):
Sea f(z,y) = zy — sen(x) sen(y) se tiene entonces que



fa(z,y) =y — cos(z) sen(y)
fy(z,y) = x — sen(x) cos(y)
faa(@,y) = sen(z) sen(y)
fay(@,y) =1 — cos(x) cos(y)
fyy(,y) = sen(z) sen(y)

De donde se sigue que V £(0,0) = (0,0) y que la matriz Hessiana de f en (0, 0)
es la matriz nula. Aplicando el teorema de Taylor tenemos que f(x,y) = ra2(z, y)
en un entorno del (0,0). Ademas, el limite que tenemos que calcular vale 0 por
la propiedad del resto.

Ejercicio 4

(a) Para f(x,y) = arctan (1273—1)’ obtenemos f(z,y) = y—x2y—%y3+r3(z,y)

w

(b) Pa(ra f)(x,y) = e” cos(y), obtenemos f(z,y) = 1+x+%2 - % +%& - %’2 +
3T,y

(c¢) Para f(x,y) = log(xy + 1) obtenemos f(z,y) = zy + r3(z,y)
Veamos en detalle el caso b) :
Sea f(z,y) = e cos(y), entonces sus derivadas parciales hasta orden 3 son:
fo(@,y) = € cos(y),  fy(z,y) = —e“sen(y)
fro(@,y) = €% cos(y),  fay(x,y) = —€"sen(y), fyy(z,y) = —€* cos(y)
fz:c:c (xa y) =e’ COS(y), faczy (x, y) =—e" Sen(y)
fxyy(xa y) = —e” cos(y), Jyyy =€* sen(y)

De donde se sigue que D(g,0) f(2,y) = z, D, o) f (2, y) = 2*~y*,y D{y o f(2,y) =

x® — 3zy%. En conclusién, tenemos que:

f(a,y) = f(0,0) + Do,0)f(x,y) + Dfy 0, f(x,y) + Dipy o) f () +r3(, y)
2 .2 .3 2

Ejercicio 5

Podemos escribir la funcion f(x,y,z) = 22 como el producto de las funciones
g(x) = L y h(y,z) = yz. Luego podemos hallar el polinomio de Taylor de f de
grado 3 desarrollando el producto de los polinomios de Taylor de grado 3 de g
y h y restringirnos a los términos de orden menor o igual a 3.



e El polinomio de Taylor de g de grado 3 en el punto x =1 es:
Pysi(z)=1—(z—1)+(z—1)2— (- 1)*
e El polinomio de Taylor de h de grado 3 en el punto (0,0) es:
Pys.00) (@) =yz

Luego obtenemos que el polinomio de Taylor de grado 3 centrado en a =
(1,0,0) de f es
Praalz,y,2) =yz — (. —1)yz

Ejercicio 6

En este ejercicio se plantea escribir a la funcién f(z,y) = xyz? en potencias de
z,y — 1,z + 1. Recordamos que D;}f(x,y — 1,z + 1) es un polinomio de grado
n en potencias de z,y — 1,z + 1. Por lo tanto, alcanza con escribir el desarrollo
de taylor de dicha funcion centrado en el punto p = (0,1, —1).

Observamos primero que la funciéon f ya es un polinomio, por lo tanto su
desarrollo de Taylor se truncara en el orden de dicho polinomio (es decir, dado
cualquier polinomio de grado n, las derivadas parciales con orden mayor o igual a
n+1 de dicho polinomio seran 0 ). Esto implica que el taylor de orden 3 de dicha
funcion tiene que coincidir con la funcién f, o en otras palabras, simplemente
reescribiremos la funcion f ordenando los términos de forma distinta.

Un camino es simplemente calcular las derivadas parciales y hallar D;‘(Q?, y—
1,24+ 1) paran =1,2,3 y de esta forma

1 1
F@9.2) = FO)+ Dy (w0, y=1, 241 45 D, y=1, 2 1) D3,y 1, 241)

Sin embargo, el camino mas rapido es usar el ejercicio 1: La funcion f(z,y, z)
es el producto de las funciones de una variable g1 (x) = x, g2(y) = v y g3(2) = 22
Por lo tanto, el Taylor buscado lo conseguimos multiplicando los desarrollo
de Taylor de orden 3 de cada una de estas funciones centrados en los puntos

correspondientes (x = 0,y = 1,z = —1). Tenemos

an(@) ==z, @) =1+E-1), gz)=(-1+(z+1)
Entonces

flz,y,2) = ac—i—x(y—l)—2x(z+1)—2x(y—1)(z+1)+x(z+1)2+x(y—1)(z+1)2



