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Solucién Practico 8 - Derivadas parciales y diferenciabilidad

Definiciones:
Sea f:R" - R, p=(p1,...,pn) € R™

= Dadoi € {1,...,n}, llamamos derivada parcial de f segin x; en p al siguiente limite:
0 N T T — yen
! (p) = lim for, - spitto o pn) = f(P1s- - Pn)
ox; t—0 t
= Dado v = (v1,...,v,) € R™, llamamos derivada direccional de f en p respecto a la

direccion v al siguiente limite:

?(p) — lim f(pl +t'U17~-~apn +tvn) - f(ph-'-apn)
v

t—0 t

Decimos que f es diferenciable en p si existe una transformacion lineal dpf : R™ — R tal
que

flp+v) = f(p) —dpf(v)

v=0 [[v]]

=0

Si f es diferenciable en p, definimos el gradiente de f en p como el siguiente vector:

of of

Oz 777 Oy,

Vip) = (5-(p) (p))

Para funciones a R™ los conceptos se traducen a definiciones similares. Sea f : R" — R™,
p = (p1,...,pn) € R™ Podemos escribir f = (f1,..., fm) de tal forma que f; : R - Ry
f(x) = (fi(x),..., fm(z)). Entonces:

» Decimos que [ es diferenciable en p existe una transformacion lineal dpf : R® — R™ tal
que

i d P+ V) = f(p) = dpf(v)

v—0 ]l

= (0,...,0)

= Si f diferenciable en p, definimos la matriz Jacobiana de f en p como la siguiente matriz:
ar®) o g Vi(p)
op) o G2 V fu(p)




Proposiciones:

= Si una funcion f a valores en R es diferenciable en el punto p, entonces es continua en p y
existen todas las derivadas direccionales en dicho punto. Mds adn, d,f(v) = (Vf(p),v)

= Si una funcion f a valores en R™ es diferenciable en p, entonces es continua en el punto p
Y dpf(v) = Jf(p)’l)

= Si f es una funcién a valores en R, sus derivadas parciales existen en un entorno de p y son
continuas en el punto p, entonces f es diferenciable en p.

» Sig:RF 5 R, f:R" = R™, g diferenciable en p y f diferenciable en g(p), entonces f o g
es diferenciable en a y su diferencial cumple do(f 0 g) = dg(a)f odag. En particular, la matriz
Jacobiana es

Jrog(a) = Jp(g(a))Jy(a)

2 2
= Si las derivadas parciales cruzadas 3‘18@ Y % existen en un entorno de p y son continuas
en p, entonces coinciden en p.

Observaciones:

= Las derivadas parciales son casos particulares de derivadas direccionales. Una derivada parcial
segun x; no es mds que la derivada direccional respecto a la direccion del vector canonico e;.

= Podemos interpretar (y caracterizar) al diferencial de f en p como la transformacion lineal
que mejor aproxima el cambio infinitesimal de f en un entorno de p.

s En el caso particular de funciones f : R2 — R diferenciables, el grdfico de dypf esun plano que,
trasladado hasta (p, f(p)), es tangente al grdfico de f. Esto es andlogo a funciones continuas
definidas en R, cuyas derivadas en un punto pueden ser interpretadas como las pendientes
de las rectas tangentes al grdfico de la funcion en dicho punto.

= Una matriz Jacobiana no es mds que la matriz asociada a la transformacion lineal d, f en la
base candnica.

= La ezxistencia de derivadas parciales o derivadas direccionales en un punto no asequran la
diferenciabilidad ni tampoco la continuidad en dicho punto. Esto se verd en este prdctico.



Ejercicio 1

%) — lé) _
gt (e,y) = aae® ™y Gh(a,y) = by" !
2] 4 0
Hay) =2 -y @y =-%+1
0, e

G (e,y) = 20y y Gl (a,y) = Say/?
of

el
or (2,y) = H(Tﬁ)z y %(x,y) = m

af _ 1-y/22® _ of _1/a?
%(xay) = zty/a2 y @(xay) — z+y/x?

o o
8 (2,y) = evcos(x) y %L (z,y) = eVsen(x)

1 siz> |yl 1 siy> |z
a . d .
Para x # y tenemos a—i(m,y) =¢ —1 si —z>y v 8—5(9@,3;) =q¢ —1 si —y>|z|
0 silz| <yl 0 silyl < |zl
. 9 3 P2 3
2 3 of _ ) 2 siat >y of _ 0 siz?>y
Para x* # y° tenemos 5t (z,y) = { 0 sia? <y Y 3y (x,y) = { 32 sia? <y

Para (0,0) se tiene %(0, 0)=0= g—’yc(O, 0)

Ejercicio 2

a)

Ly =y SL(zy) ==

SL@y) =0, 5L(w,y) =0, ZL(w,y) =1= ZL(z,p)
wwy) == g =5=y

Fhay) =3 Fley) = 3 Gy = 0= gf @)

8 (2,) = 2w eos(a? + ), &L (2, 5) = 2y cos(a? + )
%(m,y) = 2cos(z? + y?) — 42 sen(2® + y?), %(x,y) = 2cos(z? + y?) — 4y? sen(z? + y?),

o 2
ayafw (7,y) = —4xy sen(x2 + y2) = awafy (z,y)

Ejercicio 3

0%y

Ox?

= ke K sen(kx)

Ejercicio 4

2)

b)

c)

La funcién f es continua si y sélo si a = 0. Las derivadas direccionales existen en R? \
{(0,0)} para cualquier direccién. En el punto (0,0) (suponiendo a = 0) las unicas derivadas
direccionales que existen son segin (), 0) o segin (0, ), con A € R

La funcién f es continua en todo el plano. Las derivadas direccionales también existen en
todo el plano, para cualquier direccién.

La funcién f es continua salvo en el conjunto {(z,y): y = 0}.

Las derivadas direccionales existen en donde f es continua para cualquier direccién.

En la regién {(z,y) : y =0,z # 0} sdlo existen derivadas direcc. segin (X,0), A € R.

En el punto (0, 0) existen todas las derivadas direccionales.



d) La funcién f es continua si y sélo si a = 0.
En la region {(z,y) : xy # 0} U{(0,0)} existen todas las derivadas direccionales.
En la regién {(z,y) : = =0, y # 0} existen sélo las derivadas direcc. segin (0, ), A € R.
En la regién {(x,y) : = # 0, y = 0} existen sélo las derivadas direcc. segin (X,0), A € R.
e) La funcién f es continua en todo el plano.
En la region {(z,y) : y # 1} U{(0,1)} existen todas las derivadas direccionales.
En la regién {(z,y) : y = 1, = # 0} sblo existen las derivadas direcc. segin (A, 0), A € R.

Veamos en detalle el ejercicio 4c)
La funcién a estudiar es f(x,y) = { zysin(l/z) cos(1/y) 5.2y 70
a sizy =0
= f es continua en todo el plano sii a = 0:
Es claro que f es continua en la regién zy = 0. Luego, observando que si x — 0 o y — 0,
como las funciones sen y cos son acotadas, en cualquiera de estos casos se tiene
zysin(1/xz) cos(1/y) — 0

A partir de aqui suponemos a = 0.

= Las derivadas direccionales existen (en todas direcciones) en la regién xy # 0:

Se tiene que

af . 1

a—(x, y) = ycos(1/y)(sin(1/z) — = cos(1/x))

x x

af 1
5o (@) = wsen(1/2) (cos(1/y) + ~ sen(1/y))
Ambas derivadas parciales son continuas en la regién zy # 0. Por lo tanto f es diferenciable
en esta regién y existen todas las derivadas direccionales.

= Si 2y = 0 no existen todas las derivadas direccionales: Si v = (vy,v2), y 2y =0

of

: 1 1
et tony i) = flay) (@) Fte)sin (x+tvl> . (y+tv2)
——(z,y) = lim = lim
ov t—0 t t—0 t

Si zy = 0 hay tres posibilidades: i) c =y =0,il) 2 =0,y #0 0iii)) z 0,y =0

i) Si z =y =0, para cualquier v se tiene

0 1 1
a—i(m,y) = }1;1)1(1)751}11}2 sin (a) cos (@) =0
ii) Si z =0,y # 0 obtenemos
of ) 1 1
%(x, y) = }5% v1(y + tvg) sin (E) cos (y n t?}g)

Dicho limite existe si y sélo si v; = 0. En caso de existir vale 0

iii) Si # # 0,y = 0 obtenemos

of ) . 1 1
gutey) = fige teasin () eos (5,

Dicho limite existe si y sélo si v = 0. En caso de existir vale 0

Concluimos que en (0,0) existen todas las derivadas direccionales, pero en los puntos con
zy # 0 y alguna de las coordenadas distintas de cero, solo existen derivadas direccionales en
la direccién tal que la funcién sigue valiendo 0.



Ejercicio 5

1 si0<y<a?
0 en otro caso

Claramente la funcién no es continua en (0, 0) pues tiene puntos arbitrariamente cerca de (0, 0)
que valen 1 y 0. Por ejemplo, basta con acercarse a (0,0) por la curva y = 2%/2 y por la curva
y = 0. Sin embargo, veremos que existen (y son nulas) todas las derivadas direccionales:

Sea v = (v1,v2) € R2. Consideramos la recta (tvi,tvs) en R? que pasa por (0,0). Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que vo > 0.

Observamos que si t > 0, voa # 0, v1 # 0y t < 57% entonces tvy > t?v? y por lo tanto
f(tvl,tw) =0

Por otro lado, si t < 0, vo = 0 0 v; = 0, necesariamente f(tvy,tve) = 0. Lo que nos permite
concluir:

Consideramos la funcién f(z,y) = {

af (0 O) h/m f(t'l)l,t'l}g) - f(070)

ov t—0 t =0

Es decir, existen todas las derivadas direccionales en el punto (0, 0)

Ejercicio 6

0 siy<z? 0222<y

Consideramos la funcién f(z,y) = { 2| sia? <y < 22

= Claramente la funcién es continua en (0, 0):

Dado € > 0, [|[(z,y)[| < €= [f(z,y)| <e€

» Existen todas las derivadas parciales en (0,0):

Basta con probar de manera similar al ejercicio anterior, que dado v = (v1,v2), si |t| < § para
cierto 6 > 0 entonces f(tvy, tvy) = 0. Podemos suponer de nuevo que vo > 0 (pues todas las
direcciones estdn contempladas).

Si vi,v2 # 0, t > 0, y tomamos ¢t < § = 3% tenemos que 2t>v} < tvy y por lo tanto
1

f(tvr, tvg) =0
Siv; =0, vy =00t <0 trivialmente f(tvy,tvy) = 0. Aqui podemos tomar cualquier d.

Concluimos que existe 6 > 0 tal que si [t| <, f(tvi,tvs) =0, lo que 1mphca (0 0)=0

= f no es diferenciable en (0, 0):

Razonando por absurdo, de ber f dlferencmble en (0,0), necesariamente su diferencial serfa
Do,0)f(v1,v2) = T('UhUZ) dx £(0,0)v1 + (0 0)vy = 0vy + O0vy =0

Es decir, se deberia cumplir que el 51gulente limite existe y es 0:
f(v1,v2) = f(0,0) — Dg,0) f(v1,02) f(v1,v2)

lim = lim ——==0
(v1,v2)—0 ||(’U17’l)2)H (v1,v2)—0 H(’Ul,vg)”

Sin embargo esto no se cumple, pues basta acercarse al (0,0) por la curva y = %xzz

3
PR Lo I

t—0 /t2—|—9t2 t—0 |t| /1_|_4 /




Ejercicio 7

(z? +y?)sen(L) + e siz#0

1 sizx=0
Estudiaremos continuidad, existencia de derivadas direccionales y diferenciabilidad en los puntos

(0,0), (1,0) y (0,1).

= f es continua en (0,0) y (1,0), pero no lo es en (0,1):

Sea f: R? — R la funcién dada por f(z,y) =

La continuidad en (1,0) es inmediata. La continuidad en (0,0) se deduce del hecho que
(22 + y?) tiende a 0 cuando (z,y) — 0 y que la funcién sen(1/x) es acotada.

Para ver que f no es continua en (0, 1) basta acercarse por una recta horizontal:

3 B V2 2 t _ 71z
}g% fit,1) = %I_E%t sen(1/t) 4+ sen(1/t) + e = %g% sen(1/t) + 1

== lim x,
3g(ﬂf,y)ﬁ(oxl) fey)

= Existen todas las derivadas direccionales en (1,0) y (0,0), y solo las derivadas direccionales
segin (0, A) en (0,1):

Si x # 0 tenemos

g—i(x, y) = 2zsen(l/z) —

2,2
(:U%y) cos(1/x) + ye™

0
—f(a:,y) = 2ysen(1l/x) + xe™?

Ay
Como las derivadas parciales son continuas en la regiéon = ## 0, necesariamente f es diferen-
ciable en esta region. Esto implica que existen todas las derivadas direccionales en la regiéon
x # 0y estdn dadas por

o (o) = (VS o, 02) = 5 (o + 5w ghen

S of f(tvr,y + t2) — £(0.9)
agf _ v,y +tvz) — f(0,y
av (Oa y) - tl}% t
Observamos que si v; = 0 entonces f(0,y + tva) =1 = f(0,y), por lo tanto Vy, Vua se tiene
of
0 =0

Suponiendo que v # 0, la expresion de la derivada parcial es la siguiente:

(0.9) = lim (t203 + y? + 2ytvg + t203) sin(%) + etvrlyttv)
’ t—0 t
i (t20? + y? + 2yt + t202) sin(i) + tvr (y + twg)
t—0 t

2

, Y .1
= }g%(tv% + T + 2yvg + tv3) sm(a) + v1(y + tug)

af
ov

Dicho limite existe si y sélo si y = 0. En este caso:

of

. .1
5 (0,0) = }g%(tv% + tv3) sm(t—) +tvjvg =0

U1

Concluimos que existen todas las derivadas direccionales en (0,0) y ademds son nulas. En el
punto (0,1) sélo existen derivadas direccionales en direccién (0, A).



= f es diferenciable en (1,0) y (0,0), pero no lo es en (0, 1):

Ya vimos en la parte anterior, como consecuencia de la continuidad de las derivadas parciales
en la regién = # 0, que f es diferenciable en (1,0).

Claramente f no es diferenciable en (0, 1) porque alli no existen todas las derivadas direccio-
nales. Veamos que la funcién si es diferenciable en (0, 0).

Como %f((),()) =0= 2—5(0,0) el candidato a diferencial, en el caso de existir, es la trans-

formacion lineal nula. Es decir, queremos probar que el siguiente limite existe y es 0:

i J@v2) = £(0,0) — vy — Ovy
(v1,v2)—(0,0) ||(’U17 UQ)H

Observando que

f(v1,v2) — £(0,0) (e1v2 — 1)
= [[(v1, v2)[| sen(1/v1) + T
[|(v1, v2)l [I(v1, v2)l
Y recordando que e* — 1 ~ u cuando u — 0, concluimos:
f(vla UQ) - f(07 O) — lim V1V2 -0
(v1,02)=0,0)  [[(v1, v2)] (v1,02)=(0,0) ||(v1, v2)|

Para justificar el iltimo limite alcanza con pasar a coordenadas polares.

Ejercicio 8

2 2
No existe tal funcién de clase C?, pues una funcién de esta clase cumple o°f z,Y) = o°f z,y
Ox0y Oyox

Ejercicio 9
24,2 1 :
Consideramos f : R? — R dada por f(x,y) = { (2% +y7) sen (9«’2+y2) " (@) f (

a) Si (z,y) # 0, tenemos

of 1 % 1
%(a:,y) = 2z sen ($2 n y2> T cos (m2 n y2>
of

— (X = sen —
oy Y T 2) T @) T\t

Si (z,y) = (0,0):

%(070) = }%w = }g%tsin(l/t?) =0
%(070) = }%w = %i_r}r(l)tsin(l/t% =0

b) Como las derivadas parciales son continuas en la regién (z,y) # 0, f es diferenciable en dicha
regién. Veamos que también es diferenciable en (0,0) y por lo tanto lo serd en todo el plano.

El candidato a diferencial, es decir, a la transformacién lineal que aproxima a f en (0,0), es
la transformacién nula (pues sus derivadas parciales lo son). Luego:

, f(v1,v2) — £(0,0) , 1
lim = lim 22 4 y2) sen (7) =0
(01,02)=(0,0)  |[(v1,v2)]| (v1,02)—(0,0) ( v) r? +y?

Por lo tanto f es diferenciable en (0, 0)




¢) Si bien f es diferenciable en todo el plano, sus derivadas parciales no son continuas en todo
. . ., .2 5]
R?, es decir, no es de clase C'. Alcanza con ver que en alguna direccién la funcién a—i(m, Y)

no es continua en (0,0):

. Of Y 1 2t 1
lfim 6—(&0) = }gl(l) 2t sen (t—Q) — 5 C08 (t—Q)

t—0 xr
. =2 1
= lim — cos (—)
t—0 t t2

Este limite no existe, por lo tanto %(m, y) no es continua en (0,0).

Ejercicio 10

Consideramos f : R? — R dada por f(z,y) = 23y. Sean a = (0, 0), b = (1,2). Buscamos £ en el
segmento [a, b] tal que D¢ f(b—a) = f(b) — f(a).

El segmento [a, b] son los puntos de la forma tb + (1 — t)a con ¢ € [0,1]. Por lo tanto, podemos
escribir £ = tb + (1 — t)a = (¢, 2t).

Las derivadas parciales de f son %(x,y) =322y y g—z’;(x,y) = 3. Luego

vi©e = (L. 50) - @)

El valor f(b) — f(a) es 132 4+ 0 = 2. Juntando todo obtenemos la siguiente ecuacién:

2= £(b) — f(a) = Def(b—a) = (VF(£), (1,2)) = 68 + 265 = 8¢’

Concluimos que t = (%)1/3. Es decir, § = ((%)1/32(%)1/3)

Ejercicio 11

Consideremos las funciones g1, g2 como las funciones coordenadas de g, es decir gi(p,0) =

peos(8) ¥ g2(p,0) = psen(6).
Aplicando la regla de la cadena se tiene entonces

2oL 0.6) =g (pcos(B), psen() G (p,6) + 5 (poos(6). psen(8) 22 5.6)
=fz(pcos(0), psen(d)) cos(0) + fy,(pcos(d), psen(d)) sen(d)
De manera analoga, se tiene que
2 210.0) =5 (poos(6) psen(6) ot (5,0) + 5 (pos(0), psen(8) S (0,6)

— — Fu(pcos(8), psen(8))psen(8) + f,(pcos(6), psen(8))p cos(6)

Ejercicio 12

o (0,00 = (V1(0,0),0) = ((2,-1), (v1,2)) = 201 — v



Ejercicio 13
De la funcién f definida en el plano se sabe que
» flr,)=a3+a?siz#£0
= f0,y)=y*—2y+1
s fz,l—z)=xsiz#0

a) - %(z, y) sblo se puede calcular en los puntos de la forma (z, 1).
Ademsés %(w, 1) =32% + 2z
g—g(m, y) s6lo se puede calcular en los puntos de la forma (0, y).
Ademas %(0, y) =2y —2

- Por lo tanto el gradiente s6lo se puede calcular en (0,1). Se tiene V f(0,1) = (0,0)
b) Siv=(1,-1), 2L(0,1) = lim,_, LEI=N=TOD — gy, ot =1

¢) No podemos afirmar que f sea diferenciable en ningtin punto del plano, pues no conocemos
cudnto vale f en ningtin abierto (y la diferenciabilidad en un punto es una propiedad que
depende del valor de f en un entorno abierto del punto).

Sin embargo, s{ podemos afirmar que f no es diferenciable en (0, 1), pues se tiene

(VF0.1),(, 1)) =0#1= 57"

(0,1)
Ejercicio 14

De la ecuacién (Vf(0,0),(1,1)) = %(070) se deduce %(070) =1
Ejercicio 15

a) J¢(0,0) = Vf(0,0) = (5,-1)

63 63 63
b) Jf(o,1,2):< LS )

e27r 627r
c) Jp(m,—m) = —2 51
0 1%

d) Va e RP, Jf(a) = A

e) Si h(z,y) = (h1(z,y), ha(z,9)) v 9(z,y) = (91(,y), g2(x,y)) se tiene

S (z,y) G (x,y)

@(z 992

' 7y) C (‘T7y)
Jf(fﬂ,y) = (hl(x,y),hQ(z,y),gl(l',y),QQ(x,y)> %(ﬂf y) %(Jﬁ y)

Ox ) dy )

G2 (x,y) G2 (x,y)

Ejercicio 16

Este ejercicio es mecdnico. Hay que calcular derivadas parciales y ordenarlas en matrices (ma-
trices Jacobianas). Para calcular la matriz Jacobiana de una composicién f o g hay dos caminos:
Una forma es calcular la matriz Jacobiana de la expresién que se consigue al componer f y g. Otra
forma es multiplicar las matrices Jacobianas de f y g, pues Jgoq(a) = J¢(g(a))Jy(a)



Ejercicio 17

Recordamos que si f : R?> — R diferenciable, el plano tangente al grifico de f en el punto
(p1,p2, f(p)) estd dado por

(o) = J0) + S B~ 1) + () 1)

a) zp(z,y) =4+8(y—1)
b) z(z,y) = —5(z —m) +2(y — 7/2)
c) zp(zy)=2+e+(2+2e)(z—1)+2+e)(y—1)

Ejercicio 18

Sea h : R — R diferenciable (derivable). Definimos f(z,y) = yh(y/x). Veamos que todos los
planos tangentes del grafico de f tienen un punto comin: el punto (0,0, 0)
Tenemos que

2
Y Y
Vixy) = (- ﬁh’(y/w), h(y/x) + ;h/(y/m))
Si (a1,az) es un punto de R? con a; # 0, el plano tangente del grafico de f correspondiente a

este punto es el siguiente:

2

“al(e,y) = aah(afar) + (o = ar) (= ZH (a2/ar) ) + (= a2) (e /on) + W (aa/ar))

— o= S anfa) + oy (hlaafar) + 20 (ar /)

Observar que independientemente del punto a, z,(0,0) = 0. Esto implica que Ya € R? con
a1 # 0, se tiene que (0,0,2,(0,0)) = (0,0,0) es un punto del plano tangente al grafico de f
correspondiente a a. Es decir, (0,0,0) es un punto comin a todos los planos tangentes.

Ejercicios opcinales

Ejercicio 19

La idea del siguiente ejercicio es pensar a las superficies que se mencionan, localmente, como el
grafico de una funcién diferenciable.
Recordamos expresiones que definen las superficies del ejercicio:

» Esfera: {(z,y,2) 1 2? +y* + 2% = 1}
= Cono: {(z,y,2) : 2% +y? = 2%}

= Cilindro: {(z,y,2) : y?> + 22 =1}

= Paraboloide: {(z,y,2) : 22 + y* = z}

a) Si 22 + y? + 22 = 1, necesariamente alguna coordenada no es 0. Suponemos z # 0. Luego
p=4f(ey) = +/1-a2 —

Si también suponemos z > 0, basta con hallar el plano tangente al grafico de f en el punto
p = (p1,p2). Por lo tanto, bajo estas suposiciones tenemos

D1 D2
zp(2,y) = /1 —pi —p5 — m(xﬁm) - m(y*m)

10



Observamos que podemos expresar esto de la siguiente forma: los puntos del plano tangente
a (p1,p2,p3) con p3 = f(p) = /1 — p? — p3 son aquellos tales que

<(9U —P1,Y — D2, 2 —p3)7 (p1,p2,p3)> =0

Que es lo esperado, es decir, el plano tangente en p es el plano perpendicular al vector
(p1,p2,p3) que contiene a (p1, pa, p3).

En el caso z = 0, basta considerar una funcién z(y, z) = f(y, 2) o y(z, z) = f(z,z) y repetir
el procedimiento.

Si 22 +y? = 22 y 2 # 0, consideramos z = £f(z,y) = £/22 + 32 (en z = 0 no existe un
plano tangente). Hallemos el plano tangente del grafico de f en (p1,p2).

Siz>0:

D1 P2
2p(x,y) = \/P} + P53+ ———= (. — 1) + ———=(y — p2)
g VDI + 3 VD1 + 3

Si (p1,p2,p3) = (p1,pe, f(p1,p2)), €l plano tangente son los puntos del espacio que cumplen
lo siguiente
(( —p1,y — p2.2 = p3), (p1,p2, —p3)) = 0

Si y%2 + 22 = 1, consideramos z = +f(x,y) = £1/1 —y2. Hallemos el plano tangente del
grafico de f en (p1,p2).
Siz>0:

zp(x,y) =/1-p3 — \/%(y —p2)
— D3

Si (p1,p2,p3) = (p1,pe, f(p1,p2)), €l plano tangente son los puntos del espacio que cumplen
lo siguiente
(( —p1,y = p2,2 — p3), (0,p2,p3)) = 0

Si 22 + y? = z, consideramos z = f(z,y) = 22 + y2. Hallemos el plano tangente del grafico
de f en (p1,p2).
zp(,y) = P+ p3 + 201 (2 — p1) + 2p2(y — p2)

Si (p1,p2,ps3) = (p1,p2, f(p1,p2)), €l plano tangente son los puntos del espacio que cumplen
lo siguiente
<(J,‘ — D1,y — D2, _p3)7 (2p17 2p2a _1)> =0

Ejercicio 20

Despejando la temperatura de la ecuacion de Van de Waals obtenemos

T(V,P) = T;%(P-l—r‘fg)(V—nb)

Por lo tanto, derivando segin el volumen obtenemos

oT 1 [ —2n?a n2a —n2aV 4+ 2n3ab + PV3
av VP =R ( ys (Vomb) Pt ) WRV?
Haciendo lo mismo pero segun la presién obtenemos
or 1 n%a n?a(V — nb)
T WP = — (V) = 22N )
ap\V D) = gy (Vo nd) nRV2
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Ejercicio 21

Observando la grafica, sinos paramos en J y nos movemos paralelo al eje 0& vemos que la
funcién f es creciente, por lo tanto f,(J) > 0. Andlogamente si nos movemos paralelo al eje 0y
vemos que la funcién f es decreciente, por lo tanto fy,(J) < 0.

Ejercicio 22

(a) u = sen(kx)cos(akt), por lo tanto tenemos u; = —sen(kxz)aksen(akt) y por consiguiente
uy = —a’k?sen(kz) cos(akt). Andlogamente u,, = —k? sen(kx) cos(akt).

(b) u = (z — at)’ + (z + at)®, por lo tanto u; = —6a(x — at)® + 6a(z + at)® y entonces se tiene
ug = 30a?(z — at)* + 30a?(x + at)?. Andlogamente u,, = 30(z — at)* + 30(x + at)?

2 2 2
a‘t+x 1 2z
(¢) u = —5——, por lo tanto tenemos u; = — = - - , se
a2 _ 32 (a%2 — 22)2 a2t — 72 (a2 — 12)2
2a%t 8az?t
sigue entonces que Uy = 5 ——5> .
(a?t? — 22?) (a?t? — 22)3

ot 8x2t
(a2t2 _ $2)2 (a2t2 _ 112)3

Anélogamente ., =

Ejercicio 23

a) Si T : R™ — R es lineal, entonces T'(x) = Az para una matriz A € M,x1(R). Por ejercicio
15d), sabemos que Jr(z) = VT(x) = Ax

b) Sea A € M,»x,(R) y Q:R"™ — R tal que Q(z) = 27 Az. Buscamos escribir @(aj)

ox;
a1,1 . a1,n
Escribimos A como A = : : = (@i )i j=1-
Gn,1 An,n
Entonces Q(x1,...,2,) = szzl a; jxiz;. Luego:

n n
= E ak’jiEj'F E Qi T4
Jj=1 =1

Para ahorrar subindices podemos escribir a la derivada parcial como
n n
oQ
——(2) =Y apmi+ Y ainwi
8£Ck - ,
i=1 =1

Observar que Z?:l kT y Z?Zl a; x; son las coordenadas k-ésimas de los vectores Az y
2T A respectivamente. Esto implica que VQ(z) = Az + 2T A.

Por tltimo, si A es simétrica, a; ; = a;,. Esto implica 27 A = Az, por lo tanto

8 n
a—i(x) = 2;%” y  Jolx) =VQ(x) =2Ax

¢) SiT :R™ — R" lineal, entonces existe A € M,,«,,(R) tal que T(x) = Az. Por dltimo, observar
que f(x) = (x,T(z)) = T Az. Por lo visto en el inciso b), se tiene que

a n n
Ji(x) =V f(r) = Az + " A y a*i(x) = Zak,ixi + Zai,kﬂfi
i=1 i=1
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