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Solucién Practico 7 - Funciones de varias variables: representaciones graficas, limites
y continuidad

FEn este documento se presentan las soluciones a los ejercicios del practico, algunos de ellos con

desarrollo a modo de guia para resolver el resto.

Ejercicio 1

a) Sia<0,C, =10
Sia>0,Co={(z,9): |l(z,9)ll = Va}
b) Sia=0,C, ={(z,y) : x = Ly}
Sia>0,C, ={(z,y): y==+vz?—a}.
Sia<0,C, ={(z,y): v==x\y>+a}.
c) Sia<0,C,=10
Sia>0,C,={(z,y): x==x\a}
d) SiaeR, C, ={(z,y) : 2 #0, y=azx}.
e) Sia=0,Co={(z,y): =0}U{(z,y): y
Sia#oaca:{(xay): y:%}
£) Sia<0,Cy=0
Sia=0,C, ={(z,y): =0, y <0}
Sia>0,Co={(z,y): y=2*? y=atU{(z,y):
g) Sia<0,C, =0
Sia=0,Co={(z,y): =0, y <0}
Sia>0,Co={(z,y): y>2®> -z, y=a—z}U{(z,y):

Veamos en detalle el ejercicio 1g):

Estudiaremos los conjuntos de nivel de la funcién f(z,y) = max{z?, x + y}.

Lo primero a observar es que la funcién devuelve valores no negativos. Esto implica inmediata-
mente que si a < 0 entonces Cy = ().

Luego, veamos en qué regién del plano f(z,y) = 22 y en qué regién f(z,y) = = + y:

Por lo tanto podemos escribir a la funcién f como

=0}

y< 2?3, @ =+ /a).

y<a®—u, x=+/a}.

x22x+y<:>x2—x2y

2

f(ﬂzy):{ !

x+y

sinxQ—x
siy>ax2—2x

Luego, dado a > 0 y (z,y) tal que f(z,y) = a, tenemos:
Siy<a?-—ua flr,y) =a+s= 21 =a+=1r=+a
Siy>a? -z, flr,y) =a<s=r+y=a<=y=a—=x

Concluimos que C, = {(z,y) :

Observar que en el caso a = 0 se tiene que:

{(z,y):

y>a?—z, y=—x} =0, {(z,y):

y>a?—z, y=a—axyU{(z,y):

y<a?—z, 2 =+V0} ={(z,y):

nyQ_xa x:i\/&}

r=0, y <0}



Ejercicio 2
a) Dominio D = {(z,y,2) : © —y — z # 0}. Es decir, R* menos un plano.

Co ={(z,y,2) : ((z,y,2),(a—1,—a,—a)) = 0}. Esto es un plano con normal (a — 1, —a, —a)
que pasa por el (0,0,0)

b) Dominio D = R3
Siae|0,1], Co ={(x,y,2): ||(z,y,2)||* € sen~1(a)}
Sia¢[0,1],C,=10
¢) Dominio D = {(z,y,2) : ||(z,y,z2|| # 1}
Sia=0,Co={(z,y,2): |[(z,y, 2l #1, ((2,9,2),(1,1,1)) = 0}.
Sia#0,C, = {(:c,y,z) sz, y, 2]| # 1 d((x,y,z),(;—;,g—;7;—;)) = \/@}. Escrito de

forma més compacta C, = DN 83((5—;, g—;, g—;), 4‘ii;r3)

d) DominioD:R2\<{(m,y): =0,y >0}U{(z,y): yzO,xZO})
Sia=1,Ci={(z,y) €D: y=0,z<0}U{(z,y) €eD: =0,y <0}
Sta#1,Co={(r,y)eD: y>z, y=(a—r}u{(z,y) €D: x>y, y= "5}

Veamos en detalle el ejercicio 2c)

Estudiaremos dominio y conjuntos de nivel de la funcién: f(x,y,z) = %

Primero vemos que la funcién estd definida en todo R? salvo donde el denominador se anula.
Es decir, D = {(z,y,2) : ||(z,y,2|| # 1}.

Ahora buscamos los puntos tales que van a parar a 0 por f:
fxy,2) =0=z+y+z=0<=((2,9,2),(1,1,1)) =0
Por lo tanto Co = {(z,9,2) : [[(z,y,2[| # 1, {(z,9,2),(1,1,1)) = 0}.

Por dltimo buscamos los puntos tales que van a parar a a por f con a # O:

rT+y+z
1 — (22 +y% + 2?)

f(x,y,2) =a+= —a<=rt+y+tztar+ay’+az’ —a=0

=’ +afat+y’+ylat+z/a=1

1.2 1.2 1.2 31
=@ - (- - _L)HZ’_M
Ty, 2 2a’ 24’ 2a T 4a?

= d((z,y,2),(~1/2a,-1/2a,—-1/2a)) = \/T

Concluimos que si a # 0,

-1 -1 ;1)) 4a2—|—3}
2¢" 2a’ 2a’ 4a?

Ca={(@u.2): @,y 2l # 1, d((@,9.2),(



Ejercicio 3
a) Dominio D = R?\ {(0,0)}
Sia<0,C,=0
Sia>0,C0={(wy) eD: @yl =1}

b) Dominio D = {(x,y) : (x,y) a (0’0), ||(x,y)|| < 1}

SiaeR, Co={(z,y) € D: ||(z,9)]]? = 1=}

¢) Dominio D = R?
Sia<1,C, =0
Sia> 1,y definimos +b = +log(a + va2 — 1) = £ cosh™'(a), entonces
Co={(z.9): 2 =+V/@+ B U{(x.y): y=+Va" +1}

d) Dominio D = {(z,y) : y # 0, y##ﬁrﬂ)conneZ}
Si arctg : R — (—7/2,7/2). Entonces
Sia:O,C’oz{(:lc,y)ED::zczO}u{(gc,y)ED:@/:%7 n#0, neZ}
Sia#0,C, ={(z,y)€D:y=

arc tgg(va)—i-nﬂ' }

e) Dominio D = {(z,y): y#0, 0<z <gy}tU{(z,y): v#0, y <z <0}
Si arccos : [—1,1] — [0, 7], entonces:
Siae[0,7/2], Co={(z,y) € D: z=ycos(a)?}
Sia¢[0,7/2],Co=0

f) Siarctg: R — (—7/2,7/2), el dominio de f es D = {(z,y) : y # 0}
Sia=0,Co={(z,y) €D: =0}
Sia#0,a€(n/2,7/2), Ca={(z,y) €D: y= 25}
Sia¢ (n/2,7/2), Ca =10

g) Se define a® como €*1°8(%) para a > 0, b € R. Luego el dominio de f es D = {(z,y) : = > 0}
Sia<0,C,=0
Sta=1,Cr={(z,y)€eD: y=0tU{(z,y) €D: z=1}

Si0<a<l,Ch={(wy) eD:w<l, y=1+,/1224}
Sil<a, Co={(z,y)eD:x>1, y=+ 533523}




Ejercicio 4

Sea f:U — R con U = Bj((0,0)) € R% Definimos g : V — R para V = (0, R) x [0,27) como
g(r,0) = f(rcos(d),rsen(d))

a)

c)

Probemos lo siguiente:

( %im(o 0 f(z,y) =L <= VYe>036 > 0tal queV (r,0) € (0,9)%[0,27) se tiene |g(r,§)—L| < €
aj7y - ’

Demostracion. Veamos que simplemente la conclusién es la traduccién de la definicién de
limite de f para las nuevas variables:

( %im(o 0 flz,y) =L <= VYe>036 > 0tal queV (z,y) € B((0,0),9), se tiene |f(z,y)—L| < €
aj7y — ’

Observando que si (z,y) = (rcos(6), rsen(d)), se tiene

(x,y) € Bé((ovo)) — (7‘,9) € (Oad) X [0,2’/T)

Vemos que escribiendo las variables con su escritura en polares y sustituyendo la condicién
de cercania al (0,0) por su equivalente en términos de (r, ) se concluye la tesis.

O
Veamos que, si definimos para 6 € [0,27) go(r) = g(r, 8), se tiene

Iim f(r,y) =L=V0e€[0,2mr) lim go(r)=1L

(z,y)—(0,0) r—0+

Demostracién. Fijamos 0 € [0, 2r). Por parte a) sabemos que

Ve>036>0tal queV (r,0) € (0,9) x [0,27) se tiene |g(r,0) — L| < e. En particular, para
el dngulo € obtenemos que, dado € > 0 y tomando dicho é > 0, se cumple

Vre(0,0) |gp(r) — L <e

Esto es exactamente la definicion de limite para g; con r — 0. O

Observacion: Al dejar fijo un dngulo 6 y dejar variar r, lo que estamos haciendo es movernos
por una recta cuyo dngulo con el eje y es 6. Al calcular el limite cuando r — 0 simplemente
estamos calculando un limite direccional, cuya direccion es justamente la definida por el
dngulo fijo. En otras palabras, este ejercicio prueba que si el limite de f existe en (0,0) este
coincide con todos sus limites direccionales en (0,0).

i) Si f(z,y) = \/a:;CTy’-” g(r,0) = cos(0)

Observamos que lim,._,o+ go(r) = cos(6). Por lo tanto, por ejercicio b), no puede existir
un limite L para f en (0,0).
SR, x siz#0 sen(#)/ cos(f) sircos(f) #0
ii) Si f(z,y) = { g/ 7 entonces gg(r) = { 0 (0)/ cos(0) s rcosgﬂg i 0
sen(6)/cos(f) si@#£w/2y 60 #3n/2
0 sif =m/20 60 =3r/2
De nuevo, como dicho limite depende del d4ngulo €, por parte b) concluimos que no existe
el limite de f en (0,0).

six=0"

Fijado 6 tenemos que lim, _,q+ gg(r) = {



_— 1 si0<y<a?
iii) Si f(z,y) = { 0 en otro caso

Fijado 6 tal que sen(f) > 0, existe R tal que Vr € (0, R) se tiene que 7 cos?(6) < sen(6)
y por lo tanto para esos r go(r) = 0 (basta tomar R = sen(6)/2 ). Esto implica que

1 si0<sen(d) <rcos?()
, entonces go(r) = 0 en otro caso

VOel0,2r) lm go(r)=0
r—0t
Es decir, todos los limites direccionales existen y dan 0. Sin embargo, veremos que no
existe el limite de f en (0,0).

Consideramos puntos de la forma (x, % ) con x > 0. Dichos puntos estan arbitrariamente

cerca del punto (0,0) y caen sobre la curva y = % < 22. Esto tltimo implica que

f(z, 22) =1 para z > 0. Luego:
lim f(z,2?/2) =1
z—0t
Por otro lado si consideramos puntos de la forma (x,0) se tiene f(z,0) =0y
1 ,00=0

Es decir, hay puntos tan cercanos de (0,0) como queramos que valgan 1 o 0. Por lo tanto
no puede existir el limite de f en (0,0).

d) La prueba es el contraejemplo trabajado en c)iii).

e) Si f(rcos(),rsen(d)) = g(r,8) = h(r)k(6) donde k es una funcién acotada y h(r) =20, ),
probemos que hm(z ¥)=(0,0) f(z,y) =0.

Demostracion. Sea e >y sea M > 0 cota superior de |k(#)|. Como h(r) 29 0 tenemos que,
dado ¢’ existe § > 0 tal que Vr € (0,6) |h(r)] < €.

Tomando € = e¢/M obtenemos que

Y(r,0) € (0,8) x [0,27) se tiene |h(r)k(0)| < |h(r)|M < M(e/M) =€

Por parte a) de este ejercicio se cocluye que lim, ) 0,0y f(2,%) = 0.

£) i) Sif(x,y) = 2+u2’ g(r,0) = rcos?(0)sen(). Por parte e) lim (g, y)—(0,0) f (2, y) = 0.

i) Si f(z,y) = \/a:m;szﬁ’ g(r,0) = rcos(f)sen(f). De nuevo por parte e) se concluye

lim ;. ) (0,0) f(2,9) = 0.

Ejercicio 5
a) Basta observar que lim,_,o f(z,0) =1 y lim,_, f(0,y) = —1

b) Pasando a polares observamos que el limite direccional depende del éngulo 6.

Concretamente lim,_,o+ go(r) = 2 cos®(6) sen ().

¢) Basta observar que lim, o f(2,0) = 0y lim, o f(2,2? —2) = —1



Ejercicio 6
a) Sean f,g: U CR™ — R. Sea p € U. Supongamos g acotada en B(p, R) C U y lim,_,, f(x) =
0. Entonces lim,_,, f(z)g(x) =0

Demostracion. Sea € > 0y sea M > 0 tal que Vo € B(p, R) |g(z)] < M.
Por definicién de limite Ve’ > 0 3§ > 0 Vz € B(p,d) |f(z)]| < €.

Tomando € = ¢/M tenemos que

Va € B(p,9) [f(x)g(x)] < |f(z)|M < Me/M =€
Es decir, lim,_,, f(x)g(z) =0 O

b) i) f(z,y) = xsen(ﬁ). Como h(z,y) ==z =920, y la funcidén sen(t) esta acotada, se

deduce que lim, )0 f(z,y) =0

i) f(x,y) = % La funcién g(x,y) = mgyi;ﬁ cumple 0 < g(x,y) < 1 (es decir, estd aco-
tada). Como x — 0, se deduce lim(, ,y_,o f(z,y) = 0.

e 3
i) f(2,y) = 0

Observar que z2/2 + y*/2 — (2 — y?)? = zy?. Por lo que
—2%/2 =y /2 < xy? < 2?2+ y)2

IyZ

Esto implica que | e

< 1/2. Luego por parte a) lim, o f(2,y) =0

Ejercicio 7

a) El limite existe y es 3
sen(1)

b) El limite existe y es Trie(D)

¢) El limite no existe (basta acercarse por (z,0,0) y por (0,0, 2)

Ejercicio 8

a) El limite es —2

b) El limite es 0 (recordar que 1 — 2 < log(z) <z ).

El limite es 2 (dividir numerador y denominador por (z — %))

c 2

d) El limite es 0 (pasar a polares)
e) El limite no existe (recordar e* — 1 ~ u cuando u — 0)

)
)
)
)
)
)

f) El limite es 1 (recordar log(1 + u) ~ u cuando u — 0)



Ejercicio 9

. - az+y+by?
Consideramos f(x,y) = Son(y) Tloa(ITa) Con @, beR.
a) Buscamos a y b para que todos los limites direccionales coincidan en (0,0). Primero observa-
mos que si nos acercamos por la direccion de la recta y = max, obtenemos que

) . (m*)az? + (a+m)x ) 2(bm?)x + (a +m)
lim f(z,mz) = lim = lim
=0 2—0 sen(mx) +log(1 +x)  «=0 mcos(mz) + (1/(1 + z))

Sim # —1, el limite anterior vale ‘113:2 Como esto no debe depender de m para que todos

los limites direccionales coincidan, necesariamente a = 1.

Si m = —1, el limite solo existe si a = —m = 1. Como vimos a tiene que ser 1 y por lo
tanto existe el limite. La fundamentacién de esta existencia y su cédlculo se debe a la regla de
L’Hopital:
2(bm?
lim ( ) =—-2b

2—0 —m?sen(ma) — (1/(1 + z)?)

Si nos acercamos por la recta x = 0 obtenemos

’ . bty
;13% f(0,y) = ;IE% sen(y)

Necesitamos que todos estos limites coincidan. Por lo tanto los limites direccionales coinciden
1

siysolosia=1yb=—3.

2

b) Tenemos que f(x,y) = m Como vimos, cualquier limite direccional de f en (0, 0)
vale 1.
Consideramos la curva . = —y + % (que pasa por el (0,0)). Entonces

1f — 2/2.y) =
ylgg)f( y+y°/2,y) =0

Esto implica que no existe el limite de f en (0,0) pues existen limites por caminos (curvas)
que difieren.

Ejercicio 10
Estudiaremos segin « y 3 la existencia del siguiente limite:

tm  fry) = i o’
1m T,Y) = 1m —_——
(x,y)—(0,0) V= )00 22 + 7y + 12

Traduciendo la funcion f a coordenadas polares obtenemos
01r) = (sess12) (L7050
1+ cos(6) sen(f)
Observamos lo siguiente:

= Si a+ 5 <2 entonces ﬂll’m(w,y)_)(op):

Esto es consecuencia del ejercicio 4, pues no puede existir L € R que cumpla la definiciéon de
limite traducida a polares: Ve > 0 36 > 0 tal que V(r,0) € (0,6) x [0,27) |g(r,0) — L] < e.

Si a4+ B < 2 existe 6 tal que lim,_,o go(r) = 400, y si a+ 8 = 2 lim,_,q go(r) depende de 6.



» Sia+3>2,a>0y >0 entonces lim, ;) (0,0) = 0:

cos® (0) sen” ()

m esta acotada.

Basta con observar que h(r) = r(®*#)=2 tiende a 0 y k(8) =

= Si o+ > 2 pero alguno de estos valores es negativo, entonces ﬂlim(%y)_)(omz
Supongamos § < 0 < 2 < « (el otro caso es andlogo).

Consideramos la curva y = ] que pasa por (0,0). Si calculamos el limite de f sobre este
camino cuando z tiende a 0 obtenemos

’ = 2
m f(z,z77) = = 5o = 100
r—0t .,L.2 _;'_.,L,Tﬂ“rl _’_$,
Por otro lado si consideramos la curva y = z, obtenemos
2

x
lim f(x,x)= (m‘”ﬁ_Q) — =0
0+ f(@,z) z2 + 22 + 22

Pues z%TP~2 tiende a 0.

Concluimos que el limite de f en (0,0) existe siy solosia >0, 5>0y (a4 3) > 2

Ejercicio 11
a) La funcién f es continua en R? (observar que % es acotada).

b) La funcién f es continua en R?\ {(z,y) : y = 0} (basta acercarse por rectas a los puntos de
la forma (a,0)).

¢) La funcién f es continua en R? \ {(x,y) : # =0, y # 1} (ver qué pasa si nos acercamos por
las regiones x < 0y > 0 a un punto (0,b))

Veamos con mds detalle el ejercicio 11c)
Queremos determinar en qué puntos del plano es continua la siguiente funcién:

> +2y—1 siz>0
f(x,y)—{ 32 + y? siz<0

= f es continua en las regiones z < 0y z > 0:

Dichas regiones son abiertos del plano. Por lo tanto, si un punto estd en alguna de estas
regiones, admite una bola abierta contenida en esa region. Observar que f restricto a esa
bola es un polinomio. Como la continuidad es una propiedad local y los polinomios son
continuos, se deduce que f es continua en estas regiones.

= f no es continua en la recta x = 0 salvo el punto (0, 1):

Fijamos un punto (0, b) del plano y U un entorno del punto (pensemos en una bola de radio
9). Observar que U = Uy UU_ donde Uy = U N{(z,y) : 2 >0} yU_ =UN{(z,y): x < 0}
son conjuntos no vacios. Luego, f restricto a U, es 22+ 2y —1y f restricto a U_ es 322 + 2.

De hecho esos polinomios son continuos en todo el plano, por lo que podemos afirmar que si
nos acercamos al punto (0,b) por Uy, f(z,y) tenderd a 2b — 1, y si nos acercamos por U_
tenderd a b2.

Es decir, formalmente podemos encontrar un d-entorno del punto tal que los puntos evaluados
de U, estén a menos de € de 2b — 1 y los puntos evaluados de U_ estén a menos de ¢ de b2

Por lo tanto, f serd continua en (0,b) si y solo si b = 2b — 1. Esto ocurre si y solo si b = 1

Concluimos que f es continua en R?\ {(z,y): =0, y # 1}



Ejercicio 12

Las funciones de este ejercicio estdn definidas en R? \ {(0,0)} y claramente son continuas alli.
Estudiamos posibles extensiones continuas a todo el plano.

a) La funcién f se extiende de forma continua a todo el plano.
Una forma de probarlo es pasar a polares y usar ejercicio 4a). Otro camino es usar directa-
mente la siguiente equivalencia: sen(t) ~ ¢t cuando ¢t — 0.

b) La funcién f se extiende de forma continua a todo el plano.

Basta con traducir la funcién a polares y usar ejercicio 4e).

¢) La funcién f se extiende de forma continua a todo el plano.

Aqui también podemos utilizar la equivalencia sen(t) ~ ¢t cuando ¢ — 0 y luego pasar a
polares para usar ejercicio 4e).

Ejercicio 13

Si ¢ : R — R funcién derivable con derivada continua, definimos

eW=e@) o o
f(x,y):{ e : fy
¢’ () siz =y

Veamos que f es continua en todo el plano.

Demostracion. Es claro que f es continua en el abierto {(z,y) :  # y}, pues en esta regién f es la
composicion de funciones continuas. Por lo tanto basta corroborar que para los puntos de la forma
r =y, digamos el punto (a, a), se verifica lim, ) (a.q) = f(a,a) = ¢'(a)

Fijamos € > 0. Como ¢ y ¢’ son continuas, existe un é > 0 tal que para todo ¢ que cumpla
[t —al <4, se verifica |p(t) — p(a)] < ey |¢'(t) — ¢'(a)] <e.

Adem4s, por teorema de valor medio, sabemos que % = ¢'(c) para algin ¢ € (z,y) C R.

Por lo tanto, si ||(z,y) — (a,a)|| < & (en particular (z —a) < d y (y —a) < d), se tiene que

» |¢'(z) —¥'(a)] < e

o 2B i (a)| = | (c) — ¢'(a)] < € (pues ¢ € (a — §,a + J)).

y—

Concluyendo que si ||($,y) (a,a)|| < § se verifica |f(z,y) — f(a,a)| < e.
Es decir, lim(, ,_, = f(a,a) = ¢'(a).

Ejercicio 14
Consideramos f : (0,+00) x [0,27) — R?\ {(0,0)} definida por

f(p> 9) = (f1<p7 9)7 f2(p7 9)) = (pcos(@),psen(@))

a) e f es continua:
Basta con ver que f; y f2 son continuas, lo cual se cumple trivialmente por ser producto
de funciones continuas.
e f es inyectiva:
Observamos que ||f(p,0)|| = p. Luego, si f(p,0) = f(n,¢) necesariamente p= n y
(cos(),sen(d)) = (cos(p),sen(y)). Recordando que 6, ¢ € [0,27) la dltima igualdad se
da siy solosif =y



e f es sobreyectiva:
Definimos las funciones radio y argumento como

{ R:R? - R con R(z,y) = /22 + 42

arg :R?\ {(0,0)} — [0,27) con arg(x,y) = éngulo formado con eje x

Concretamente podemos definir a arg(z,y) en términos de arctg : R — (—7/2,7/2) de
la siguiente forma:

-Si z > 0,y > 0, definimos arg(z,y) = arctg(y/z)

-Siz >0,y < 0, definimos arg(z,y) = arctg(y/x) + 27

-Si 2 < 0, definimos arg(z,y) = arctg(y/x) + 7

SSiz =0,y >0, arg(x,y) = /2

-Six =0,y <0, arg(z,y) = 37/2

Luego, basta verificar que dado (z,y) # (0,0), se tiene que (z,y) = f(R(x,y), arg(z,y))

y por lo tanto f sobreyectiva Para verificar dicha igualdad es 1til recordar que tg(f) =
sen(f)/ cos(6).

Se concluye que f es continua y biyectiva.

Si consideramos p = r fijo (constante), se tiene que f(r,0) = r(cos(d),sen(d)) es una para-
metrizacién de una circunferencia de centro (0,0) y radio r. Esto es consecuencia inmediata
de que f sea biyectiva y que |f(p,0)| = p.

Por otro lado, si consideramos a § = « constante, se tiene que f(p,a) = p(cos(a),sen(a)).
Esto es simplemente una semirrecta con origen en (0,0) (el (0,0) no estd en la semirrecta) y
direccién v, = (cos(a), sen(a)).

Consideramos la funcién radio antes definida restricta al conjunto R? \ {(0,0)} y también la
llamamos R. Queremos probar que la funcién g : R?\ {(0,0)} — (0,+00) x [0,27) dada por
g(x,y) = (R(x,y),arg(z,y)) es la funcién inversa de f y estudiar su continuidad.

e Es inversa:
En la parte a) se prueba que fog(z,y) = f(R(z,y),arg(z,y)) = (x,y). Por lo tanto, para
ver que es inversa siplemente basta corroborar que g o f(p,0) = g(pcos(9), psen(8)) =
(p,0). Esto de nuevo es sencillo de escribir teniendo en cuenta que tg = sen / cos.

e Es continua salvo para los dngulos 6 = 0:

Es claro que R(z,y) es continua. En los puntos con z # 0 y 6 # 0 también es claro que
arg(z,y) es continua (pues lo es arctg(y/x)). Para ver la continuidad en los puntos de
la forma (0, a) hacemos lo siguiente:

Primero recordamos que las funciones arctg y tg definidas para dngulos entre —m/2 y
7 /2 son mondtonas crecientes.

Fijamos ¢ > 0. Consideramos B((0,a),d) con § chico. Sin pérdida de generalidad supo-
nemos que a > 0 (el otro caso es andlogo). Observamos que (z,y) € B((0,a),d) = y # 0.
M4s atin se tiene que para los puntos de esa bola, si z > 0, y/z > (a—9)/d. Y si z < 0,
y/z < (8- a)/5

Dado zy =tg(m/2 —€) > 0y 2o = tg(—n/2+¢€) < 0 existe ¢’ > 0 tal que [(0' —a)/d'| =
[(a—0")/d8"| > |z1| = |22]. Tomamos 6 = min{d’, a/2}. Luego tenemos que por monotonia

larctg((a — 6)/) — m/2| < |arctg(z1) —7/2| =€ y
larctg((6d — a)/d) — (—7/2)| < |arctg(z1) — (—7/2)| =€

Por lo que si (z,y) € B((0,a),d) con = > 0 se tiene también por monotonia:

larg(z,y) — arg(0,a)| = |arctg(y/z) — (7/2)]
< larctg((a—0)/8) — (7/2)] <€
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Y si (z,y) € B((0,a),0) con z < 0 se tiene

larg(z,y) — arg(0,a)| = |arctg(y/z) +m — (7/2)]
< larctg((6 —a)/8) + 7 — (7/2)| = |arctg((6 — a)/d) — (—7/2)| < €

Es decir, si (z,y) € B((0,a),0), |arg(z,y) — arg(0,a)| < e. Por lo que la funcién argu-
mento es continua en (0, a).

e g no es continua en {(z,y) : y =0,z > 0}:
Aqui falla la continuidad de la funcién argumento. Simplemente basta con ver que si
consideramos (a,0) (cuyo argumento es 0), se tiene que arg(a,—b) € (37/2,27) con
b > 0 cualquiera.

Conclufmos en que g = f~! pero f~! no es continua en todo su dominio (sin embargo sf es
continua en R? \ {(z,y) : y = 0,2 > 0} ).

Observaciones:

-Para responder la wltima prequnta del ejercicio solo basta con probar que f~' no es continua
en un punto. Sin embargo es util saber que f~1 si es continua en la mayor parte de su dominio.

-St una funcion f es continua, invertible, y su inversa es continua, decimos que f es un
homeomorfismo. En este caso, si nos restringimos a una region del plano que no contenga a
{(z,y) : y =0,z > 0} se tiene que la restriccion de f a esta regidn es un homeomorfismo.

Ejercicio 15

(a)

Sea f : R™ — R™ una funcién continua y A C R™ un abierto, veamos que f~1(A) lo es.
Dado p € f~1(A), sea b= f(p) € Ay como A es abierto existe ¢ > 0 tal que B.(b) C A. Al
ser f continua en p existe un § > 0 tal que f(Bs(p)) C Bc(b) C A, es decir Bs(p) C f~1(A)
y por lo tanto f~1(A) es abierto.

Si f71(A) es abierto para todo A C R™ abierto, veamos que f es continua. Dado p € R" y
€ > 0, tomemos b = f(p) y A = B.(b). Entonces f~1(A) es abierto y p € f~(4), es decir
existe § > 0 tal que Bs(p) C f~1(A), o sea f(Bs(p)) C Bc(b). Dicho en otras palabras, f es
continua en p.

Como el complemento se comporta bien con tomar preimagen y C' es cerrado si y sélo si C¢
es abierto, la afirmacién se deduce directamente del item (a).

Definimos las siguientes funciones (continuas):

2 3
,g:R® = R como f@,y,2) =z
1.9 {g(w,y,Z):szrz?’

Consideramos los abiertos de R dados por (—o00,4) y (2, +00).

Luego f~1(—00,4) y g71(2,+00) son abiertos.

Observamos que f~1(—00,4) = {(z,y,2) : 2?2 +y> < 4} y g71(2, +0) = {(2,9,2) : y* + 23 >
2}|. Esto implica que A = f~1(—o00,4) N g~1(2, +00). Como la interseccién finita de abiertos
es abierto, se tiene que A es un abierto.

Ejercicios opcionales

Ejercicio 1

Sea C C R™ cerrado y f : C' — R™ una funcién continua.
Para probar que graf(f) = {(z, f(z)) : x € C} es cerrado, probemos que su complemento es
abierto.
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Sea (z,y) € graf(f)¢. Si x ¢ C, entonces tenemos que existe € > 0 tal que B.(z) C C° por ser
C cerrado. Por lo tanto B.(z,y) C graf(f)°.

Siz € C, entonces y # f(x), porlo |ly—f(x)|| = € > 0y llamemos U = B, /2(y) y V = Bc(f(x)).
Observar que U NV = (.

Por ser f continua, existe 0 > 0 tal que f(Bs(x) N C) C Beo(f(x)). Llamemos W = Bs(z), y
consideremos el abierto W x U de R**™ veamos que W x UNgraf(f) = 0. Sea (z, f(2)) € graf(f),
si z ¢ W es claro que (z, f(2)) ¢ W x U. Si z € W tenemos por continuidad que f(z) € V' y por
tanto f(z) ¢ U, es decir (z, f(2)) ¢ W x U. Ademas es claro que (z,y) € W x U C graf(f)©,
por lo tanto como (z,y) era cualquiera, probamos que todo punto es interior, es decir, graf(f)c es
abierto.

Ejercicio 2
(a) Dado x € C, consideremos la funcién d, : C — R definida por d,(y) = d(z,y) que claramente
es continua. Al ser C' compacto, sabemos que d, alcanza su méaximo, es decir, existe un
Y. € C tal que d,(y) < d.(y.) para todo y € C. Si tomamos ahora supremo en z € C,
al ser C' compacto, tenemos que ese supremo es un maximo, es decir, existe zg € C tal

que dy, (Yz) > do(ys) para todo z € C. En conclusién existe un para z,y € C tal que
d(z,y) = diam(A).

(b) Si C fuera compacto existe un par zo,yo € C tal que d(zo,yo) = diam(A), por lo tanto
[1f(z0) — f(yo)l| < diam(A) = ||zo — yol|, lo que contradice la condicién de f.

Tomemos C = {(x,0) € R? : z # 0} y consideremos f : C — C definida por f(z,0) = (2z,0),
es claro verifica la condicién deseada.

Ejercicio 3

Consideremos las proyecciones 7; : R* — R en la coordenada i. Es claro que 7; es continua para
cada i € {1,2,3,4}. Por lo tanto, la funcién g;;(a, b, ¢, d) = m;(a, b, ¢, d)mj(a, b, ¢, d) es continua para
todo ¢, 7 € {1,2,3,4} por ser producto de funciones continuas. Por consiguiente como det = g14—gas
es continua por ser resta de funciones continuas.

Esto mismo se puede hacer para ver que toda funcién polinomial en R™ es continua.

Ahora observar que A= f~}(R\ {0}) y por lo tanto es abierto. Como B = A® tenemos que es
cerrado.

Ejercicio 5

Si C' no fuera compacto, existe una sucesién z,, que no tiene ninguna subsucesiéon convergente.
Por lo tanto para cada n € N, existe €, tan que si n # m se tiene Be  (zm) N Be, (z,,) = 0.
Consideremos entonces la funcién f : C — R medianto f(x) si ¢ Be, (z,,) para todo n y

f(l"):n<1—d(x7xn)

€n
hipotesis.
Por lo tanto C' es compacto.

) six € B, . Es claro que f no es acotada y continua, lo que contradice las

Ejercicio 8

i = ii: Como es continua, en particular lo es en 0.
ii = iii: Por ser continua en 0, existe un § > 0 tal que ||z|| < ¢ implica ||T(z)|| < 1. Por lo

tanto para todo x € V se tiene
5 < <ll=|
g || I 5 1]

iii = iv: Es aplicar lo anterior al vector x —

1) —)
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iv = v: Si A C V es acotado, entonces existe M € R tal que ||v|| < M para todo v € A. Por lo
tanto
1T ()]] = [|T'(v) = T(0)|| < kl|lv = Of| = k|[v|| < kM

para todo v € A, es decir T(A) es acotado.
v = i: Por hipétesis como la bola B;(v) es acotada, existe un k € RT tal que ||T'(x)|| < k si
ol < 1.
Dado € > 0 queremos encontrar ¢ > 0 tal que si |[v — w|| < § entonces ||T'(v) — T'(z)|| < e.
Observar que como

I17(0) - T =i - vl = |

Iv—Mﬂ<7}1”>H§Hv—Mk,

v —=wl|

€
basta tomar ¢ < T
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