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SOLUCION PRIMER PARCIAL (VESPERTINO) — SABADO 17 DE OCTUBRE DE 2020

(I) Multiple opcién. Total: 30 puntos
Puntajes: 5 puntos si la respuesta es correcta, 0 punto por no contestar y -1 si la respuesta es incorrecta.

Indique sus respuestas en los casilleros correspondientes, con letras mayusculas imprenta: A, B, C, D o E.

Ejercicio 1 | Ejercicio 2 | Ejercicio 3 | Ejercicio 4 | Ejercicio 5 | Ejercicio 6
B A A B A E

Ejercicio 1

Se considera el polinomio complejo P(z) = (2* — 1)(2* — ), y las siguientes afirmaciones:

(I) P tiene 8 raices en C.
xiste al menos un par de raices z; y z; tales que z; = z;.
IT) Existe al de raf ; tal 7
(III) Si rotamos el conjunto de raices un angulo de /2, permanece invarianteﬂ

Entonces:

A) Solo las afirmaciones (I) y (III) son correctas.
B) Todas las afirmaciones son correctas.

C) Solo las afirmaciones (IT) y (IIT) son correctas.
D) Ninguna afirmacién es correcta.

E) Solo la afirmacién (I) es correcta.

Solucién:
Por el teorema fundamental del dlgebra, sabemos que como el grado de P(z) es 8, va a tener 8 raices
(contadas con multiplicidad).

Observar que i* = (—i)* = 1, de donde P(i) = P(—i) = 0, por lo tanto tenemos un par de raices que

son conjugadas.

+im/2

Sea zp una raiz de P(z), rotar zp un dngulo 7/2 es multiplicarlo por e , por lo tanto

(eizﬂ/220)4 e(iz7r/2)42,0 — eizQﬂ’Zg _ 4

2g-

Por lo que P(e*™/22;)
de dngulo 7/2.

= P(zp) = 0, es decir el conjunto de raices permanece invariante por la rotacién

En conclusién, todas las afirmaciones son verdaderas.

Respuesta: B.

Ejercicio 2

Sea y(t) la solucién a la ecuacién diferencial y' = (y + 1)t que cumple y(0) = 0. Entonces y(1) vale:

A)y(l)=e?—1
B) y(1) =
C) y(1) = _1/2
D) y(1) = —1/2
E) y(1) =

IEs decir, que si rotamos el conjunto, obtenemos el mismo conjunto.
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Solucion:

Como vemos es una ecuaciéon en variables separables, la podemos escribir ﬁ = t. Integrando segun
t en ambos lados de la igualdad obtenemos
/ t2
Sdt =+ k.
y+1

Integrando el lado izquierdo, observando que y'dt = dy, tenemos

2
Liy+1|=—

. 2
De donde, si componemos con la exponencial, obtenemos |y + 1| = ke'T . Como la condicién inicial es
y(0) = 0, estamos del lado donde y + 1 es positivo, por ende tenemos que 1 = y(0) +1 = ke = k. Es
decir, la solucién de la ecuacién diferencial es

y=ez — 1.
Se sigue que y(1) = ez —1.
Respuesta: A
Ejercicio 3
Sea a, = (eV"1=V" _ 1) . n® con a un real positivo. Entonces:

lim,, o ay, es finito sii a < %
B

)
) limy, 00 @y, es finito sii o < 1.

C) lim;,—00 ay, es finito para todo «.
)

D

E) lim,, 00 ay, es finito sii a < %

lim,,_, 0 @y 1o es finito para ningin «.

Solucién:
Como vn+1—+/n —+> 0, entonces tenemos que eV™ 1=V _ 1 eg equivalente con v/n + 1 — Vn.
n—-+0oo

Observar que por binomio conjugado podemos escribir v/n+1 — y/n = m Por lo tanto nos
queda,
lim (eV"H1=vVP — 1) = hm (\/n +1—+/n)n®
n——+o0o
I S S
= 11m n
n—+oo /n + 1 + \/ﬁ
nOé
- nEI—iI-loo nl/2
== lim n® V2
2 n—+oo
Por lo tanto, tenemos que lim a, es finito sii o < 1/2.
n—-+00
Respuesta: A.
Ejercicio 4
Considere las series
i Wlog(n) + (n* +2n2 +3n + 1)e™ iQn—l
— n?+3n+6 Y (V2)n

Entonces:

A) Ambas series son divergentes.
B) Ambas series son convergentes.



C) Solo la primera serie es convergente.
D) Solo la segunda serie es convergente.

E) La primera serie converge condicionalmente y la segunda serie es divergente.

Solucién: -
1 Y4202 +3n+1)e ™
Consideremos la serie g og(n) + (n 2+ "+ 3n+ e , observar que la podemos separar en la
ot n*+3n+6
o0 o
log(n) (n*+2n%+3n+1)e™"
de las siguientes d i E —_— E
suma de las siguientes dos series 2 1 3n 16 2 P 1 3n 16
1 1
Observar que como lim L(x)x?’/ 2 = 0 tenemos que a partir de un momento ﬂ
z—>+oo 12 + 3z + 6 n? +3n+6
menor que —, por comparacién, entonces llegamos a que g __log(n) converge.
n3/ — n?+3n+6

o) 4 2 —
2 3 l)e™™
Para ver que sucede con E (n? 4207+ 3n + 1)e

, intentemos aplicar el criterio del cociente.

n2+3n+6
n=1
oy (D 42(n+1)° 4+ 3(n + 1) +1)e~(n+1) n’>+3n+6
im =
n—r-+oo n+1)2+3n+1)+6 (n*+2n%2+3n+1)e™"
o D H2(n+ 1243+ 1)+ 1 n?+3n+ 6 e n1 .
lim = lim e " <1
a—rt00 nt+2n2+3n+1 m+1)2+3n+1)+6 e  notoo
o0 o0
(n*+2n%+3n+1)e™" . log(n) + (n* +2n? +3n + 1)e™™
Por lo tant .E 1
or lo tanto, ; 1 3n 16 converge. En conclusion, ; T
converge, y por lo tanto la serie de la izquierda converge.
oo
2n —1
Para la serie Z (ilfQ)"’ intentemos aplicar el criterio del cociente.
n=1

. 2n+1)—1(V2)" . l2n+1 1
lim = lim — =—<1
n——+o0 (\@)er 2n—1 aot+00,/22n—1 /2

= 2n —
Por lo tanto,
Z::l (V2)

1

— converge.
n

Respuesta: B.

Ejercicio 5

Sean « y 8 dos reales positivos. Considere la integral impropia

/ e dx
1 @(In(@))(e” +1)F°
Entonces la integral es convergente si y solo si:

A) a <1,y paratodo >0
B) a+p <1
C) a<%,y5>1
D)a<lyp>1.
E) a+8< 3.

Solucién:

Observar que la integral es una mixta, ya que In(z) se anula en 1, por lo que debemos separar la
dr dr

2 00
int lend j 1 .
mtegral en dos, por ejemplo /1 $(1n($))a(6x + 1)/8 y L "E(ln(ﬂf))a(ex n 1)ﬂ
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P /2 dx . f(a) 1

ara , tomemos f(z) = ,
1 z(In(z))*(e* + 1)P z(In(z))*(e” + 1)7

valente a 21In(z)~% cuando z — 1, ademds, sabemos que In(u) ~ u — 1 si u — 1, por lo tanto tenemos

tenemos entonces que f(z) es equi-

dx
que f(z) es equivalente a 2(x — 1)™ cuando = — 1. Como sabemos que / W es convergente
1\ =
i ysolosia<l,t I criterio de equivalent /2 d t
si y solo si « , tenemos, por el criterio de equivalentes que es convergente
' b ! T s+ 1P °

siy solo si a < 1.
dx

o
Para /2 2n@)) (e T 17 observar que si tomamos el limite del cociente de f(x) y 1/z%, obtenemos

lim o — lm ——— =0
z=+oo z(In(z))(e? +1)F  a>+oo (In(z))efr

dx
*(e* +1)°

1 o
De donde se sique que para x grandes f(z) < —5 . Por comparacion tenemos que /
x o z(In(x))

es convergente.

En conclusion, como ambas partes son convergentes si y solo si @ < 1, tenemos entonces, que

o0

d

/ (In( ))a:f 4+ 1)8 es convergente si y solo si o < 1.
1 rUnx e

Respuesta: A.

Ejercicio 6

Definimos el conjunto A = {(z,y) € R? 1y < 2x+1 } N {(x,y) € R? : y + 22 < 3 }. Seleccionar la

opcion correcta.

A) El conjunto de los puntos interiores de A coincide con A.
B) A es un conjunto cerrado.

C) 0A C A.

D) A’ c A.

E) El conjunto de puntos de acumulacién A’ es no acotado.

Solucién: Representemos graficamente los conjuntos para tener una idea.

y:

£
4

r \

i
arh

S )

Como podemos ver en la grafica, el conjunto {(0,y) : y < 0} C A’, ya que son puntos interiores del
conjunto A. Por lo tanto tenemos que A’ no esté acotado.
Respuesta: E.

(IT)Desarrollo. Total: 10 puntos
Sean A1 = {(z,y) ER?2: 2 >0,y >0,y <2°}y Ay = {(z,y) ER?: 2 >0,y >0,y < 2°}, con a y B
constantes reales y a < f3.
1. Realizar bosquejos de A1 y Az (ambos en el mismo sistema de ejes) para los siguientes casos:
a) B>a>0
b) B>0>a
c) 0>8>a



Solucion:

p—
(A) f>Za>0 (B) 20>« () 0>8>a

2. Indicar para qué valores de o y 3 el drea de A1 N Ag es finita. Justificar.
Solucién:

Como vemos en los bosquejos de la farte anterior, si ambos son positivos nos va a pasar
oo
que el drea de A; N As es mayor que / x%dx que diverge.
E1£1 el caso en Eue (B es positivo y ozles negativo tenemos que el drea de A; N As es la suma
o
de / 2Py / mea La primer integral no tiene ningtin problema, asi que es finita. La
0 1

segunda, converge si y s6lo si & < —1. Por lo tanto tenemos que en este caso el area es finita
siysélosi f>0>—-1>a.
Del mismo modo, si ambos son negativos teneos que el area de A; N As es igual a la suma

1 dx +oo d
de —5 v / —. La primera converge si y solo si 8 > —1, mientras que la segunda
o T 1 x
converge si y solo si @ < —1. Por lo tanto tenemos que en este caso el area es finita si y sélo
si0>pf>-1>a.
En conclusién el drea de A1 N As es finita si y sélosi § > —1 > a.
3. Para a = § y 8 = 2, considere ahora el conjunto B = (4; N A2) U{(1+ 2,14+ 1):neN}.
a) Calcule los conjuntos 0B y 0B N B.
b) (Es B un conjunto cerrado? Justifique.
Solucién:

Hagamos una representacion grafica (aproximada) de B.

18

/

Los puntos verdes son el conjunto {(1 + %, 1+ %) : n € N} para los primeros 19 valores de
n, en general se seguirdn acercando al (1,1).

Podemos ver entonces que todos los puntos de {(1+ %, 1+ %) :n € N} son puntos frontera
de B, por lo tanto 9B = 9(A; N A2) U{(1+ 1,14+ 1) :n € N}, es decir

OB = {(z,vz) €R? 1 2 > 1}U{(z,2%) € R2: 1 > 2 > 0}U{(2,0) € R2: & > 0}u{ (1+%, 1+%) ‘ne N}

Ademss es claro que 0B C B, por lo tanto tenemos que 0BN B = dB y que B es cerrado.



