Senales Aleatorias y Modulacién

Practico 5
Transmision digital bandabase y filtro de Wiener

Cada ejercicio comienza con un simbolo el cudl indica su dificultad de acuerdo a la siguiente
escala: 4 bdsica, * media, % avanzada, y % dificil. Ademds puede tener un numero que
referencia un ejercicio de uno de los libros del curso, como 3.1-4 [Car| que indica el ndimero
de ejercicio del libro, Communication Systems, 5th. edition. Bruce A. Carlson. o 1.2 [Hay]
del libro Introduction to Analog and Digital Communications, 2nd Edition, S. Haykin, M.
Moher. Wiley, 2008

+ Ejercicio 1

Demostrar que para un sistema binario unipolar donde los digitos, equiproba-
bles, se representan por los niveles 24 y 0 con un umbral en A se cumple que
P. = Q(4/ %p) Calcular P, para un sistema polar y uno unipolar ambos con
p = 8. Interpretar el resultado. Nota p = SN Rpg.

*x Ejercicio 2

Se trasmite una senal binaria que toma valores 0 y A correspondientes a 0 y 1
logicos en forma equiprobable e independiente de los valores anteriores por un
canal con ruido blanco gaussiano aditivo de densidad espectral 7/2. El receptor
se esquematiza en la siguiente figura.

n/2
CANAL A\ FILTRODE | V| MUESTREAR
N RECEPCION COMPARAR

El filtro de recepcion es un pasabajos ideal de ancho de banda B. Se supone que
no modifica los pulsos, su finalidad es limitar el ruido.

(a) Sillamamos v a la sefial a la entrada del comparador, hallar y graficar las
probabilidades p,(v|0), probabilidad de la sefial v cuando se trasmitié un
0 l6gico. Idem con p,(v|1) para el 1 légico.

(b) Especificar los momentos estadisticos de interés.

(¢) Dar el umbral de decisién y hallar la probabilidad de error. Calcular la
potencia media de la senal trasmitida.

Se supone que cada digito se trasmite m veces consecutivas. El receptor las
suma antes del comparador segin el esquema de la siguiente figura.
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(d) Hallar las densidades de probabilidad p,(v]|0), p,(v|1), especificando los
momentos estadisticos. Graficar las densidades de probabilidad y compa-
rar con el caso anterior.

(e) Elegir el umbral de decisién, calcular la probabilidad de error y la potencia
media transmitida.

(f) Explicar c6mo, manteniendo una misma probabilidad de error en el segun-
do esquema, la amplitud A puede ser menor que en el primer esquema.
. Esto implica alguna mejora? ; Tiene contrapartida?

*x Ejercicio 3

Se quiere detectar presencia o ausencia de pulso en ¢t = Ty con un detector como
el de la figura:

n/2
l yp(t)
pt) —D— Hr() |—— — 2v
t=To

En el diagrama p(t) es un pulso rectangular de altura A y duracién Tp.

(a) Disenar Hgr(w) para que sea un filtro apareado con el pulso de entrada.
Calcular la relacion SN R4, a la salida del muestreo y la probabilidad
de error en este caso. Se notara esta relacién como SN R...

(b) Considerar como primera aproximacién a este filtro apareado un pasabajos
ideal de ancho de banda B. Probar que en este caso la P. es mayor.

*x Ejercicio 4 (11.2-6 [Car])

A partir de la ecuacién Pyp,(Vr/Hy) = Pipy(Vr/H1) , hallar el umbral 6ptimo
en un sistema polar binario con ruido AWGN cuando Py # P;.

*Ejercicio 5 (Examen Febrero 2020)

Un proceso estocastico V(¢) de interés, WSS, de PSD Sy (f), sufre una degra-
dacién produciendo el proceso estocdstico observado U(t), segun el siguiente
modelo:

U(t) :=g*=V(t)+ N(t).
t

El niicleo de convolucién ¢(t) es suave, por lo que actia como un filtrado
LTT de transferencia G(f). N(t) se considera ruido blanco, gaussiano, de PSD
SNy = n/2, independiente de V (¢).

Parte 1. Filtro de Wiener
Se pide:

(a) Calcular para el modelo de degradacién planteado Sy (f) v Svu(f).



(b) Dar la expresion del filtro de Wiener que permite obtener la estimacién

V(t) = h(t) * U(t) que minimiza el error cuadritico medio (MSE =

E[(V(t) =V (t))]) respecto a V (t). Mostrar que para el modelo considerado
tiene la forma

_ G*(f)Sv(f)
IG(f)I2Sv(f) + Sn(f)

Analizar cémo se comporta el filtro de Wiener en frecuencia segin G(f),
Sv(f)yn.

Sugerencia: Expresar el filtro como

H(f)

_ G
=155

y analizar segun los valores que toma r(f).

Parte 2.
Considerar que hay dos medidas de un proceso de interés V() modelas como

Ur(t) = V(1) + Ni(t) y Us(t) = V() + Na(t)

Una estimacién de V' (¢) se obtiene filtrando Uy (t) con H(f), Ua(t) con 1 — H(f)
y sumando ambas senales filtradas.

(d)

Deducir que la estimacion puede escribirse como

V() = V(t) + Na(t) — ht) * (Na(t) = Na(t)
y hallar el filtro H(f) que minimiza el MSE entre V (t) y V (t).
Sugerencia: Utilizar el resultado de la parte 1 para la senial de interes No(t)
y senial observada No(t) — Ny(t).

Considerar que Ni(t) es ruido pasa bajos, Na(t) es ruido pasa alto y que
sus espectro no se solapan. Mostrar que en este caso la senal V(t) puede
ser reconstruida perfectamente (i.e. con MSE nulo).



Solucion

Ejercicio 1

Suponiendo muestreo en el instante ideal ¢t = t, = kT + t4, sea la variable
aleatoria Y = y(tx).
Entonces, Y puede tomar dos valores:

[ 2A+n(ty) = nlty) =Y —24
Y_{n(tk) k k

Si Hj es la hipdtesis de haber mandado un 0, y H; es la de haber mandado un
1, entonces:

py(y/Ho) = pn(y)
py(y/Hi) = pn(y—24)

La forma de estas curvas se muestra en la siguiente figura.

umbral

p.{viH (y/H,)
! >
0 A 2A
Entonces: P P
Po= By P+ P Pa = -0 =t
donde:
+oo
Py = / p(y)dy
A
A
Po = / p(y — 24)dy

Si el ruido es blanco gaussiano aditivo, de media nula y varianza o2, tenemos
que:
PeO

I
QO
—

S

P, = Q(%) = Q(g)

Entonces:



Como se cumple que:

NR = O’2
4A?
Sp = (24)%.Pyq +0%.P) = - = 2A?

A A2 [Sg [p
éavaz\/m\@

p
=P, = -
°(y3)
como queria demostrar.

Si ahora considero el sistema de codificacién polar +A, de forma que el espacio
entre niveles respecto al caso unipolar sea el mismo, se tiene que:

Q(2)
Po = [P ony—Ady = Q(2)

-n-30(2)3a(2)-a(2)

En este caso, Ng = 02 (no varfa respecto al caso anterior), pero Sg = A2. P +
(—A)%2.P_4 = A?, con lo cual:

A a2 [S B
R e

Por lo tanto, si p = 8:

Po = [ pnly+A)dy

Q(2) ~ 2.5x 1072 unipolar
P = 8) ~ 25x1073 1
Q( \f) polar
~2.83

Observo que para una misma SN Rg la probabilidad de error con codificacion
polar es aprox. diez veces méas baja que la que se da con codificaciéon unipolar.

Ejercicio 2
(a) Sé que a la entrada del comparador, la senal v es de la forma v[k] =

z[k] + n[k], donde x es la senal que se envi, y n representa el ruido.

Por lo tanto, si se transmitié un 0, se tiene que v[k] = n[k] y si se transmitié un
1, v[k] = A+ nlk].

Se ve que si no hubiera ruido, la densidad de probabilidad de v serian dos deltas,
una en 0 y otra en A, pero como hay presencia de ruido blanco gaussiano, lo
que se tiene en realidad es de la forma:

pv(v[0) = pn(v)
pv(v[l) = pn(v—A)

La forma de estas densidades de probabilidad se muestra en la figura siguiente.



(b) Los momentos estadisticos de interés son la media de las gaussianas, y su
varianza.

La primera estd dada por el valor en el cual se centran las curvas: las medias
son 0y A.

La segunda est4 relacionada con el “ancho” de las mismas: ambas tienen varianza

o2

(c)  Sea u el umbral 6ptimo de decisién. Entonces:

OP,
Pe: PQ .P60+ P1 ~P61:>Pe,min/7 =0
\_/1/ \_’1/ v min
Py = fu-:oo pv (v|0)dv } OP. 1 9P N OP.,
Py = [°__pv(v|l)dv Ov 2 Ov Ov
pv(ul0)  —pv(ull)
oP, A
= = 1 = —
= 5 0 < py(ul0) =py(ull) & u 5

Luego la probabilidad de error queda:

Por otro lado, Sp = A2.P4 + 02.Py = %27 y Nr = o2, con lo que % =

V/SNRpg/2, y entonces:
P,=Q (,/SNQRR>

(d) Alrepetirse cada digito m veces consecutivas, a la entrada del comparador
se tiene la sefial v'[k] igual a:

V'[k] = zlk]+nlk]+z[k—1]4+nlk—1]+. . 4+z[k—m+1]+n[k—m~+1] = mzx[k]+n'[k]



Luego, si transmit{ un 0, tendré que v'[k] = n’[k], mientras que si transmit{ un
1, v'[k] = mA+ n'[E].

Siendo n’[k] es la suma de ruido blanco de media nula y varianza o2.

Observar que no podemos suponer que el ruido n[k],n[k — 1], ...,n[k — m + 1]
sean independientes entre si. Para poder asegurar lo anterior, debemos verificar
que la autocorrelacién del rudio muestreado a frecuencia fs es una delta (es
decir que es un proceso blanco), lo cual en principio no resulta evidente ya que
el ruido muestreado no es blanco, dado que fue previamente recortado por el
filtro pasabajos.

Por lo anterior, G, (f) = 511 (%), y por lo tanto su autocorrelacién es R, (1) =

n.B.sinc(2B7). Dada la forma de sinc(2B7), funcién que se anula en los multi-
plos de 1/2B, se tiene entonces que la méxima frecuencia de muestreo que puede
usarse es justamente de 2B, pudiéndose emplear alternativamente frecuencias
de valor 2B/n, con n entero. De esta forma, la autocorrelacién del proceso ruido
muestreado es una delta y podemos garantizar la independencia de los distintos
instantes de ruido.

Por lo tanto, podemos suponern que los n[i] son independientes con lo cual la
varianza de n’[k] es igual a m.o?, y su media es la suma de las medias de cada
n[i], que vale 0. En consecuencia, se tiene que:

pv: (v'[0) ~ N(0,vmo)
pv (V'|]1) ~ N(mA,v/mo)

La forma de estas densidades de probabilidad se muestra en la siguiente figura.

Vg
L Jmaf

(e) Nuevamente, dado que la forma de las dos curvas de densidad de proba-
bilidad es idéntica, se cumple que el umbral éptimo es equidistante de las dos
medias, y por lo tanto vale:

2 2

mA+0  mA

Entonces, se cumple que:

r=(gm) = (%) <o (sr)




La potencia transmitida en este caso es la misma que en el caso anterior, ya que
existe la misma probabilidad de enviar 0 y 1, y por lo tanto:

1 1 A2
Sp = A2+ - 02=""
T=54 Ty 2

(cabe notar que a lo largo de todo este ejercicio se supuso un canal sin atenuacién
por lo que Sy = Sg).

(f) Para mantener la P, del primer esquema, se debe cumplir que:

vmA A, A

20 20 vm
A/2 A2

. . . . P _
La mejora consiste en que la potencia transmitida, S7, igual a 5~ = 5, es
menor que la anterior.

Sin embargo, esta opcién tiene como contrapartida que demora m veces mas
tiempo en transmitir la misma informacién (es decir, el flujo de informacién
disminuye).

Si quisiera mantener el flujo de informacion, entonces tendria que aumentar la
cadencia. La nueva cadencia serd ' = mr = m/T, y por lo tanto el ancho de
banda minimo también deberd ser mayor: B! . =1 = mr = Bpin.

min

Ejercicio 3

(a)  Se tiene que:

va que el pulso llega centrado en kTp, lo cual hace que el instante ideal de mues-
treo sea justamente kTj.

Por otro lado, llamando p’(t) al pulso rectangular de altura 1 y ancho Ty, que
vale 1 en t =0, y es nulo si |¢| > Tp/2, como también se cumple que Ty < kT,
entonces el filtro apareado tiene una respuesta impulsiva de la forma:

1

ha(t) = 7-p/(ta — 1)

con tg tal que el filtro es causal. El valor minimo que puede tomar t; en este
caso es de Ty/2, y por lo tanto se tiene que:

1 T 1 To/2 -t
hrt)= =p' | — -t | = =11 | ——
w0y =50 (5 1) =g (2
Entonces, la respuesta en frecuencia de este filtro sera:

1 . .
Hg(f) = ?0.TO.smc(fTO).e*j%fTO/2 = sinc(fTp).e 927 T0/2

Hallo la potencia del ruido en recepcién:



“+o0

+oo
Ne= [ (OG0 =] [ HA(PP

Por Parseval:
+oo
n 2 U n
Np = = hr(®)|?dt = =Thy— = —
R 2/_OO‘R()‘ 2°°T2 2T,
SN R4z se dard si Sg = Sk mag, 1o cual ocurre si muestreo en el instante ideal
kTy. Entonces:

1 1 A2
de:AQ-f 2-7:7
Sk, 5 +0 5 5

Otra forma de ver este resultado es la siguiente:
La energia del pulso recibido es:

Ermiz = |23 |Hr(f).P(f)df
= fj:; |sine(fTo).A.Ty.sinc(fTo)|*df

= AT} fj{: sinc*(fTy)df

Como la energia de sinc?(z) es 1, haciendo el cambio de variable z = fTj, se
tiene que Fr = A%Ty. Luego, SRmaz = Ermax/To = A?. Tomando en cuenta
finalmente que queremos medir la potencia media, como se transmiten 1’s y 0’s
con la misma probabilidad, se tiene que Sg oz = A?/2.

Por lo tanto:

ATy
U

Si se elige el umbral 6ptimo V = g, P.=Q (%), con lo cual:

SNRmz’zr =

r-a| | -e(25E)

Vv

n
2 2To

-0 () - /72)

Entonces:

(b)



Ejercicio 4
p_\‘(y l H()): pn(y-'—A/z)’ p\(yIHl): 1

1 2, 2 1
e-(V+A/2) /120 — R e-(
2nc 2 < 2nG?

(V+A12)*~(V-A/2)]* 1267 VA/c?
R)/Pl =el )= )] —e

so F

Hence, VA/62=ln( P/R) = V

opt

Ejercicio 5

(a) Calculemos Ry(7). Tenemos

Ry(r) =E{U@U(t + 1)}
=E{(g= V(&) + N@)(g=V(t+7)+N(t+7))}
=E{(g+V(®)(g*V(t+7)}+E{N()}E{g* V(E+7)} + E{g+ V() }E{N( + 7)} + E{N () JE{N (¢
=E{(g* V(1) (g*V(t+7))}+ (7).

En la pentltima igualdad usamos la linealidad de la esperanza y la independen-

cia de V(t) y N(t); en la ultima igualdad usamos que N(t) es de media nula, y

que N(t) y N(t + 7) son independientes para todo 7 # 0.

Llamemos W (t) = gV (t). Como V (t) es WSS, W (t) es WSS de PSD Sy (f)

IG(f)|?Sv(f). Como V(t) y N(t) son independientes, también lo son W(t);
N(t); ademds, puesto que N(t) es de media nula,
Su(f) = Sw(f)+Sn(f) = IG(H)PSv(f) + ox-

Para Ryy(7) tenemos

Ryy(r) =E{V)U({t+7)}
=E{V(@t)(g*xV(Et+7)+N(Et+71))}
=E{V()(g+V(t+7)} + E{V()}IE{N(t+ 1)}
=E{V(t)(g=xV(t+7))}t =g=E{V({)V(+7)}

10



Svu(f) =G(f)"Sv(f)

(b)
S GHHSv()
H(f) = Sy IG(HIESv(f) + Sn(f)
() 1/G(f)
=130
con 2
i) = DL

A partir de esta expresion se observa que en las freciencias donde la senal pre-
domina sobre el ruido (Sy > Sy) r(f) > 1, H(f) = 1/G(f) y el filtro se
comporta como un ecualizador que remueve la distorsiéon. En las frecuencias
donde el ruido predomina sobre la sefial (Sy > Sy) r(f) < 1 y el filtro se
comporta como un atenuador.

(d)

V() = h(t) * (V(t) + Ni(t)) + (8(£) = h(t)) * (V (1) + Na(t)
VI(#) + Na(t) + h(t) * (Na(t) — Ni(t))

Como V() — V(t) = Ny(t) — h(t) * (No(t) — Nyi(t)), el filtro optimo 6ptimo
es el filtro de Wiener hallado en las partes anteriores con U = Na(t) — Ny(t),
V = Ny(t) y G = §(t). Entonces

SN,

H(f) = [

(e)
MSE(V(t) — V(t)) = MSE(Ny(t) — h(t)

11



