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SEGUNDO PARCIAL — SOLUCION

Ejercicio 1. Version 1.(5 pts.) Sea f : {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0} — R tal que:

a en otro caso

naly—e® .
f(x,y):{ W,W si (z,y) # (1,1)

Si f es continua, entonces:

a=Tm—e€
La funcién es continua si
a= lim f(z,y)=m—ce¢
(z,y)—(1,1)

Ejercicio 1. Version 2.(5 pts.) Sea f : {(z,y) € R? : z > 0,y > 0} — R tal que:

V1T2z2y—e® .
f(z,y) :{ Togararm S (@y) #(1,1)

a en otro caso

Si f es continua, entonces:

a=+V17—¢

La funcién es continua si

a= lim f(z,y)=V1T—e

(z,y)—(1,1)

Ejercicio 2. Verson 1.(10 pts.) Se considera f : R* = R, f(z,y) = 1 sin(z) + Zsin(y). La ecuacion
del plano tangente al grafico de f en el punto (7/2,7/2,1) es:
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La ecuacién del plano es

—f( )+fx(

m™ T

279 )(?J—E)Z1+lcos(ﬁ)(x—z)+gcos(ﬁ)( _E):l

T v T
*)+fy(§’§ 2 3 2 27 " 3 2 2
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Ejercicio 2. Versién 2.(10 pts.) Se considera f : R = R, f(z,y) = 2 sin(z) + 5 sin(y). La ecuacion

del plano tangente al grafico de f en el punto (7/2,7/2,2) es:

= D)+ G Dy - 5 =2+ eos(D)(w — 5+ 5 cos(5)y— 5) =2

|y
N
2

Ejercicio 3. Versién 1.(5 pts.) Sea f : {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0} — R tal que f(z,y) = L. El
polinomio de Taylor de grado 3 de la funcién f en el punto (1,1) es:

P(z,y) =
Tenemos f(z,y) = x~ly~

1 entonces la derivada de orden k de f, o veces respecto a x y 3 veces
respecto a y (o +  =k) es

DS (ay) = (~1)als (1Pl = (—Dfatplaoay 1P,
Dz *dyP

Evaluando en (1,1) tenemos 1,1) = (=1)ka!pB!, entonces los diferenciales primero, segundo y

f (
Oz 3y5
tercero son:

df(1,1)(Az, Ay) = —(Az + Ay)
d2f(1,1)(Ax, Ay) = 2(Az? + AzAy + Ay?)
& f1)(Az, Ay) = —6(Az® + Az’ Ay + AzAy? + Ay®)

Observando que f(1,1) = 1, tenemos finalmente que el polinomio buscado en coordenadas x,y es:

Pley)=1-(@-D+@-1)+ (@ -1+ @-Dy-D+y-1?)
~(@-1*+@-1DX -1+ @ -y -1+ - 1)°)

Ejercicio 3.Versiéon 2.(5 pts.) Sea f : {(z,y) € R? : y > 0} — R tal que f(z,y) = +- El polinomio
de Taylor de grado 3 de la funcion f en el punto (1,1) es:



P(l‘,y) =

1

Tenemos f(x,y) = xy~ ", entonces la derivada de orden k de f, « veces respecto a z y /3 veces respecto

ay (a+p=k)es

z(=1)PBly~1=F sia=0

oy BRI -1-F
axaayﬂ(]}?y): (71) B‘y sita=1
0 sia>2
z(—1)kkly—1-F sia=0
=< (=DF Yk -1y kD sig=1
0 sia>2
Evaluando en (1,1) tenemos
(—=1)*k! sia=0
ok f '
axaayﬁ<1’ D=L (-D)FYk-1)! sia=1
0 sia> 2,

entonces los diferenciales primero, segundo y tercero son:

df 1) (Az, Ay) = Az — Ay
d2f(1,1)(A:p,Ay) = 2(—AzAy + Ayg)
d*f(1,1)(Ax, Ay) = 6(AzAy* — Ay?)

Observando que f(1,1) = 1, tenemos finalmente que el polinomio buscado en coordenadas x,y es:

Play)=1+(@-1)-@-1)+(-@-Dy-1+-1?)
+ (@-1ly-17-@-1°)

Ejercicio 4.Version 1.(10 pts.) Sea D = {(z,y) € R? : 2%+y? < I}. Elvalorde [[, \/7/8 — 22 — y?dady
es:

(2m/3)(7/8)%

Observar que se trata del volumen de media esfera, por lo tanto podemos aplicar (si la conocemos) la
féormula para el volumen V de la esfera de radio r, V = %717’3. De todas maneras incluimos los calculos

mas abajo.
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Haciendo un cambio de coordenadas a polares y aplicando iteradas nos queda:

//D \/mdﬂ”dy:/0%(/0\/778 g*PQPdP)dGZ
"1 [V T 2 Capydpyds -
0 0 8

7
hacemos el cambio u = 3~ 0>

2 0
/ —1/2)( [ Vadu)do =
0 7/8

27
/O (—1/2)((2/3)u™2 2 )6 = (27/3)(7/8)*?

Ejercicio 4. Version 2(10 pts.) Sea D = {(z,y) € R? : 22+y* < 972}, Elvalor de [, /972 — 22 — y2dady
es:

(2m/3)(3m)*2

Haciendo un cambio de coordenadas a polares y aplicando iteradas nos queda:

2m 3T
/ V92 — 2?2 — y2dxdy = / ( V92 — p2 pdp)dh =
D 0
2w
/0 ((=1/2) ; \/ 2 — p?(=2p)dp)d

hacemos el cambio u = 972 — p?

27 0
| v adias -
0 972

/27T(1/2)((2/3)ug/2 6,2)d0 = (27/3)(97%)*/% = (27/3)(3m)*
0



Ejercicios de desarrollo

Ejercicio 1.(10 pts.) Consideremos f: R? — R tal que:

1 si0<y<a?
0 en otro caso

f(:c,y) :{

Probar que existen todas las derivadas direccionales de f en (0,0), pero sin embargo f no es continua
en (0,0).

Soluciéon: Primero veamos que f no es continua en (0, 0) y para ello hagamos trayectorias basandonos
en la forma en que esté dividido el dominio.

Para y =z, lim f(z,z) = 0.
z—0

Para y = z*, lim f(z,2%) = 1.
z—0

A continuacién analicemos la existencia de las derivadas direccionales. Sea w = (u,v) € R2 por
definicién

Hay varias formas de analizar este limite y una de ellas es a través de los limites laterales. Tomemos
primero el caso h — 0*:

e Siwv <0, entonces hv <0y f(hu,hv) =0.
e Si v > 0, entonces existe 6(u,v) > 0 tal que si 0 < h < §(u,v) se cumple que v > hu? = hv >
h%u?. Para estos valores de h tenemos entonces que f(hu, hv) = 0.

En conclusion, sea ¢ > 0, existe § > 0 (no es otro que el §(u,v) que estd mas arriba) tal que si

hu, h
0 < h < 4, entonces | W |< € (en particular ese cociente es igual a cero), luego
tim L)
h—0+ h ’

. 0
De forma analoga se muestra que el limite por la izquierda es también cero, luego 8—f(0, 0) = 0, para
w

cualquier direccion w € R2.

Ejercicio 2.(10 pts.)

(1) Sea f:R™ — R una funcion, a € R" y v € R™.
(a) Definir diferenciabilidad de f en el punto a.
)
(b) Definir a—fj(a).
(c) Demostrar que si f es diferenciable en el punto a, entonces para todo v € R™ existe g—i(a)
y ademas g—f(a) = D,f(v) (Aqui D,f : R" — R denota el diferencial de f en el punto a).



(2) Se considera ahora f : R? — R? diferenciable en el punto (1,1,1). Se sabe que %(1, 1,1) =
(3,0), 3(1,1,1) = (m,5), $L(1,1,1) = (2,1), y que f(1,1,1) = (V/5,2). Calcular:

I — Iim f(L+hm, 14 eh,1—7h) - (V5,2)
h—0 h

(1) a) Ver teorico
b) Ver tedrico
¢) Ver teorico

(2) Observar que

. f(A4hr,1+eh,1+7mh)—(v5,2) Of
L = lim -2
h—0 h ov

(1,1,1)

donde v = (m,e,—m). Por lo tanto L = Dy 1 1)f(v). Utilizando los datos, la matriz asociada

3 m™ 2
a D(l,l,l)f €S (

05 1 ),yporlotantoL:(7r+e7r,5e—7r)

Ejercicio 3.(10 pts.) Sea D = {(z,y,2) : =1 < 2z < 2? + y%; 22 +y? < 4}. Calcular el volumen de D.
Para calcular el volumen del conjunto D utilizaremos la siguiente figura como referencia.

Realicemos un cambio de coordenadas a coordenadas cilindricas:

x = pcos()
y = psin(0)
2=z

Utilizando que p? cos?(6) + p? sin(f) = p?, las condiciones

—1<z<a?+y?
2?24y <4



se transforman en las condiciones
—1< 2 < p?

p? <4
Como en coordenadas cilindricas fijamos p > 0, las condiciones que determinan el conjunto D son
felo,2r), 0<p<2 y —1<2z<p2

Luego, el volumen podemos calcularlo mediante la integral:

2 2 pp? o 2
/// dxdydz—/ // pdzdpdf _/ (/ p(p2+1)dp>d9
D 0 0 -1 0 0
2
4 2 |p=2
= 27 <p+p )
472,

16 4
= 2| —+5 ) =12
7T<4+2> m

Otra posibilidad: EI mismo volumen se puede calcular como la integral doble

[l

donde D' = {(z,y) € R? : 22 + y? < 4}. Haciendo el cambio a coordenadas polares se obtiene

exactamente el mismo resultado.



