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PRIMER PARCIAL — SOLUCION

Ejercicio 1

Versién 1. Resolver la ecuacién e* = e?.

Si multiplicamos por un complejo distinto de cero el
conjunto solucién de la ecuacién permanece inalterado: e?(e?)~1 = e%*(e*) L.

De la férmula e*t™ = e*e¥ concluimos (e*)~! = e=% por lo que 1 = e?. Si z = a + bi concluimos
l=¢%y e =¢0 es decir a =0y b= 2kr con k € Z.

2z

Otra forma es compararlo directamente e* = e**, es decir, e® i2b

= 2 y ¢ = ¢ De la primera
ecuacién, concluyo que a = 0. De a segunda tengo que b+ 2km = 2b con k € Z, es decir b = 2kw con

k € Z. De esto, z = 2kmi con k € Z.
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Versiéon 2. Resolver la ecuacién e = e Si multiplicamos por un complejo distinto de cero el

conjunto solucién de la ecuacién permanece inalterado: e?(e*)~! = e3*(e*) 1.

1 2z

De la férmula e*™% = e*e® concluimos (e*)™! = e7# por lo que 1 = e**. Si z = a + bi concluimos

1 =eye? = ¢ es decir a =0y 2b=2km con k € Z, es decir, a =0y b= kn con k € Z.
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Otra forma es compararlo directamente e = €%, es decir, e = €3% y € = e De la primera

ecuacion, concluyo a = 0. De a segunda tengo que b+ 2km = 3b con k € Z, es decir b = kw con k € Z.
De esto, z = kmi con k € Z.

Ejercicio 2. Versién 1 Resolver la ecuacién diferencial con condiciones iniciales:

y' + vy + 72y = mcos(wx) + 5rix + 5
y(0) =0
y'(0)=m+5,

sabiendo que la solucién es de la forma:
y(x) = sin(rz) + az® + bx + ¢
La solucién es de la forma y(z) = sin(nz) + az? + bx + ¢ entonces sabiendo que
y'(x) = 7 cos(mx) + 2ax + b y'(z) = —n*sin(nz) + 2a
obtenemos que
y'(x) + 9/ (x) + m2y(x) = 7 cos(mx) + w2ax? + (2a + 72b)x + 2a + b + w2c = mweos(wx) + brix + 5
entonces por identidad de polinomios
24 =0 2a + 72b = 5m? 2a +b+mlc=5 = a=0 b=5 c=0

Luego y(z) = sin(7z) + 5z. Ademads se verifica que y(0) = 0y 3/(0) = 7 + 5 entonces es solucién del
sistema

v (z) + ' (z) + 7?y(x) = mcos(wx) + 572z + 5

y(0) =0

y(0)=m+5
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Versién 2. Resolver la ecuaciéon diferencial con condiciones iniciales:

y' +y + Ty = —/Tsin(v/7x) + 142 + 2

y(0) =1

y(0) =2,
sabiendo que la solucion es de la forma:

y(z) = cos(VTz) + ax® + bx + ¢
La solucién es de la forma y(x) = cos(v/7z) + ax? + bx + ¢ entonces sabiendo que
Y (x) = —V7sin(V7z) + 2ax + b y'(x) = =T cos(VTzx) + 2a
obtenemos que
y'(z) + 5 (x) + Ty(z) = —VTsin(V7x) + Taz® + (2a + T0)x + 2a 4+ b + Tc = —V/Tsin(V7x) + 14z + 2
entonces por identidad de polinomios
Ta =0 2a 4+ Tb =14 20 +b+Tc=2 = a=0 b=2 c=0

Luego y(z) = cos(v/7z) + 2z. Ademds se verifica que y(0) = 1 y 3/(0) = 2 entonces es solucién del

sistema
y'(z) + v (z) + Ty(x) = —/Tsin(v/Tz) + 14z + 2
y(0) =0
y'(0) =2

Ejercicio 3. Se considera el conjunto A = {(x,9) € R?*: |z| < 1,|y| < 1,2 € @,y € @}.
Entonces:

A=AUdA A

|

0A =

I
=

lera via: Sea B = {(z,y) € R?:| z |< 1,| y |< 1}, entonces el conjunto A dado se puede escribir como
A=Bn(QxQ).
Como B es un conjunto abierto, por el ejercicio 4 del practico 6 sabemos que ;1 =0y
SA=A=BU6B={(r,y) eR?:|x|<1,|y|< 1}

2da via: Sin usar el ejercicio citado, se puede analizar directamente como queda cada uno de los
conjuntos que nos piden encontrar.
— Una bola cualquiera con centro en z € A contiene necesariamente puntos con las dos

coordenadas racionales y puntos con las dos coordenadas irracionales, pues Q es denso
o

en R. Esto muestra que A = §.

— El razonamiento anterior muestra que todos los puntos de A en realidad estdn en su
frontera. Esta frontera es mucho mas grande pues no es dificil observar que B C dA;
més atin esta frontera contiene a la frontera de B. Asi tenemos que 4 = A = BUB =
{(z,y) eR?:[ 2 [< 1,y [< 1}



Ejercicio 4. Si
2
n°+an+ 2
li 249 1)1 —_—
AU Og(nz+2n+1)
es finito, entonces:

El limite es una indeterminacién del tipo 00.0.

Sumando y restando 2n en el numerador del logaritmando obtenemos:

n*+an+2 n*+2n+1+(a—2)n+1

— =1+5b
n2+2n+1 n2+2n+1 + On

donde
(a—2)n+1

by = L SN2
" 2441

(observar que b,, depende de a).

Si a = 2 tenemos que b, = — 0, entonces log(1 + by,) ~ by, y como el logaritmo es factor en

1
n242n+1
la expresion total del limite, podemos cambiarlo por su equivalente. Por lo tanto:

lim a, = lim (n? 4 2n + 1) log(1 +b,) = lim (n* +2n 4+ 1) by,

1
= 1 2 _— 1 =
_nh—ggo(n +n+1) n?+2n+1 FL

Si a # 2 nuevamente b, — 0 y podemos cambiar log(1 + b,) por b, obteniendo:

lim a, = lim (n® 4 2n +1) log(1 + b,) = lim (n®> 4+ 2n +1) b,
-2 1
= lim (n® +2n +1) <(a2)n—|—> = lim (e —2)n+ 1 = +o0
n—00 nc+2n-+1 n—00

donde el signo depende de si a es mayor o menor que 2.



Ejercicios de desarrollo

Ejercicio 5. Version 1. Calcular

En primer lugar calculemos > 00, (1 ) Utilizando la férmula 00 | k™ = 127, sabemos que > o2 (%)n =

17z = 2 Porlo tanto 320%, (5)" =2 -1/2-1=1/2
1

A continuacién, debemos calcular, fol/ 2 ﬁ dx. Como 7 hoes acotada en 0, se trata de una integral

1

—2 1
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impropia, y por lo tanto:

1
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Version 2
Calcular

En primer lugar calculemos » 7 , (é) . Utilizando la férmula Y07 ) k™ = 1, sabemos que Yo7 (%)n =
=173 = 3/2 Por lo tanto 3307, (3)" =3/2-1/3-1=1/6

A continuacion, debemos calcular, fol/ 6 \} dz. Como \} no es acotada en 0, se trata de una integral
impropia, y por lo tanto:

1 _1
6 =% 2
dw-hm/ dx—th = —.
/0 2 Vil =%

(1) Probar que si ) a,, converge, entonces lim, a,, = 0. (Ver tedrico)

Ejercicio 6.

(2) Enunciar y probar el criterio del cociente. (Ver tedrico)

(3) Clasificar
i nd +5n+1
™3 + 2n

(Por la parte (1) DIVERGE)

(4) Clasificar

o (n)?
nE_:l (2n)!

(Por la parte (2) CONVERGE)



