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Solucién Practico 6 - Topologia en R"

A continuacién algunas definiciones y observaciones para tener en cuenta:
Definiciones. Sean A CR" y p un punto de R™.
= Una bola de centro p y radio v es B(p,r) = {z € R": d(z,p) <r}

= Decimos que el punto p es:
Interior a A si existe r > 0 tal que B(p,r) C A
Exterior a A si existe r > 0 tal que B(p,r) CA°={z e R":z ¢ A}
Frontera de A siVr >0 B(p,r)NA#0 y B(p,r)NA° £ 0. Es decir, toda bola centrada en
p tiene puntos de A y de A°.
= Elinterior de A es int(A) = A= {x e R": z interior a A}
Decimos que A es abierto si A = A

Decimos que A es cerrado si A° es abierto.
= La frontera o borde de A es 0A = {x € R : z frontera de A}
s La clausura de A es A= AUOA

= Un punto p € R"™ es un punto de acumulacidn si Vr > 0 (B(p,r) Nn(A\ {p})) # (. Es
decir, toda bola centrada en p tiene elementos de A distintos de p.

Denotamos a los puntos de acumulacién de A como A’
= Decimos que A es acotado si existen ¢ € R™, R > 0 tales que A C B(q, R)
= Decimos que A es compacto si es cerrado y acotado.

Observaciones. i) Los puntos son cerrados. Es decir, si ¢ € R™, {¢} C R" es un cerrado.

ii) Un punto g € R™ es exterior a A si y solo si es interior a A°€.

i)
iii) Los conjuntos @ y R™ son abiertos y cerrados.
iv)
)

iv) Un conjunto A es cerrado si y solo si A = A

v) La frontera de un conjunto A y su complemento coinciden: 0A = 9(A€)

Ejercicio 1

Las funciones a estudiar en este ejercicio son las siguientes:

(i) N(z,y) = |z| + |yl

(i) N(z,y) = a2 +y?
(iif) N(z,y) = méx{|z], |y[}
(iv) N(z,y) = |z +y|

a) Las funciones correspondientes a (i),(ii) y (iii) son normas. La funcién (iv) no es norma pues
para dicha funcién se tiene, por ejemplo, N(1,—1) =0 con (1,—-1) # (0,0).



b) Si llamamos B, Bs, Bs a las bolas de centro (3,4) y radio 2 asociadas a las normas (i), (ii)
y (iii) respectivamente, se tiene que:
* (374) € Bla (374) € B27 (374) € BS
o (475) ¢ Blv (43 5) € BQ7 (475) € B3
e (0,1) ¢ By, (0,1) ¢ By, (0,1) ¢ Bs

Para probar lo anterior basta con calcular la distancia de los puntos al centro de la bola segin
las distancias inducidas por las tres normas.

Observacion. En general tenemos que N(z,y) = (|z[F + |y|p)1/p con p > 1 es una norma en

R2. Vemos que en este ejercicio, la norma (i) corresponde a p = 1, la norma (ii) corresponde

a p =2y lanorma (iii) corresponde a “p = +00”, es decir lim,, 4 (|z|P + [y[?) p

¢) Dos normas N y M son equivalentes si existen constantes «, 5 > 0 tales que aN < M <

BN. Escribiremos esto como N ~ M. Observamos primero que la relacién “ser normas
equivalentes” es en efecto una relacién de equivalencia. Es decir, se cumplen las tres siguientes
condiciones (de facil verificacién):

-N~N

- Si N ~ M entonces M ~ N

-SiN~My M~ P entonces N ~ P (donde P es otra norma)
Llamamos Ni, Na, N3 a las normas correspondientes a (i), (ii) y (iii) respectivamente. Por

lo tanto, para ver que las normas son equivalentes basta con probar que N; ~ N3 y que
N3 ~ Njs.

Sea (z,y) un punto arbitrario de R?. Sin pérdida de generalidad podemos suponer |z| > |y|,
por lo que N3(z,y) = |z|. Entonces:

- Ny ~ Nj3: Basta con tomar a = % ypB=1

(I + [a]) = |2 < || + ly]

N —

1
Szl + 1)) <

- Ny ~ N3: Basta con tomar o = % y =1

SV S (V) =V = bl S VA

Por lo tanto todas las normas son equivalentes. De hecho, de forma analoga podemos probar
que todas las normas de la forma N(z,y) = (|z|? + |y|p)1/p son equivalentes.

Ejercicio 2
a) Conjuntos acotados: Ay, B, Az, C, As, As.

b,c) Aj : filz{(ac,y): l<z<2 1<y<3}
0A1 ={(z,y): 1<ax<2, ye{l,3}}U{(z,y): 1<y <3, xze€{1,2}}
Ay ={(z,y): 1<2<2,1<y<3}

A=Ay

B: B=10
OB =A,
B=0B
B'=0B=A;,



AQI

A4Z

A5Z

A7Z

Ay =0

0Ay = Ag
Ay = Ay
Al = A,
. A3:A3

0Az = {(z,y) : 2* +y> =1} U{(0,0)}

A ={(z,y) 1 2” +9* <1}

Al = Az

C=10

0C = {(z,y) : 2?2 +y*> < 1}

C =0C

C'=C=0C

Ay ={(z,y): 222+ <1}

A= {(r,9): 222+ 47 =1} U{(0,9) -2 = 3,207 + 92 > 1}
A=Ay U{(2,y): 222 +9y? =1}

A
As =10
0As = As U{(-1,1),(1,1)}
A5 = 04;
As ={(-1,1),(1,1)}

: 1216 = Ag

04 ={(z,y,2): x4+y+2z=1,2>0,y>0, z>0U{(x,y,2): 2=0, 2>0, y >0,
r+y<1}U{(z,y,2) :2=0,2>0, y>0, z+y <1} U{(z,y,2) :y=0, >0, z >
0, x+2<1}

A ={(z,y,2): z+y+2<1, >0, y>0, 2>0}

Ay =g

Ar ={(z,y,2): 22 +y>+1< 2}

0A7 = {(z,y,2): 22 +y* +1=2z}

A7 = A7

A/7:A77=A7

d) Los tnicos conjuntos abiertos son: Az y Ag.

e) Los tnicos conjuntos cerrados son: Ay y Asz.

f) Ningun conjunto es compacto.

Ejercicio 3

a) Probemos que toda Bola abierta en R™ es un conjunto abierto.

SeapeR", r>0y B=B(p,r) ={x € R" : d(x,p) < r}. Por definicién de conjunto abierto,
hay que probar que cualquier y € B admite una bola centrada en y contenida en B.

Sea 0 < a < (T — d(p, y)) Luego, B(y,a) C B, ya que si z € B(y,«) por desigualdad
triangular se cumple

d(z,p) < d(z,y) +d(y,p) < a+d(p,y) =r

Y por lo tanto z € B. Como z es arbitrario B(y,a) C B. Como y es arbitrario, B es abierto.



b)

Probemos que si p € A y A es abierto, A= A\ {p} también.

De nuevo, tenemos que probar que cualquier y € A admite una bola centrada en y contenida
en A.

Como y € Ay A abierto, existe r tal que B(y,r) C A. Tomamos o = min{r, d(y,p)}, entonces
B(y, o) C A, pues:

B(y.a) C A, p ¢ Bly,«) implica B(y,a) C A
Por lo tanto el conjunto A = A\ {p} es abierto.

Ejercicio 4

Sea A abierto de R?*, C = ANQ*.
Entonces C =0, C = Ay oC = A.

Sugerencias para las pruebas:

Es conveniente observar que dados z1 < x2 nimeros reales, entonces existen ¢ € Q y r € R\Q
tales que 11 < g < x2 y 1 <71 < X2.

También serd util probar que para cualquier conjunto B se tiene B = BUOB = BUOB
(observar que la tltima unién es disjunta). Como C' = @) se deduce 9C = C.

Ejercicio 5

Consideramos A, B dos conjuntos de R™, y definimos su suma como

2)

A+B={a+b: ac A, be B}

Tomamos a + b un elemento genérico de A + B, queremos probar que hay una bola centrada
en a + b contenida en A + B.

Como A es abierto, existe r > 0 tal que B(a,r) C A. Veamos que el mismo r sirve para a+b,
es decir, que B = B((a+b),r) C (A+ B):

Dado y € B (se tiene d(y, (a + b)) < r), definimos a = y — b. Observamos que
d((y —b),a) = [|(y —b) —all = [ly = (a+ )|| = d(y, (a + 1)) <7

Por lo que (y—b) € B(a,r) C A, es decir (y—b) =a € A, lo que implicay =a+b € (A+ B).
Como y es generico, B C (A + B). Como a + b es genérico, A + B es abierto.

No podemos decir lo mismo si tomamos dos conjuntos cerrados (si uno es abierto y otro
cerrado, como vimos, la suma es un abierto).

Obviamente si hay casos donde la suma de cerrados es un cerrado (basta con tomar A = {a}
y B ={b}).
Veamos un ejemplo en R donde A y B cerrados y A + B no:

Definimos A={-n: neN, n>2}yB={n+1: neN, n>2} Tanto A como B son
un conjunto de puntos aislados, por lo tanto son cerrados.

Recordamos que un conjunto cerrado contiene a todos sus puntos de acumulacién, por lo que
para ver que A + B no es cerrado basta con observar que 0 ¢ A+ B y 0 es de acumulacién
de A + B. El punto 0 no estd en A + B, pues no hay ningun natural en B y por lo tanto
al sumarle un entero negativo nunca podra ser cero. Luego, 0 si es de acumulaciéon, pues la
sucesién de elementos de A + B dado por (—n)+ (n+1/n) =1/n con n > 2 converge a 0.



Ejercicio 7

a) Consideramos {A;};c; una familia de conjuntos abiertos.

Entonces A =J;c;A; = {a: a € A; para algin j € J} es abierto. A continuacién la prueba:

Sia € A, entonces existe j € J tal que a € A;. Como A; abierto, existe r > 0 tal que
B(a,r) C A;. Como A; C A, B(a,r) C Ay por lo tanto A abierto.

Consideramos Ay, ..., A, conjuntos abiertos.
Entonces (] A;i ={a:a € A; Vi € {1,...,n}} es un conjunto abierto. La prueba:

Seaa € A. Entonces a € A; parai = 1,...,n. Definimos r; como el radio tal que B(a,r;) C A;
(dicho r; existe porque los conjuntos A; son abiertos). Por tltimo definimos r = min{ry,...,r,}.
Entonces B(a,r) C A; para todo 4, lo que implica B(a,r) C ﬂ? A;. Esto demuestra que es
un conjunto abierto.

Observar que en el inciso anterior obtuvimos r # 0 porque tuvimos en cuenta finitos r;. De
hecho esta afirmacién no vale para infinitos abiertos. Por ejemplo, podemos considerar los
abiertos A, = B(0,1) con n € N cuya interseccién da {0} que no es abierto. En este caso si
repetiamos el razonamiento r seria 0 y no conseguiriamos una bola.

La interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado, la unién finita de cerrados es
cerrada. Para esto basta con observar que

(Na) =Ua

JjeJ jedJ
(QAZ-)C - (5145

Luego, como un conjunto es cerrado (abierto) si y solo si su complemento es abierto (cerrado),
los incisos a) y b) implican lo mencionado.

Ejercicio 8

a

o o

oL

e

)
)
)
)
)

Converge a (0,0)

No converge. Tiene subsucesiones convergentes a (2,0).

No converge. Tiene subsucesiones convergentes a (1,1) y (=1, —1).
No converge. Tiene subsucesiones convergentes a (0, e).

No converge. Tiene subsucesiones convergentes a (sin(%), cos(%’r)) donde a y b son tales que
a€{0,...,15}, b€ {0,...,5}, a — b es par.

Veamos en detalle el ejercicio 7e):
La sucesién a estudiar es

o (). e () = (30 (03, e (03)) = ()

Primero descartamos rapidamente que la sucesiéon no es convergente, pues ninguna de sus
entradas lo son (basta con ver que x,, = sin(nm/8) no converge).

Luego, observamos que tanto xz,, como ¥, son sucesiones periédicas. Especificamente tenemos
lo siguiente:

T, = sin a%) donde a es tal que n=a+16m, a,m €N, a < 16

yn =cos (b3 ) donde b es tal que n=b+6k, bk EN, b<6



Dicho de otra forma:
Si a < 16 natural, se tiene x16,+4 = T4 para todo n € N.
Si b < 6 natural, entonces Ygmp = yp para todo m € N.
Entonces tenemos que la sucesion z,, (vista como sucesién de R) tiene subsucesiones convergen-

tes a los puntos sin(a?—g) con a € {0,...,15}, y por otro lado, la sucesién y, tiene subsucesiones
convergentes a cos(b2X) con b € {0,...,5}.
A continuacién veremos que la sucesién en = (Zn,yn) tiene subsucesiones que convergen a

cualquier combinacion de los valores que toman z,, e ¥y, que cumplan cierta condicién:

Consideramos un punto de la forma (zq,y,) = (sin(a3g),cos(b3)) con a € {0,...,15} y
b € {0,...,5}. Buscamos una subsucesién de e, (eventualmente constante) que converja a este
punto, es decir, que a partir de cierto K, ey, = (24, y»). Observamos que dado n natural

(a+16m)=n=(b+6k) < (a—b) =2(—8k + 3k)
Es decir, si x, = z4 € y, = yp simultdneamente, necesariamente a — b es par. Veamos que esta

condicién no solo es necesaria, sino suficiente para conseguir una subsucesion e,, — (z,ys) donde
en, = (a,yp) para todo k.

k

Si a — b es un numero par, hay dos posibilidades:

- Los ntimeros a y b son pares. Se escriben como a = 2a, b = 2[3, donde a < 8, b < 3 son
naturales.

- Los nimeros a y b son impares. Se escriben como a =24+ 1, b = 2+ 1, donde a < 8, b<3
son naturales.

En ambos casos (a — b) = 2(a — b).

Observamos que existe una combinacién lineal entera en términos de 16 y 6 que nos da 2, por
ejemplo
(=116 + (3)6 =2

Entonces tenemos lo siguiente

(6 —D)(—1)16 + (a — b)(3)6 = 2(a — b)
((B —a)— 6k>16 + (3( A 16k>6 24 — b)
(3( b)+16k)6+2b_( )16+2a
Y también obviamente se cumple

(3(&—8)+16k)6+21}+1 - ((a—i)) +6k)16+2d+1
Es decir, tanto para el caso de a,b pares como a,b impares, encontramos un conjunto infinito
de naturales Ay = ((& —b)+ Gk) y By = (3(& —b)+ 16k) para los cuales tenemos
By+b=A;+a

Y por lo tanto
TAr+a = Las  YBp+b = Yb

Por dltimo, basta con tomar la subsucesién correspondiente a
n,=B,+b=A,+a
Con esta subsucesién conseguimos la subsucesiéon constante buscada:

br

3))

en, = (Tny, Yny,) = (sin(%),cos(



Concluyendo que existen subsucesiones convergentes a (sm(%), cos(%”)) donde a — b par.
Nota: El hecho de que no podamos conseguir todas las combinaciones posibles de (zq,yp) como
limites estd relacionado con el Lema de Bézout. Este afirma lo siguiente: Si a,b son enteros con
med(a,b) = d, entonces existen enteros x,y tales que ax + by = d. Mds ain, d es el menor entero
positivo que se puede lograr con combinaciones lineales enteras de a y b.
En el caso de este ejercicio med(16,6) = 2 y por lo tanto (como vimos) 2 tiene que dividir a (a—b).
Luego, utilizando el Lema de Bézout (sin decirlo) consideramos una combinacién lineal entera de
16 y 6 igual a 2 = mcd(16,6). A partir de eso construimos la subsucesion.
Sin embargo esto se puede hacer en general. Si consideramos la sucesion e, = (sin(n%ﬂ), cos(n%”)),
la condicion serd también que mcd(P, Q) divida a (a —b). En el caso particular que P,Q sean co-
primos (med(P, Q) = 1) todas las combinaciones serdn posibles.

Ejercicio 9

a) Sea x, sucesién con limite L y z,, una subsucesién. Veamos que LNy
Sea € > 0 arbitrario. Por definicién de limite, existe N tal que Vn > N se tiene d(z,, L) < e.
Recordamos que {nj}ren es una sucesién de naturales mondtona creciente estricta. Por lo
tanto, existe K tal que Vk > K, np > N.
Entonces, juntando ambas cosas, k¥ > K implica d(z,,,L) < e. Esto no es mds que la

definicién de limite para x,, , por lo tanto z,, 5L

b) Se tieneA:@,ZzaAzAU{p}yA’ puede ser p o ().

Observar que para cualquier conjunto A se tiene
A=AUdA=AuA

La primer igualdad es inmediata, pues dado € R?, x puede ser un punto interior, exterior,
o frontera de A (estas divisiones son excluyentes) y A° estd formado por todos los puntos
exteriores a A. Para probar la segunda igualdad observar que los puntos de A’ que no estan
en A necesariamente son puntos de frontera (pues no son interiores ni exteriores), y que los
puntos frontera que no son de acumulacién estdn en A (son puntos aislados).

[] A/:{p}oA/:®:
Sea z € R™. Supongamos que © € A’. Luego, por definicién, para e; = 1 existe z,, €
B(x,€1) con x,, # x.

Si tomamos ez = 1, existe z,, € B(z,€2) con z,, # z. Ademds, podemos suponer

ng > ny, pues el punto x es de acumulaciéon de A si y solo si es de acumulacién de
A\ {z1,...,2n, }-
Repitiendo el procedimiento para €; = %, conseguimos una subsucesién z,, tal que
T, € B(z, %) Por lo tanto L 2. Por el ejercicio 8, tenemos que necesariamente
x = p. Es decir, si el conjunto A’ es no vacio, entonces A’ = {p}.
Observacion. Las dos opciones son posibles. Por ejemplo, si tomamos z,, = 0 para todo
n, se tiene que p = 0 es aislado y por lo tanto A’ = (). Por otro lado, si x,, = %7 entonces
0 es de acumulaciéon y A’ = {0}.

s A=10:
Esto es consecuencia directa de lo demostrado anteriormente. Si existiera B(x,r) C A,
entonces toda la bola estaria formada por puntos de acumulacién, contradiciendo que,
a lo sumo, hay un tnico punto de acumulacién.

| ] Z =0A=AU {p}
Como A =0, 4 = 0A.
Luego, si A’ = {p}, A= AU A = AU {p}.



Si A’ = () necesariamente p € A, pues sip ¢ Ay p no es de acumulacién, entonces existe
¢ tal que Vn z,, ¢ B(p, €), lo cual contradice la definicién de limite para x,. Por lo tanto
A=AUh=A=AU{p}.

¢)(=): Como a es de acumulacién, dado €, = % existe un elemento z, € B(a,€,) con x, # x.
De esta forma construimos una sucesién z,, de elementos de X \ {a} que converge a a:
Dado € > 0 arbitrario, existe IV tal que Yn > N, ¢, < €. Por lo tanto, V n > N se tiene
x, € Bla,e,) C B(a,¢). Es decir, z,, — a.

(«<): Por definicién de limite, dado € > 0 arbitrario, existe N tal que Vn > N se tiene
xn € B(a,¢€). Como ademds Vn x, # a, entonces se tiene lo siguiente: Para todo € > 0
arbitrario, existe xy € B(a,€) y xny # a. Esto implica que a es punto de acumulacién
de X:

B(a,e) N (X \{a}) #0

Para cualquier € > 0.

Ejercicios Complementarios



