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Entregable 2: Lagrange

6 de septiembre de 2022

Instrucciones

Objetivo El objetivo del informe es mostrar que el estudiante fue capaz de resolver una serie de
problemas tedricos e implementar y analizar una serie de problemas practicos. En el primer caso, es
fundamental justificar cualquier paso no trivial de la resoluciéon. En el caso de problemas précticos, es
fundamental analizar y comentar todo resultado que se obtenga.

Contenido El informe debe contener: resolucién detallada de problemas tedricos, resultados de los
problemas préacticos, andlisis y discusién de los resultados obtenidos. No es necesario (ni aconsejable)
incluir: letra de ejercicios, cédigo de los ejercicios practicos. El cédigo de los ejercicios practicos debe
incluirse en un archivo aparte para posible referencia por parte de los docentes.

Autoria Esta es una tarea individual. Sus ejercicios deben ser resueltos por el estudiante cuyo
nombre, cédula y firma se deben incluir en la cardtula del informe. No es admisible la realizacion
colectiva de ninguno de los ejercicios ni sus partes. Tampoco es admisible la bisqueda y/o reutilizacién,
total o parcial, de material en Internet u otros medios, asi como entregas disponibles de anos anteriores.

Si es admisible y aconsejable consultar, cotejar, e intercambiar ideas y sugerencias con otros estu-
diantes. También es admisible utilizar material de referencia tales como: documentacién sobre lengua-
jes de programacion, resultados, definiciones y propiedades matemaéticas, incluyendo todo el material
expuesto en el tedrico de este curso, tanto tedrico como practico.

También es admisible la reproduccién e inclusién de recetas y cédigo relacionado con aspectos
auxiliares, tales como el graficado de funciones, etc., que no hacen al objetivo de los ejercicios.

Sanciones Cualquier violacion a las anteriores reglas constituye una falta disciplinaria. En primera
instancia, dicha falta implica la pérdida de los puntos del obligatorio en su totalidad. En caso de
reincidencia, se desvinculard al estudiante del curso y quedara registrado como reprobado.

Conformidad

Todo informe debe incluir una caratula identificando claramente el obligatorio al que hace referen-
cia, la fecha, y el/la autor/a del trabajo. En el tltimo caso, debe incluirse nombre, cédula de identidad
(o equivalente), y firma, preferentemente digital. Asimismo, debe incluirse de manera obligatoria el
siguiente texto:

i) He leido y estoy de acuerdo con las Instrucciones especificadas en la cardtula obligatorio. ii) He
resuelto por mi propia cuenta los ejercicios, sin recurrir a informes de otros companeros, o soluciones
existentes. iii) Soy el unico autor de este trabajo. El informe y todo programa implementado como
parte de la resolucién del obligatorio son de mi autoria y no incluyen partes ni fragmentos tomados
de otros informes u otras fuentes, salvo las excepciones mencionadas.
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Ejercicio 1 - (Bertsekas 3.1.1)

Utilizando las condiciones de optimalidad de Lagrange para problemas con restricciones de igual-
dad, resolver:

a) min ||z||? sujetoa >, x; = 1.
b) min Y, x; sujetoa |z||? = 1.

c) min ||z]|? sujetoa 27Qz =1, donde Q es definida positiva y simétrica. (sugerencia: considere el
problema en términos de vectores y valores propios de Q).

Ejercicio 2 - (Bertsekas 3.1.6) Desigualdad geométrica—aritmética

Sean aj, ..., ay, escalares positivos con ), a; = 1. Utilice el teorema de Lagrange para resolver el
problema

min E (e 773
7

sujeto a Hzf‘z =1,
i

x;>0,9=80,...,n.

Se sugiere utilizar el cambio de variables y; = Inx; (eso evita la restriccién de desigualdad estricta,
entre otras cosas). A partir de lo anterior, deduzca que para cualquier conjunto de n nimeros positivos
x; y oy tales que Y . oy = 1 se cumple,
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Ejercicio 3 - (Bertsekas 3.1.7)

Considere un conjunto de m vectores ai,...,a, € R"; sea G su centroide, a = (1/m)>_, a;.
Considere ahora el problema

m
S
=1

sujetoa ||z = 1.

Utilice las condiciones de primer y segundo orden de Lagrange para demostrar que si @ # 0, el problema
tiene un maximo y un minimo tnicos. ;Qué pasa si a = 07

Ejercicio 4 - Métodos de consenso

Introduccion Los métodos de consenso son aquellos que involucran restricciones de igualdad entre
variables a minimizar. Exigir que dos variables sean iguales en un problema es conceptualmente redun-
dante, pero tiene enormes ventajas practicas en muchos escenarios, por ejemplo cuando lo que se busca
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es partir un problema grande en muchos pequenos. Esto es fundamental por ejemplo en técnicas de
computacion distribuida masivamente. El problema que vamos a resolver en este caso es el siguiente:

min Az — ol + 1By~ BI3 + 1107~} sujeton s=y=-z 1)
x,y,2€R" 2 2 2

Tal problema puede surgir por ejemplo en una situacién donde «, 8, son medidas fisicas de distinto

tipo vinculadas a una misma variable fisica x (= y = z) que se desea estimar indirectamente en base

a las primeras, asumiendo que hay una relacién lineal entre ellas y la variable objetivo dada por las

matrices A,B y C respectivamente.

Solucién exacta El problema (1) se puede resolver de manera analiticamente sin mucha dificultad.
(Esto es cierto en muchos casos en los problemas de consenso reales, s6lo que los datos involucrados
no estén accesibles a todos los nodos de procesamiento). En nuestro caso, el célculo de la solucién nos
permitird tener una referencia confiable para evaluar los distintos métodos a implementar.

a) Resuelva el problema (1) analiticamente, calcule y muestre su solucién. Esta solucién z* sera usada
como referencia para evaluar el desempeno de los algoritmos a probar luego.

b) Se define ahora una nueva variable w = [z, y, 2|, la concatenacién de las tres variables a consensuar.
El problema (1) puede reescribirse en funcién de w como

1
mi —||Dw — 6|53 sujetoa Hw = 0. (2)
weR3n 2

con ¢ = [a, 3,7], la concatenacién de los términos independientes. Derive D y H para que el problema
(2) sea equivalente a (1).

c) A partir de las condiciones de optimalidad de Lagrange, derive en forma analitica el multiplicador
de Lagrange 6ptimo \* para el problema (2).

d) Plantee el Lagrangeano aumentado con L,(w, A) para (2), donde 7 es la penalizacién del término
de penalizacién cuadrético. Calcule analiticamente arg min,, L,(w, A) para un \ arbitrario.

Solucién numérica En lo que sigue las matrices A,B,C' y los vectores «,(,y serdan cargadas de
los archivos A.txt, B.txt, C.txt, alpha.txt, beta.txt y gamma.txt respectivamente. En todos los
casos se pide implementar los métodos mencionados. La notacién w” indica el valor de w en la k-ésima
iteracion. Se fijara un maximo de iteraciones ks = 100. Los algoritmos deben detenerse si se alcanza
k = kmsx 0 bien la diferencia relativa entre iterandos,

O |
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cae bajo un umbral de €4, = le~8. Se define también un valor multiplicador base 7o = 1/||D||2 (donde
|| D]|2 es la norma ¢ matricial de Dj; no es la Frobenius). En todos los casos, se calculardn las variables
originales z, y, z del problema como el promedio de las tres partes correspondientes de w¥,
k k k
ko k_ _k_ Wiio T Wit T Wayo3

€T :y =2 = 3 s

donde wj.; es el subvector de w que va entre los indices i y j (ojo, en la mayorfa de los lenguajes de
programacién el primer elemento tiene indice 0 y no incluyen el dltimo indice. Por ejemplo, en Python,
el primer subvector seria w[0 : 10]).
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e) Resuelva numéricamente el problema mediante el método de penalizacién cuadratica utilizando
A=\ y 7% = 7p2F. (Este no es un caso comin en la préactica pero sirve para ver el efecto de tener
una buena —en este caso perfecta— estimacion de \).

f) Repita el método anterior utilizando A =0y 7 = T02F.

g) Resolver el problema mediante el método de los multiplicadores con \° = 0 para F =10m y 7% =
10007y respectivamente. Recordar que en este método se actualiza en cada iteracién \¥ = \F—1 47 Huw.

h) Resolver el problema mediante el método combinado de penalizacién cuadratica/ método de los
multiplicadores con X0 = 0, \¥ = \e=1 4+ 7F Huw. y 7F = 72k,

Entregable

El informe debe contener:

1. Todos los desarrollos analiticos de las soluciones exactas
2. La evaluacion numérica de la solucién exacta para los datos provistos

3. El cddigo fuente de la tdltima parte (A y 7 variables); los otros deberian ser précticamente
idénticos.

4. Comparacién grafica de la convergencia de todas las variantes implementadas. Concretamente,
se pide graficar ||z¥ — z*||2/||z*||2 para cada algoritmo y eleccién de pardmetros fijos pedida en
la letra (serian 5 curvas en total). Lo ideal es combinar todas las curvas en una misma gréfica y
utilizar etiqueta (por ej. matplotlib.pyplot.label en Python). De lo contrario, deberd verifi-
carse que los ejes de todas las grdficas tengan la misma escala y rango. Se sugiere graficar con
eje vertical logaritmico (ej semilogy en Python, Matlab) y agregar grillas.

5. Comentario detallado sobre lo que se observa en las graficas. Esto es obligatorio y
excluyente; el no comentar los resultados suficientemente implicard una reduccion importante en
la nota mds alld de los resultados. Debe comentarse sobre el desempeno de cada método de por
s{ y comparativamente.

6. Conclusiones. Qué se puede concluir en este caso respecto a cada método.



