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VERSION | MO1 | MO2 | MO3 | MO4
1 A C A B
2 B D C D
3 A B B D

Solucion Multiple Opcién

Solucién - Numeros Complejos

Para solucionar la ecuacién z3 = 1 tomamos z = e’ y la ecuacién queda,

7“3637'9 — 1602

de donde deducimos:

2km
r=1 0=—.
Y 3
Luego las tres raices ctbicas de la unidad son
2im 4im
z1=1, 29=€e3 y z3=¢€3

Su producto es 212923 = €™ = 1.

Solucion - Ecuaciones Diferenciales

El problema homogéneo,
2"+ 22 + 12 =0,
tiene solucién
xp(t) = (A+ Bt)e "
Por inspeccién zp(t) = zt es solucién particular de 2" + 22" + z = €.
La solucién es entonces z(t) = (A + Bt)e™! + €' /4.
Para ajustar A y B imponemos las condiciones iniciales:

z(l)=(A+B)/e+e/d=1/e+e/4, luego A+ B=1.

2’(1)=—-A/e+e/d=—1/e+e/4 debemos tener A = 1.

t

En conclusién, x(t) = et + %, y z(0) = %



2

Solucion - Series

+oo
_1)n
Consideremos la serie Z 7) Si denotamos (—1)"a,, al término general, se tiene que
= nlog(n)
B 1
nlog(n)

Se observa que (a,) es mondtona decreciente y 11'111 an, = 0. Estamos en las hipétesis del Teorema
n—-+0o0o

de Leibnitz, y la serie es por lo tanto convergente.

Para estudiar si la convergencia es absoluta utilizaremos el criterio Serie-Integral. Consideremos la
funcién f : [e, +o0) — R dada por
1
T) = ———.
/(@) zlog(x)

La funcién f es mondtona decreciente y lim f(z) =0 . Luego:
r——+00

= oo dr .
Z -y son de la misma clase.
o nlog(n) . xlog(x)

Se tiene que

oo dx i T dx , T gy, T du
——— = lim ——— = lim — = —
e xlog(x) T+ ), xzlog(r) T—too )y u 1 u

donde se ha utilizado el cambio de variable u = log(x).

Como la ultima integral impropia es divergente, la serie no converge absolutamente. Luego, la serie

converge pero no absolutamente.

Solucién - Integrales Impropias

+00
dz
La integral impropia / m es una integral impropia de primera especie. Por esta razon
T
0
+o00o +oo
/ dx / dx del . )
— ———— son de la misma clase.
@2+1)y 7 (22 + 1)°
0 1

Definimos las funciones f, g : [1,+00) — R dadas por:

1 1
r)=-—5——+— T) = —
: . . e flx) _
Dichas funciones son equivalentes en el infinito, i.e.: limg,_ 4 o ) =1.
g(x
+o00o +oo +00
. dx dx . dz .
Concluimos que m y PO son de la misma clase. Sabemos que e converge si y solo
0 1 1
00 d
x
si @ > 1. En nuestro caso debemos tener que 2s > 1, o s > 1/2. Por lo tanto / m converge si
x
0

y solosis > 1/2.



Solucion - Problemas de Desarrollo

Problema 1

a) (i) Una sucesién (a,,) es acotada si existen nimeros reales m y M tales que
m<a, <M, VnéeN.
(ii) Una sucesion (ay,) tiene limite L € R si para todo € > 0 existe ng € N tal que

la, — L| < e paratodo mn > ng.

b) Si (a,) tiene limite L € R, tomando € = 1 en la definicién de limite obtenemos:

L—-1<a,<L+1 paratodo n > ng.

Si consideramos

m' =min{a;: 0<i<ng—1} y M =méx{a;: 0<i<ng—1}.

Definimos:

m:mfn{m',L—l} y M:méx{M',L—i—l}.

Sea a, cualquier término de la sucesién tenemos que:
(n < np) En este caso por construccién a, >m' >mya, <M <M
(n >np) Tenemos ap, >L—-1>mya, <L+1<M.

Concluimos que la sucesién a,, es acotada.

c¢) El reciproco es falso y exponemos a continuacién un contrajemplo. Sea a, = (—1)", es una
sucesion acotada:

-1<a, <1 para todo n € N.

Dicha sucesiéon no es convergente. De hecho es una sucesién oscilante; nétese que existen
dos subsucesiones convergentes a limite diferentes: a9, converge a 1 y ag,—1 converge a —1.
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Problema 2

a) Un punto x es interior al conjunto A si existe r > 0 tal que
B(z,r) C A.

El interior de A es el conjunto formado por todos los puntos interiores.

b) Un punto x es de acumulacion de A si para todo € > 0 se cumple que el entorno B(z,e€)
contiene infinitos puntos de A.

c¢) Representemos el conjunto A graficamente:

4
-‘a-h-"s
l"’ ‘\\
';' X 22X X ‘\‘
X o o x
i ':
M 3 b e IS 1] 3 4
Vox ok ox !
1 ’
\‘ fe} l‘
‘\‘ X 2 X ’:'
~‘..¥__--"
-4
El conjunto de puntos frontera es:
2 2 2 2
x n m
3A:{(x,y)€]R2:4+Z{g:1}u{(n,m): n,m N 4+9<1}.

En el dibujo esté representado por la linea punteada verde y las cruzes azules.
Todos los puntos frontera son de acumulacién. En efecto, se comprueba que cada bola
centrada en x € 0A corta a A en infinitos puntos, y es posible construir una sucesién inyectiva

(ay) tal que:

1
an€B<x,> N A.
n

Ademis, se deduce de la definicién que no son interiores a A, pues ni siquiera pertenecen a A.

Por ltimo,

4 9

se observa que los puntos exteriores no son de acumulaciéon. Por definiciéon, ningtin punto

2 2
extA:{(x,y)ER2:$+y>l},

exterior puede ser de acumulacion. En conclusion, el conjunto de puntos de acumulacién que

no son interiores es exactamente 0A.



