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Resumen

En este articulo se revisard los conceptos bésicos para la utilizacién de la transformada de
Laplace en la resolucién de ecuaciones diferenciales lineales. Se tiene como objetivo bésico el
aprendizaje y comprension de los siguientes tépicos:

e La transformada de Laplace. Definicién y propiedades.

e Resolucién de ecuaciones diferenciales.

1 La Transformada de Laplace

1.1 Definicion

Definicién 1 (Transformada de Laplace unilateral). La transformada de Laplace (unilateral) de
la funcién f(t) esta definida como

LIfO)=F(s)= [ [flt)e™"dt (1)
-
siendo s una variable compleja (s = o + jw).

Observacion 1. La integral converge absolutamente en el semiplano o, < o, donde o, es denominada
la abscisa de convergencia. En este semiplano F(s) es analitica.

Observacion 2. Condiciones suficientes:
e f(t) es continua a tramos.

e f(t) es de orden exponencial.

Jto, N,6 ] |f(t)] < Me®t ¥t > to

Ejemplo 1. Impulso unitario.

ot

Cl3(t)] = oo&(t)e—stdtz/ S(t)dt = 1.

- _
Observacion 3. Se tiene que f(t)6(t —to) = f(to)d(t — to).
Ejemplo 2. Escalén unitario.

[0, t<oO I
1(t){17 £50 éﬁ[l(t)]f/me dt = —
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Observacion 4. Las senales normalmente utilizadas en este texto son denominadas causales, o sea,
estardn representadas por funciones del tipo

for={ S % = i0 = 1010,

Por simplicidad muchas veces se notard simplemente f(t).
Ejemplo 3. Sea la funcién f(t) = e~ *'1(t).

—at > —at _—st > —(sta)t 67(S+a)t = 1
Lle®1(t) = | e e tat= | o = | -1
0+ o+ —(s+a) o+ Sta

1.2 Propiedades

A continuacion se detallara las principales propiedades de la transformada de Laplace.

1. Linealidad. Sean las funciones f1(t) y f2(t) con transformadas Fi(s) y Fz(s), respectivamente.
Si se define g(t) = ¢1 f1(t) + cafa(t), c1 y c2 complejos se tiene que

L [g(t)] =L [lel (t) + Cgfg(t)] = ClF(S) + CQFQ(S), Ve, VYes. (2)
Ejemplo 4. Sea f(t) = (e7' + e ") 1(t).

1 1 25+ 3
- = :
s+1 s+2 (s+1)(s+2)

LIf() = F(s) =

Ejemplo 5. Considere la funcién f(t) = sen(wt)1(¢).

eIwt — gmiwt 1 1 1 w
o)== S | - | =
72 J2 |s—jw s+ jw §? 4w
Andlogamente se puede demostrar que
s
L t)1(t)] = ———.
cos(@t) (1)) = o~

2. Diferenciacidn real. Sea la funcién f(t) con transformada de Laplace F(s). Se tiene que

L [%(;)} =sF(s)— f(07). (3)
Ejemplo 6. Sea f(t) = 1(t). En este caso se tiene que
L)) =1
[0
dt si-0=1
Ejemplo 7.
as(t)] _
¢ |-
Ejemplo 8.

sL [sen(wt)1(t)] — 0 = sw/(s? + w?)

. [d(sen(:tt)l(t))]

L [wcos(wt)1(t)] = ws/(s% + w?)
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Ejemplo 9.

r [d (cos(wt)l(t))] sL [cos(wt)1(t)] — 0 = s/ (s* + w?)
dt L [—wsen(wt)1(t) 4+ 6(t)] = —w?/(s2 + w?) +1 = s2/(s2 + w?)

3. Diferenciacidn compleja. Sea la funcién f(¢) con transformada de Laplace F(s). Entonces,
excepto en los polos de F(s),

ciese) = -2 ()

En forma genérica

d"F(s)
dsm (5)

LI F(t)] = (~1)"

Ejemplo 10. Sea la funcién rampa unitaria f(t) = ¢1(¢).

L) = _% (1) .

S

4. Integracidn real. Sea la funcién f(¢) con transformada de Laplace F'(s). Se tiene que
t
F
L [ JiG) dt} = ﬂ
0- s

Si se considera la transformada de la primitiva (sin limites de integracién)

c Uf(t) dt} - %5) +§ (/f(t) dt) n (7)

Ejemplo 11. Considere la funcién parabdlica f(t) = t2/21(t).

f(t)zgz/t TdT:>£|:ﬁ:|=li=i.

2 582 g3

5. Traslacion en el tiempo. Sea la funcién f(t) con transformada de Laplace F(s). Se tiene que
L[f(t—to) 1(t — to)] = e " F(s). (8)

Ejemplo 12.

—tos

LIt~ to)] =

Ejemplo 13. Considere la funcién g(t) =21(t — 1) +21(t —3) — 21(t — 5) — 21(t — 7).

@ | N

Llg(t)] =

(675 + 6735 o 6755 o 6775) )

6. Traslacion en frecuencia. Sea la funcién f(t) con transformada de Laplace F(s). Se tiene que

L e f(t)] = F(s+ so). 9)
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Ejemplo 14.

Cleos(en) 10] = £ | G0 + 52 50] = 3 [Fs = o) + (s 4 o)

FEjemplo 15. Sea la funcién g(t) = tcos(wt) 1(¢). Por el resultado del ejemplo anterior

1 1 1 52 — w?
Llo®] = 2 {(s — jw)? + (s —&—jw)Q} - (82 + w?)?

7. Cambio en la escala de tiempo. Sea la funcién f(t) con transformada de Laplace F(s). Sea la
sefial f(ct) con ¢ > 0.

cifen) = -F (%) (10)
Ejemplo 16.
1 1

1
2(s/2)+3 s+6

£ le*en(n) = Lle 5 1(0)]

8. Transformada del producto de convolucidn. Sean dos sefiales f1(t) y f2(t). El operador producto
de convolucidon genera una nueva sefial g(t) tal que

90) = Fi0) 5 £olt) = [ Flt=D)far)dr = [ folt= DA = R0 1O, ()
0 0
La transformada de Laplace de g(t) estd dada por

Llg®)] = L[f1(E) * f2()] = Fi(s) Fa(s), (12)

siendo Fi(s) y Fa(s) las transformadas de f1(t) y f2(t), respectivamente.
Ejemplo 17.

LI5() * f()] =1 x F(s) = F(s) = LIf(O)] = 0(t) * f(t) = f(?).

FEjemplo 18. Sea la funcién f(t) = t1(t).

LA +1()] = %% - Si2 — L) = 1(t) +1(t) = £1(0),
9. Teorema del valor inicial.
lims— 100sF(s) = f(OT). (13)

La funcién f(t) no debe contener impulsos o singularidades de orden mds alto en ¢ = 0.

Ejemplo 19.

1
1(07) = lims 100 5— = 1.
S

Ejemplo 20.

2
5 ; S = +1(0+
3 Zlms_>+oo m =1= COS(O )1(0 )

L [cos(wt)1(t)] = 2+ w?
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10. Teorema del valor final. Sea una senal f(t) tal que existe
lim— oo f(1).
Entonces
limg_ o+ sF(s) = limi— 100 f (t). (14)
Para que exista el limite sF(s) debe tener todos sus polos con parte real estrictamente negativa.

Ejemplo 21.

1
limi— 400 1(t) = lims_os— = 1.
s

Ejemplo 22. Sea f(t) = K (1 — e~ ) 1(t).

K K K
LU =FO) =5 - e = fa), LM i o0 £(t) = lims—o sF(s) = K.

2 Transformacion inversa

Dada la funcién F'(s) la transformada inversa permite conocer la funcién f(¢) que tiene a F(s) como
transformada de Laplace.

F(s)=Lf(t)] = f(t) = L7 [F(s)].

2.1 Expansién en fracciones simples

Cuando F'(s) es una funcién racional (divisién de polinomios en s), el método mds practico de la
obtencién de la transformada inversa es mediante la expansion en fracciones simples.
Una funcién racional

A 8™ F Ap—18S™ 4+ . a1s + ao

F =
(S) Sn+bn,18n71+...b18+b0

es denominada estrictamente propia si el orden del polinomio en el denominador es mayor que el del
polinomio en el numerador (n > m).

El método de expansién en fracciones simples puede ser utilizado en el caso de funciones estricta-
mente propias. Cuando la funcién racional no cumpla este requerimiento se debera realizar la divisién
entre los polinomios del numerador y denominador de forma a expresar la funcién como la suma de un
polinomio en s y una funcién estrictamente propia.

2.1.1 Polo real simple

Para cada polo real simple p, la expansién posee un término del tipo A/(s — p,). Esto ocasiona la
existencia de un término del tipo AePe! en la transformada inversa.
Los coeficientes de la expansién son calculados como
n(s) n(s) A n(s)

Fle) = d(s) N (s — pa)d(s) T 5 pa " d(s)

en donde los polinomios (s — p,) v d(s) son primos entre si (s = p, es un polo simple). Luego

A+M] .

(s 7pa)F(S)|s:pa = d 5)

Genéricamente

A= (s = pa)F(s)|s=p, (15)
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Ejemplo 23.
Fs) = (si(sl;r(sli)zl) - sil + 554’
A= (A DFE), =g =
B o= (st PO = A =4
F(s) = Sjlfsj4:>ﬂﬂ:(w444€“)uw

2.1.2 Polos complejos conjugados simples

Cada par de polos complejos conjugados (siempre aparecen en par debido a que los coeficientes del
polinomio del denominador son reales) determinan la existencia de un término del tipo Ge?*cos (wt + 0)
en la transformada inversa.

El célculo de las constantes de la expansién (G y 6) puede ser realizado de distintas formas. Con-
sidere los polos s = 0 £ jw.

n(s A A* n(s

F(s) = B — 4 _ | )
(s—0—jo)(s— o+ jwy(s) s—o—dw s—o—jw  ds)

siendo A y A* complejos conjugados. Esta forma de céculo es similar a la de 2.1.1. Se tiene que

A= (S —0 = jw)F(S)‘s:crl»jw = reja Yy A" = (S -0 +jw>F(S)|5:afjw = re_ja

= f(t) = g(t) + [Ae“fﬂ‘wﬂ A% I 1(1) = g(t) + ret [ej(‘”t+‘9) + e—j(wt“ﬂ 1(t)

= f(t) = g(t) + 2re”tcos (wt + 0) 1(t) = g(t) + Ge 'cos (wt + 0) 1(t).

siendo g(t) = L1 [ﬁ(s)/d(s)} y G =2r.

Ejemplo 24.
F(s) s S A n B i B*
s) = = _
(s+1)(s?2+2s+2) (s+1)(s+1—-j)(s+1+4+j) s+1 s+1—j s+1+j
-1
A = =-1
(=1)2+2(-1)+2 ’
(“14+j+1D)(-1+j+1+5) 2 2
-1 L.y
Cc = . . — = -+ =,
(-1—j+1)(-1—-j+1—-35) 2 2
[ 1—3j b 14 :
O = [met e ey %] 1)
— ety ?efjw/%ftﬂ't I gejw/4etjt‘| 1(t)
r 1 . .
= [+ vEets (eyu+m¢4>*_e—gu—w/®>} 1(t)

= ft) = [1+\/§COS (t—g)}e*tl(t).
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Una forma alternativa de célculo seria

Fo) n(s) )

(s —o—jw)(s—o+jw)d(s) [(s—0)%+w?]d(s)
As+ B a(s)

[(s —0)> +w?]  d(s)

A(s—o)+ B+ Ao n(s)

(s —0)? +w? d(s)
B s—o B+ Ac w n(s)
B A(s—U)Q—i—wQJr w (8—0)2+w2+d(s)
= f(t) = g(t) + | Acos(wt) + B+Ao sen(wt) | e7'1(t) = g(t) + Ge cos(wt + 0)1(2).
w
Ejemplo 25.
F(s) = 5 _ s _ 1 As+ B

GrD)E 12512 GID[GI12+1 s+l GriZtl

—52—25—2+4+As’ 4+ As+Bs+B=s=A=1, B=2

-1 5+2
= Fls) = 5+1+(s—|—1)2—|—1
-1 s+1 1
Oy S PR g Rl Py P |
f(t) = [e7"+e teos(t) + e "sen(t)] 1(t)

— {1+ cos(t) +sen(t)] 111
[1 + V2 cos (t - %)} e "1(t).

2.1.3 Polos miltiples

En el caso de la existencia de polos con multiplicidad m habran m términos en la expansién en fracciones
simples de la forma A;/(s — p)?, j = 1,... ,m.Los coeficientes de la expansién pueden ser calculados
como

1 dm—J

A= ———
T (m— j) dsm—i

(s =p)"F(s)lly=p, J=1,...,m.

Esto implica la existencia de m términos en la transformada inversa, cada uno de la forma

Aj j—1 _pt .
- e, g=1,...,m.
(-1t
Ejemplo 26.
3 A B C
F frg frd
(5) (s+1)2(s+2) s+2+(s+1)2+s+1
3 3 d 3 -3
A=——-=3 B= =3, C=— = - = -3,
(—2+1)2 ’ —142 ’ ds [erQ] w1 (s+2)2|_

= f(t) = [3e7*" +3te™" —3e "] 1(¢).



C&II - Transformada de Laplace (material de apoyo) 8

Ejemplo 27.

83 +5 A1 + A2 + A3 + A4
s+ DY s+l (s+1)2 0 (s+1)3 0 (s+1)4

; Az = gy (35%)] -, = 13 =3,

Agzﬁ(&)k_ =z ~6="3 A=y O)lm = 56=1

= f(t) [(1 — 3t + ;tQ + §t3) e‘t] 1(t).

3 Resolucién de ecuaciones diferenciales lineales

En esta seccién se estudiard la aplicaciéon de la transformada de Laplace en la resolucién de ecuaciones
diferenciales del tipo

dy
dt—nJranAWJr +a1%+a0yfu()

_ dy _
F(O):an—lw-- dt( T)=a1,y(07) =ao

Se obtendra la como solucién la funcién y(t), ¢ > 0, que satisface la ecuacién diferencial.

Ejemplo 28. Sea la ecuacion diferencial

d*z dz
a2 +4— 7t + 3z = u(t)
siendo u(t) = e~'1(t) y las condiciones iniciales nulas. Aplicando la transformada de Laplace se tiene
que
d’x —2t
L pred 4L + L [3z] = L [e7*"1(t)]
1
°X 45X X(s)= >+4 X(s) =
s°X(s) +4sX(s) +3X(s) S—i-Qé(S + 45+ 3) X (s) P
1 1 1/2 1 1/2
X(S) = = = —_
(s+2)(s24+4s+3) (s+2)(s+1)(s+3) s+1 s+2 s+3
Lo o b s
=z(t)=|ze e+ -e 1(t).
2 2
Ejemplo 29. Sea la ecuacién diferencial del ejemplo anterior, pero ahora con entrada u(t) = 0 y

condiciones iniciales 2(07) =1y #(07) = 2. En este caso

(2] e [%] 1 cpoa o
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[s°X(s) — s2(07) —&(07)] +4 [sX(s) —2(07)] +3X(s) =0

(s°+4s+3) X(s)=s+2+4=5+6

6 5/2 3/2
X(s)= 10 __ 52 3
(s+1)(s+3) s+1 s+3
) 3
= z(t) = [5 et -2 e_gt] 1(t)
Ejemplo 30. Considere una vez més la ecuacién diferencial
d*x dz
— +4— + 3z = u(t).
a g e =)

Se considera una entrada u(t) = e 2!1(t) y condiciones iniciales z(07) =1y #(07) = 2.

(52X (s) — 52(07) = £(07)] + 4 [sX(s) — 2(07)] +3X(s) = %2

s+ 6 1

X = o6+ T a6+ 06+3)

= 2(t) = zp(t) + 2p(t) = [3e 7" —e 2 —e ] 1(1).

Ejercicios

Ejercicio 1. Halle la transformada de Laplace de las siguientes funciones:

filt) = (e +2)1(t),  fo(t) = (=27 +5e") 1(t),  f3(t) = (e " *sen(5t)) 1(2),

Falt) = (5cos (10t+§))1(t>, F5(t) = (te™2) 1(t),  folt) = (2" + 3e~4) 1(t).

Ejercicio 2. Halle la transformada inversa de Laplace para las siguientes funciones:

10 ) s+1 6s + 3
F; = F. = F = = F =
1(s) o (s s(s+1)%’ 3() s(s2+s+1)’ 1(s)

)

52

5s + 2 1 542 252 +7s+ 10
(s+1)(s+2)?’ 5(5) s2(s%2 +25)’ 7() s+1’ () s2+3s+2
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Ejercicio 3. Obtener féormulas generales para las transformadas inversas de las siguientes funciones
(todos los pardmetros son positivos y 0 < ¢ < 1):

K K wr _ wn
lﬁ(s):izfgjgij, fﬁ(s)::;z§§j;33a f%(s)::5(824_ggwn54_wg)’ Fals) = 5 (52 + 2(wys + w2)’
Ka2 K(l2 Kab Kab
BO=rar PY v Y Gy BY S SGraee
FQ(S):EC%, Flo(s)zésjf—i}%)), Fi1(s) = (SQJr(QZ;ZSJ)rw%)’ F12(8):S_n

Ejercicio 4. Obtenga la transformada de Laplace para las funciones indicadas en las figuras 1(a) - 1(d).

A
u(t)

ult) Fy

2

(a) Ejercicio 4-1

ult) A

¥

F

ot e

(b) Ejercicio 4-2

u(t)
Sefial periddica
1.5
1
» 1
0 1 i 0 1 2 3 i
S Sl-——- —— -

(c) Ejercicio 4-3 (d) Ejercicio 4-4

Figura 1: Ejercicio 4

Ejercicio 5. Obtenga la transformada de Laplace para las funciones indicadas en las figuras 2(a) - 2(d).

FEjercicio 6. Considere la funcién f(t), tal que L[f(t)] = F(s).

6.1 Expresar L [f(t)cos(wt)] en funcién de F(s).
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u(t)
1.6
14
ult) 1.2 t=1Ln(4)
1.0
) 0.8
o z\a €
0.4
0.2
0 T T T T .
L 5 10 t 0 1 2 3 i i3
(a) Ejercicio 5-1 (b) Ejercicio 5-2
uit
o 0.5,""
3.6
3.2 \ . 0.4
2.8 4(t-2) 03
24 ;
2.0 il 0a] /.
1.6 2 :
12 — ol / -ehiw
U.g t 0 t
0 040812162024 28 32 3.6 40 0 04 08 12 16 20 24 28

(c) Ejercicio 5-3 (d) Ejercicio 5-4
Figura 2: Ejercicio 5

6.2 Considere la funcién ¢(t) = tcos(wt). Realizar una gréfica de esta funcién. Utilizando el resultado
anterior (6.a) calcular L [g(¢)].

6.3 Considere la funcién h(t) = e 'cos(wt). Realizar una grafica de esta funcién. Utilizando el resul-
tado anterior (6.a) calcular L [h(t)].

Ejercicio 7. Resuelva las ecuaciones diferenciales propuestas a continuacién:

7.1
d
d—f+5x:1, 2(07) =0 (16)
7.2
dx _
E—I—E)x:(), z(07)=-1
7.3
d
d_f +5x =" 2(07)=5
7.4

d%z dx
dt2 dt
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7.5

d2z dz _ Cn

Gz tAg TR =5 2(07)=3,4(07) =0,
7.6

d2z dx _ Cn

@4-85—1-637:2, z(07)=3,%07)=0
7.7

d2z dx _ AP

qE T2y te=1 2(07)=0,d(07)=0
7.8

d2z dx _ AP

qE g te=1 2(07)=14(07)=1
7.9

%+4%€+52—f+2x=e—5t, z(07)=1,207)=1,%0") =0
7.10
((1127;04-437:0 z(07)=1,4(07)=0

7.11

d2z

T 4z =sen(2t) z(07)=1,%07)=0



