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Transformada de Laplace

x(t) » A(t) > (1)
+00 00
y(t) = x(t) x h(t) = /_ x(T)h(t — T)dT = /_ h(T)x(t — 7)dT

Con una entrada exponencial z(t) = e*

+00 00
y(t) = /_ h(r)est =T dr = eSt/ h(t)e *Tdr = x(t)H(s)

H(s)

Transformada de Laplace
+00
CL()} = X(s) = / (F)e=""dr

2(t) <=5 X ()

§ =0+ Jw



Transformada de Laplace y Transformada de Fourier

W)+
+o0
X(5)omgo = X () = Fla®)} = [ alr)e dr | sereqe
o o -
+00 i ;f i
X(s) = / x(T)e *Tdr =
o U6
_ / p(r)e~"Te I dr = Fla(t)e ot} — s=juw

+o00
 jConvergencia? / [z(T)e” 77 |dT < 00
e La TL puede converger en regiones (ROC) donde la TF no lo converge.
e TL generaliza a la TF.

e Permite analizar SLIT de variable continua en casos mas generales.



Ejemplo (9.1)
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Ejemplo (9.2)
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e La TL son dos partes: L{—e %u(—t)} =
e la expresién algebraica X(s), y 1

e la ROC. S+ a




Ejemplo: delta, escalén unitario y derivadas de la delta

e Delta e
L{o(t)} = / §(T)e 5"dr =€’ =1, Vs
e Escalén

+00 +o0
Clu(t)} = /_ w(r)e= " dr = /0 e_STd’rzé, Re{s} > 0

e Derivadas de la delta
dn§(t)
un(t) = —om

L{u,(t)} = s",Vs




Ejemplo (9.3)
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Polos y ceros de la TL

N (s)
D(s)
» Las raices de X(s) son sus ceros. Los polos son los ceros de D(s).

e TL racional X(s)=

o El conjunto de polos y ceros de una TL la caracterizan completamente.

e El diagrama de polos y ceros también nos permite analizar la TF, X(jw).
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Evaluacién de la respuesta frecuencial a partir de polos y ceros de la TL

w H(s): iS-L-’l
S+42
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Evaluacién de la respuesta frecuencial a partir de polos y ceros de la TL
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Polo sobre el eje pone un
salto de fase de 7.



Ejemplo (9.4
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Ejemplo (9.5)
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Propiedades de la ROC

1. La ROC de X(s) consiste en franjas paralelas al eje imaginario.
2. La ROC de X(s) racional (cociente de polinomios) no contiene polos.

3. Si z(t) es de duracién finita (soporte acotado) y absolutamente integrable,
entonces la ROC es todo el plano-S.

4. Si xz(t) es de soporte acotado a la derecha y la linea Re{s} = oo esta en la
ROC, entonces todos los valores {s|Re{s} > oo} estan en la ROC.

5. Si x(t) es de soporte acotado a la izquierda y la linea Re{s} = 09 esta en la
ROC, entonces todos los valores {s|Re{s} < oo} estan en la ROC.
seoul desopoléats ducelia et e sopalt alo daguieda
A)=0 ¥<Ty X)) =0 \ W51
Gy, At Al
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Notar que la respuesta al impulso de un SLIT causal es de soporte acotado a la derecha, entonces

su ROC serd un semiplano derecho.



Propiedades de la ROC

6. Si z(t) es de soporte no acotado y la linea Re{s} = o¢ esta en la ROC,
entonces la ROC es una franja que incluye a Re{s} = oy.
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7. Si X(s) es racional, entonces su ROC esta limitada por los polos o se
extiende al infinito. Ademas, ningln polo de X(s) estd contenido en la ROC.

8. Si X(s) es racional y si z(t) es de soporte acotado a la derecha, la ROC sera
la regidn en el plano-S que se encuentra a la derecha del polo localizado mas
hacia |la derecha. Para una sefial de soporte acotado a la izquierda, la ROC

serad la region en el plano-S que se encuentra a la izquierda del polo
localizado mas hacia la izquierda.



Ejemplo (9.6)
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Ejemplo (9.7)
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Propiedades de la Transformada de Laplace
2(t) <=5 X(s), ROC: R 71(t) <= X1(s), ROC: Ry 25(t) <5 Xu(s), ROC: Ry

e Linealidad
ax1(t) +bra(t) <= a X1(s) + b Xa(s), ROC O Ry N Ry

Xal)= L gysyv-1

S 41 n(t) = k) -2 1+)
xz(s)> — L Relsy>-1
(§41) ($+2)
Hay cancelacién cero-polo y
X(s)= Xals)- Xz (s) = 1 L = 1 ?z{S’}) -2 la ROC es mas grande que
¢+ 1 (g.m)(g.tz) S+2 la interseccion de las ROCs.
e Desplazamiento en ¢ ,

r(t —tg) +— e " X(s), ROC = R

e Desplazamiento en s
etz (1) <2 X (s — s9), ROC = R + Re{so}
e La ROC se desplaza. Si hay un polo en s=a, el polo se desplaza a s=a+sy.

e Escalado temporal 1
P x(at) N EX (2) , ROC =aR

Tarea: demostrar estas propiedades.



Propiedades de la Transformada de Laplace



Propiedades de la Transformada de Laplace
2(t) <=5 X(s), ROC: R 71(t) <= X1(s), ROC: Ry 25(t) <5 Xu(s), ROC: Ry

« Conjugacién .
r*(t) +— X*(s"), ROC=R

e Con x(t) real X(s)=X"(s")

o Convolucién p
xl(t) * ZIZQ(t) —— Xl(S)XQ(S), ROC D R1 N Ry

Tual At 05705 e, Seu iy frevety fy Roc a ln RaNRz 51 Hrees-

canctlactpin W‘W
Xals)= St X (8) = $42 X6)= 1 Vs
$§+2 i S+1 =7

[472] [d7-1]

e Propiedad clave para el analisis de SLITs.

 Diferenciacién temporal

da;it) L sX(s), ROCD R

Tarea: demostrar estas propiedades.



Propiedades de la Transformada de Laplace
2(t) <=5 X(s), ROC: R 71(t) <= X1(s), ROC: Ry 25(t) <5 Xu(s), ROC: Ry

e Diferenciacidon en s
dX
—tx(t) £ diS)’ ROC =R

-at

Ej. )= t g™ (k) (ovocemos € "ult) <—> - d>-a
+A
= teum) e - X6 A ., (>-a
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* Integracion en ¢ |
/ 2(r)dr <% 1X(s), ROC S (RN {Re{s} > 0})

S
+ z’
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Tarea: demostrar estas propiedades.



Transformada de Laplace Unilateral



Transformada de Laplace Unilateral

X(s) = / " e dr

o Para analizar sistemas causales donde |la entrada estd en reposo para ¢ < 0.

« Usando el inicio en ¢t =0~ permite incluir condiciones iniciales, impulso o

singularidad en t = 0.

o Para sefiales nulas antes de cero coincide con la Transformada de Laplace ya
definida o Bilateral.

« Todas las propiedades son iguales, excepto en la derivacion en t.

o Al ser senales con soporte acotado a la derecha la ROC va a ser un
semiplano derecho.

EJ@%) AL = E“U’”)%Ueﬂ) -

(@) X&)= & Rests-a &
rrriiaid \

o - -(S+a)t —A
U XE)- jéu(e-m)%upﬂ)e p{t‘@a ¢ db =
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Transformada de Laplace Unilateral

E] (@‘34-) x(t) = g(‘b) + 2u, () -tetua;)
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Propiedades de la Transformada de Laplace Unilateral

o Convolucién: si z1(t) = z2(t) =0,Vt < 0

21 (1) % 22(t) 5 Xy (5)Xa(s)

UWWWWWM?”& k)= 0, t<o

.t
[aw)dt = 2 (@) % wlt) & 4 ‘_X(s)
.-
e Diferenciacion en el t
dxz(t) UL B _
” yrl > s X (s) —x(07)
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Propiedades de la TLU: Teoremas de Valor Inicial y Final

e Resultados que relacionan el comportamiento en frecuencia con limites de la
sefial en el tiempo.

» Veremos enunciados que se ajustan a los objetivos del curso, pueden plantearse
alternativas en otras condiciones.

e Nos concentramos en TL racionales (cociente de polinomios)
« Teorema de Valor Inicial (TVI)

Si z(t) =0,Vt <0, z(t)y z'(¢t) son transformables, y x(¢) no contiene impulsos o
singularidades de mayor orden en el origen, entonces
lim sX(s) =z(0")

s—-+o00

« Teorema de Valor Final (TVF)

Si x(t) =0,Vt <0, x(t)y2'(t) son transformables, x(t) no contiene impulsos o
singularidades de mayor orden en el origen, y todos los polos de sX(s) tienen parte

real menor a 0, entonces
lim sX(s) = lim x(t)

s—0 t—+0o0



Teorema de Valor Final: demostraciéon
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Teoremas de Valor Inicial y Final: Aplicacién

'519 W 2= (’7*7-6 t)M(ﬂ — Xl&)= 3 . 2 Re$ sy 7-1
S s 41
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Inversa de la Transformada de Laplace



Inversa de la Transformada de Laplace

o Tenemos la relacion entre TLy TF

X(o + jw) = F{z(t)e 7"}

I .
r(t)e 7" = FH{X (0 + jw)} = oy X (o + jw)e!“ dw
1 [T .
x(t) = oy X (0 + jw)elo Tt qy
™ — o0

e Con el cambio de variable s =0 + jw = ds = jdw

| [otic |
aj(t) = _/ X(S)GSt ds Donde o es cualquiera
J27 Jo—joo dentro de la ROC.

i Cémo resolver esta integral?
<
<
5@{ \'&

\\%




Inversa de la Transformada de Laplace

//1L
- |
e Consideremos una curva C = Cr + L antihoraria donde L C ROC ﬁ’-/ \:&
|
7{ X(s)e*t ds = / X(s)e* ds + X(s)e®t ds = \ | 7
C L Cr |
o+jR \L\
= / X(s)e*tds + X(s)e*t ds = G

iR Cr
= j27m Z Res [X(s)eSt] Teorema de los Residuos

Polos en C

¢ Con R—> 0 y asumiendo X(s)—0 cuando s—> 0

1 o+j00
)= o / - X(s)e’Tds = ]{ X(s)e*'ds = Y Res[X(s)e"]
/ oI ¢ Polos en C
1 . dn—l ,
Res[F'(s)] = (n —1)! Sh_rfé dsn—1 ((s—a)"F(s)) Residuo para un polo de orden n en s=a.

Res[X (s)e®"] = lim ((s — a)X (s)e*)

o Residuo para un polo de X(s)est de orden 1 en s=a.

e La inversién evaluando los residuos serda muy poco usada pues en general tendremos
TL racionales y se pueden resolver por fracciones simple.



Inversa de la Transformada de Laplace

» Veamos como funciona este procedimiento en caso conocido (Ejemplo 9.3)
Ax) = 2 W up) - 26 Vuw)

|
Ej wiodor (‘ﬂ‘b) X(s) = Ss-1 %15}7_1 i ﬁ;‘./‘ ?
(s+2) (s+1) >
|
e S w0t g EE0t
$=-7 $>-2 (s12) CS-H)
= tro

e (5#1) (5-1) SY
§-1 (a2) (s4+1)




Inversa de la Transformada de Laplace

g () xo=_1 . 1t 1
(s+1)(s+2) s+1 $a2

El phuwsydxvfdzw ﬁa%«m;wm
Recodtuwssy Lo vayajdea,w_(: Roc, B, R

o AGH) s A /S -a

(4
-a%
- L M,L-b) ’f‘g:‘;% ‘_1_____ a)( -
S+

“Bn RC )= (€7 - € Jub) < Sopalt aestudo a b diucky
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Resolucién de ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes



Resolucién de ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

e Consideremos la ecuacidén diferencial de coeficientes constantes

4?4 (F) ) J:t(*/’) z L‘k) = 7(&-)
r AR

e Aplicando la TLB tenemos
sZUE) + 2sUE) + 2Y ) = X(s)

e Y podemos hallar

HE)= V. 1 i ROC?
SZ43S42 (s+1)(s+2)

o Evaluemos la respuesta al escalén

AD = X U)X (E) = ;ﬁ. Re L8y70




Resolucién de ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

- Agreguemos condiciones iniciales
A7)z P GO)= 7
STYL) - § 4L07) ~ H07) + 2Y(S)s- 2407 4 2Y(s) = X(s) = ‘;_
sPY) - ps -+ 2Y6)s- 2P+ 2H6) = Xds) = L2
Yis) = _p(s+3) v _T of

. A
(s+1) (s+42) (s+1)(s+2) s (s+1)(s+2)
| - ~ J— C _
RESPUESTA A ENTRADA CERO RESPUESTA- A
Lineal (ov las condi cioves im'aales E3tAvo CPRO
Tual respuesin e
Gi el siskema <5 estable estn cespuestn oV cond. ni chales
& awla ganto t— 0 nulag-
RESPUESTR TEMNSIHORIA RESPUESH EN REGIMBEN

Respuesta natural. Respuesta forzada.



Analisis y caracterizacion de SLITs con Transformada de Laplace



Analisis y caracterizacion de SLITs con Transformada de Laplace

o Analisis de la respuesta de un sistema a partir de H(s): Y (s) = H(s)X(s)
« Convergencia, ecuaciones diferenciales, condiciones iniciales, ...

 Respuesta frecuencial (funcién de transferencia o funcién de sistema), H(jw),
si eje imaginario estd incluido la ROC.

e Podemos analizar propiedades del sistema a partir de H(s) y sus ceros y polos.
 Causalidad de H(s)

 SLIT causal = h(t) = 0,Vt < 0 (soporte acotado a la derecha)

e La ROC de la H(s) de un SLIT causal es un semiplano derecho.

e Si H(s) es racional su ROC es el semiplano a la derecha del polo mas a la
derecha.



Analisis y caracterizacion de SLITs con Transformada de Laplace

o Causalidad: ejemplos

(8:17 : Lit)=0 Ht<o —> ausaf
lt) = <P HE)= L — RefsY>-1 ploom §=-1
T S(>- =
S 41 7 Ro(. 4 [v drohe

(qlf?) ’ﬂ[/ﬁ:] = {,’H:, ‘(/LL{?J 4’0 ‘L(O =3 No W
HE)= -2 A< Relsy< 1 wogyun
g2 -1 Send Pl cone s
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Analisis y caracterizacion de SLITs con Transformada de Laplace

e Estabilidad BIBO

e h(t) absolutamente integrable =TF converge uniformemente => s=jw en ROC

e Un SLIT es estable si y solo si la ROC de su funcién de transferencia H(s) incluye

al eje imaginario s=jw.
« Si la H(s) es racional los polos y ceros determinan sus caracteristicas.

e Un SLIT causal con funcién de transferencia H(s) racional propia es

estable BIBO si y solo si todos los polos de H(s) estan en la parte
izquierda del plano-S, o sea, todos sus polos tienen parte real negativa.

1
)
I
I

017 g = ePuily) s Hes) - Reysy7-1

$41 —
|

Vo em §=-1 =3 ESABLE B\BO

(qlg) M) = ulk) <« HE)= .1 Refsy >2 |
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Analisis y caracterizacion de SLITs con Transformada de Laplace

(A72) )= M(e“F Yk al ¢ d
) e e e et
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W Y
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SLITs y ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

Condiciones
N e
Z Ay Mﬁ) = 101‘ é’_l@ — Y(S) Z A S = X(s) Z \akgk
Rep Jt¥ kso dk k:o k=0

 Para h(t) necesitamos definir la ROC. Si se busca estabilidad y/o causalidad
esto define la ROC.

e jLa estabilidad depende de la ROC o de los polos?

« Si hay condiciones iniciales no nulas'y con t<0 x(¢)=y(¢)=0 usamos la TL
Unilateral.

« Si es estable las condiciones iniciales dan lugar a una respuesta transitoria que

tiende a cero y queda la respuesta en régimen dependiente de la entrada x(¢).
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Representacion de SLIT por diagramas de bloques
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