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Resumen

Introduciremos brevemente el uso de las impedancias complejas para el andlisis de cir-
cuitos lineales en régimen sinusoidal (corriente alterna: CA).

1. Repaso de numeros complejos

Tal como fue visto en el curso de Calculo, un niimero complejo se puede escribir como
z = a + bi, donde a € R se denomina parte real de z (2 = Re(z)), b € R se denomina parte

imaginaria de z (b = Im(z)) e i cumple i* = —1.
Recordemos que representamos un nimero complejo
en un plano, como un punto o vector que une al origen
con el punto. En las abscisas representaremos la parte
real del mismo, mientras que en las ordenadas estara la
parte imaginaria. A veces resulta mds préctico utilizar
coordenadas polares (médulo p y argumento o fase 0),
que cumplen:

z=a+ib=p= |z =Va2 + b2y 0 = Arg(z) = Arctg(L)

Usando la relacién de Euler: e/ = cosf + isenf y un poco
de trigonometria, concluimos que la representacién
en polares de un nimero complejo z es: z = |z|e®. En
particular, si 6 = wt 4+ ¢, podemos decir que el vector
z = |z|e!(«@!*9) esta realizando un movimiento circular
uniforme, de velocidad angular w (en rad/s) segin la
normal saliente a la figura y radio |z| constante.

A eje imaginario

[V »

y

eje real

Figura 1: Representaciéon de un
numero complejo en el plano: en
coordenadas cartesianas (a,b) y en
polares (p,0).

Otra propiedad que nos va a resultar ttil es que si z = z12,

{ |zl = [z1]]z2]

Arg(z) = Arg(z1) + Arg(zp)

* . L . . . . L . . .
Esta nota no sustituye al tedrico ni a los apuntes ni tiene caracter oficial. Se recomienda fuertemente leer este

tema en el Resnick o en el Feynman.

“Dudas, sugerencias o comentarios a: fdavoine@fing.edu.uy. Agradecemos la colaboracién de Ariel Fernandez,
Michael Reisenberger y Santiago Ibéfiez en la lectura detallada y correccién de estas notas.
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2. Circuitos de CA

Ahora, veremos como analizar un circuito de CA. En pri-
mer lugar, un circuito lineal de CA (corriente alterna, AC iot
en inglés), es un sistema eléctrico, compuesto de compo- Vpe

nentes lineale, como pueden ser resistencias, inductan-
cias y capacitores, ademas de fuentes sinusoidales. Como
fue visto en el tedrico, estos sistemas se encuentran tra- |pe
bajando en régimen sinusoidal. Esto quiere decir que, en
la ecuacién diferencial utilizada para calcular la corrien-
te en funcién del tiempo (que surge de aplicar Kirchhoff),
la solucién homogénea se extingue rdpidamente (transi-
torio), por lo que sélo interesa la solucién particular. Esta ot (Dt_(l)
ultima serd sinusoidal, si la excitacion lo es, puesto que el

circuito es lineal. Por tanto, sabemos que, en un circuito
de CA, todas las corrientes y voltajes van a ser sinusoi-
des, con la misma frecuencia w (siendo w la frecuencia
de la excitacién), aunque distinta amplitud y desfasaje.
O sea que, si la fuente es:

’(J(t) = VPCOSCUt = RE(VPeiwt) = I(t) = IpCOS(wt — (I)) — Re(f\peiwt)

Figura 2: Diagrama fasorial.

donde fp = Ipe_’lq> es el fasor asociado a la intensidad y V), al voltaje. Aunque s6lo la parte real

de ¢/(“t=9) tiene significado fisico, trabajaremos con el fasor complejo, resolveremos circuitos
con él, y al final tomaremos la parte real.

3. Impedancias complejas

Supongamos que tenemos el caso que se muestra en la figura[3 Si el elemento en bornes de
la fuente de CA es una resistencia, se cumple la ley de Ohm:

v =RI = V,e'“! = RI,e""!
es decir que la resistencia no desfasa a la corriente de la tensién (tienen la misma fase):
Vycoswt = Rlycoswt = & =0

Definimos la impedancia asociada a la resistencia como: Zg = 7 = R

I(t)=(Vp/R).cos(wt) A

Vp.cos(mt) R

¢=0
|p): Vp

Figura 3: Circuito resistivo y su diagrama fasorial.

!Componentes lineales son aquellos en los cuales la relacién entre la intensidad y la caida de potencial sobre
ellos es una ecuacién diferencial lineal.



Figura 4
Si ahora, el elemento en bornes de la fuente de CA es un capacitor C {figura{3), tenemos
que:
B NI e
G TR

= Ipei“’t = Cinpei“’t

Pero la fase de la corriente es: Arg(I) = Arg(v) + Arg(iwC) = Arg(v) + 7, 0 sea que existe
un desfasaje de ® = 7 entre ambas. En particular, la corriente “adelanta” al voltaje en 7:

Vycoswt = ——cos(wt + =) = d=—=
p oC (wt + > ) 5
Definimos la impedancia asociada al capacitor como: Z¢ = § = == JC

y

1(t)=(Vp.0C).cos(mt+1/2) !

s

+ |p > =
Vp.cos(ot) —— C / b =+1/2

v

Figura 4: Circuito capacitivo y su diagrama fasorial.

Figura
Por dltimo, si el elemento en bornes de la fuente de CA es una inductancia L éﬁg-uta-é),
tenemos que:

dl iwt : iwt
V= LE == Ve = Liwlpe
Nuevamente el desfasaje entre la corriente y el potencial es de 7, aunque en este caso la
corriente se encuentra “retrasada” con respecto al voltaje:

s T

v(t) = Vycoswt = wLlycos(wt — =) = P =

(=", pcos(wt — ) = & =7
Definimos la impedancia asociada a la inductancia como: Z; = § = iwL

I(t)=(Vp/wL).cos(wt-7t/2)

— \

+ Ve

'\q) I:;n/z
p

Figura 5: Circuito inductivo y su diagrama fasorial.

Vp.cos(mt) L

\J
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En general, si el elemento en bornes de la fuente de CA en realidad es una combinacién de
resistencias, capacitores e inductancias, de impedancia Z, se cumple que, si: v(t) = Vjcos(wt) =
Re(Vye! @) = I =Y lo que implica:

Vil [Vl

I(t) = ———cos(wt + Arg(V,) — Arg(Z)) = ﬁcos(wt —®)

|Z]

4. Potencia

Como ya sabiamos, las inductancias y los e
condensadores no disipan energia, aunque
si la pueden acumular. En los circuitos de
CA, estos elementos se cargan de energia
(magnética en el caso de las inductancias,
eléctrica en los capacitores) y se descargan 0
dos veces por periodo. En la figura 4 se
puede ver la intensidad por un inductor y

su energia en funcién del tiempo. Es cla-

ro que la energia llega a un maximo en

t =1 yt=3L, yluego decrece (el inductor

se degcarga sol?re el resto d.el. circuito). En  -méx = 7 T T
cambio, las resistencias si disipan energia, tiempo

a través de calentamiento Joule.

Umax

—— Intensidad
t-| —— Energia magnética

Figura 6: Intensidad y energia en un
inductor en funcién del tiempo.

La potencia disipada promedio, en un circuito de CA vale:

Vplpcoscb

P=
2

= VPrms IPrms COSq),

donde V), es el voltaje maximo de la fuente e I, es la intensidad méxima por la misma. Ademads,
definimos el Factor de Potencia FP, como:

FP = cos®

El factor de potencia nos da informacién sobre el desfasaje entre la tensién y la corriente
por la fuente.



Ejemplo 1: Circuito RLC serie
Para mostrar el uso de las técnicas explicadas previamente, analizaremos un circuito com-

puesto por una resistencia R, en serie con una inductancia L y un capacitor C, en presencia de
una fuente sinusoidal, de frecuencia w y valor maximo V,, (V (t) = V,coswt = Re (V,e'“?)).

[p=Vp/Z

* VL=Vab=|p.i(x)L

1/ioC Vp= VLHVCHVR

lp VR=Vcd=|p.R

od V0=Vbc=|p/i0)C

T

Figura 7: Circuito RLC serie con impedancias complejas y su diagrama fasorial.

La impedancia del circuito es Z = R + 1 (wL - —) Como se vio anteriormente, la intensidad
se obtiene dividiendo el fasor complejo de la fuente por la impedancia equivalente del circuito:

== Y = I(t) = Req L' | = Yy
p ) 6{ p€ } \/R2+<wL—i>2

Z Rti(wl—
1
wl ) Distinguimos tres casos para el valor de ®, dependiendo de la

cos(wt — D),

donde ® = Arctg (‘UL_

frecuencia:

B SiP<0,w< \/1L—C el circuito es capacitivo.
» Sid=0,w= \/LL_C: el circuito es resistivo (resonancia).

n Sid>0,w > \/LL—C: el circuito es inductivo.

Puesto que ya tenemos cuanto vale la intensidad por el circuito, procedamos a calcular los
voltajes entre los puntos a y by entre b y d. Los fasores asociados a cada uno de ellos se obtienen
multiplicando la intensidad por la impedancia entre los bornes. O sea:

prL

R+ (L~ &)

Recordemos que el valor rmsA de una sefial v(t) se define como:

Urms = HU || =1/ T/ Zdt

donde la integral es sobre un periodo T = } Para el caso de sefiales sinusoidales a(t),

V, Vy T
_ _ P iwt | _ _
Vap = 1,21, = A iwL = Vy(t) = Re{ > (iwL)e } =Cos (wt P+ —2)

Kpms = "‘\"}‘i" dado que se trata de la raiz cuadrada de la integral en un periodo de a?,,,.cos? (wt +
6).

2

rms = Root mean square: raiz media cuadratica en inglés.

5



_ Vabmax _ 1 prL

bms = /5 _—WRZ*(“’L‘i)z

La impedancia entre los puntos b y d es: Zp; = R + ﬁ O sea que:

| Zpa|l = \/R*+ (i)z

Arg(Zps) = =0= Arctg (”T“’C> = Arctg (%RC)

==V,

El fasor complejo V},; es igual al fasor intensidad multiplicado por el niimero complejo Z;;:

2
1
Vo Vo it Y V RE+ <R>
Voa = 1pZpg = 7Zbd = V34(t) = Re 7Zbde = 2COS (wt — D+ 0)

Ejemplo 2: Puentes de alterna

Para medidas muy delicadas de resistencias, capacidades e inductancias, se utilizan circui-
tos especiales, denominados “puentes” por su forma grafica. En la figura Ml se puede ver un
puente de medida genérico, con impedancias Zy, Z,, Z3 y Zy en sus ramas derecha e izquierda,
respectivamente. Las tres primeras impedancias son conocidas (con un error muy bajo) y Z,

es la que queremos calcular. La fuente V), puede ser de voltaje continuo (V,(t) = constante) o
alterno (V,(t) = Viyaxcos(wt)).
Es facil ver que las corrientes complejas I; e I valen:

\%
L=
Z1+723

{ V

_ p
L= Zo+7Zx

Figura 8: Puente genérico de alterna.



Por lo tanto, la caida de potencial sobre la impedancia Z3 es: V,; = [1Z3 = %, y sobre la
impedancia Zy es: V., = hZ, = % Para medir Zy, se “equilibra” el puente, haciendo que
los potenciales en los puntos a y b sean iguales B, 0lo que es lo mismo V,; = V).

Z3V) ZxVy
Z1+ Z3 - Zy+ Zy

Es decir que cuando la diferencia de potencial entre a y b es nula, el producto de las impe-
dancias cruzadas del puente es constante. De esta forma, se puede calcular Z, a partir de las
demads impedancias, sin importar el valor de la fuente V. Si ésta es una fuente de continua y
las impedancias resistencias, lo que tenemos es el llamado puente de Wheatstone.

En cambio, cuando tenemos que la fuente es de voltaje alterno, podemos poner impedan-
cias compuestas de resistencias, inductancias y capacitores. La ecuacién general de equilibrio
del puente sigue valiendo, pero como las impedancias son complejas, tenemos dos ecuaciones
(una para la parte real y una para la imaginaria) en lugar de una séla, como se obtiene en el
puente de Wheatstone.

Existen una gran cantidad de configuraciones de este estilo, desarrolladas para medir in-
ductancias y capacidades con una altisima precisién y con relativa facilidad. La figura 4 mues-
tra una de ellas, un puente de Schering, el cual usaremos para calcular la resistencia Ry y el
condensador C, ff La fuente de voltaje es alterna de frecuencia w. En este caso:

= szl = Zng

_ 1 _ R
2 = & +iwC 1+iw}{1C1
1
Zr = Ry
_ 1
Z3 = iwCs
Zx Rx + zwle
WRCy +1 R
ZuZy=ZpZy= 0t B
iwCy 1+iwR{C; = 2

iaJC3
= (1 +iwRxCx)R1C3 = RyCx (1 + iwR Cq)
Separando esta ecuacion en partes reales e imaginarias, llegamos a:

Estas ecuaciones, desacopladas e independientes de la fuente de voltaje (tanto de su frecuencia
como de su amplitud), nos dan los valores de la resistencia y el capacitor desconocidos:

R,= %2
Cx= R}g?
C1
R2
+
v R1
p
a b
Z3
Cx
c Rx

Figura 9: Puente de Schering.

3Se coloca un voltimetro entre los puntos a y b y se mide V,, = 0V.
*En realidad, esta configuracién es usada para medir capacitores no ideales, los cuales pueden ser modelados
como un capacitor ideal en serie con una resistencia ideal (pequefia).
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Ejemplo 3: Elevacién del factor de potencia

Se alimenta un motor con una fuente de V. = 220V y frecuencia de red (50Hz). El motor
consume 1kW y tiene un factor de potencia de 0,6. Hallar la capacidad del capacitor que, pues-
to en paralelo al motor, eleva el factor de potencia a 0, 8.

En primer lugar, modelaremos el motor como una impedancia compuesta por una resisten-
cia en serie con una inductancia. i Tenemos como dato el factor de potencia, asi que podemos
obtener el desfasaje inicial entre la corriente Ijot0r y €l voltaje de la fuente V),:

FPiicia1 = cos®Py, = 0,6 = &y, =53, 13°

Analogamente, obtenemos el desafasaje en el circuito final (capacitor en paralelo al motor):
@’ = 36,87°. Dado que en esta configuracion, la diferencia de potencial en bornes del motor
es la misma que la inicial, el motor sigue consumiendo la misma intensidad I;o0r que antes.
Lo que si cambia es la intensidad total suministrada por la fuente de voltaje, la cual cumple:
I' = Iyotor + Ic (ley de nodos), donde I¢ es la corriente por el condensador. Se cumple:

1 .
Vp =IcZc= ICR = Ic = VPZCUC

= Arg(Ic) = Arg(Vy) + Arg(iwC) = Arg(Vy) + g

En la figura 4, podemos observar el diagrama fasorial original y el nuevo, donde vemos
que la corriente por el capacitor y la fuente estdn desfasadas 7. Si descomponemos el fasor
I' = Iyotor + Ic, en dos direcciones, una colineal con la fuente y la otra ortogonal, obtenemos:

I'cos® = ILot0rc05P
I'sen® = I00r5en®,, — I

Si multiplicamos de ambos lados de la primera ecuacién (corriente colineal con la fuente)
v,
por -, logramos:

V,I'cos® Vi, Luotorcos® - _
Pinicial = 4 ) =7 moozr z :Pfinal =P =1kW

Il%]or lo tanto, la potencia promedio disipada es la misma, con y sin el condensador en para-
lelo

SRecordemos que los motores son, basicamente, bobinados de cables, que acttian como inductancias y que
tienen pérdidas por calentamiento Joule.

®Notar que si hubiéramos puesto el capacitor en serie, la corriente y la diferencia de potencial en bornes del
motor si habria cambiado, por lo que la potencia consumida no serfa la misma que antes.
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Imotor

Vp Vp

3
e e — e —————— ==
=
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=

_________________________

Figura 10: Esquema de los circuitos inicial (izquierda) y final (derecha), debajo de sus
respectivos diagramas fasoriales.

I _ 2P

N motor — 7Vpcos<1>m
I/ _ 2P

— Vpcosd

Sustituyendo en la igualdad de las corrientes desafasadas 7:

2P 2P
I'sen®’ =1 D, —Ic = ———sen® = —————sen®,, — wCV,
sen motorsen®y, — Ic V:cos® sen Vicosn sen®y,, — wCV,

Usando que V), = \/inyms y despejando la capacitancia C, llegamos al siguiente resultado:

_ P
- wV?2

Prms

(tg®@y, — tgd') = 38,36pF
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