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Introduccién

Problema: Se dispone de un conjunto amplio de individuos que pueden venir de dos o mds
poblaciones. Para cada individuo se observa una variable aleatoria p dimensional. Se desea
clasificar un nuevo individuo, con valores de las variables conocidas, en una de las poblaciones.

Se puede considerar como un anilisis de regresién donde la variable dependiente es categdrica
(etiqueta de cada grupo) y las variables independientes son continuas. Queremos encontrar una
relacién lineal entre estas variables que mejor discrimine a los individuos.

Aplicaciones
credit scoring (ingresos, antiguedad trabajo, patrimonio para predecir comportamiento futuro),
reconocimiento de patrones, aplicaciones medicales (paciente con cierta enfermedad).
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Introduccién

L ={(X1, Y1),...,(Xn, Yn)} muestra de datos.

@ Discriminar: usar £ para construir un clasificador (funcién de las caracteristicas X;) para
separar lo mejor posibles los grupos dados.

@ Clasificar: usar el clasificador para predecir la etiqueta Ynew de una nueva observacion Xpew.

Suponemos que hay dos grupos Gi y Gz y que cada individuo pertenece a un tnico grupo (por
ejemplo sano/enfermo, spam/no spam).
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Clasificador de Bayes

Sean P; ~ fi y P, ~ f, dos poblaciones. Queremos clasificar un nuevo elemento xp que proviene
de una variable aleatoria X en una de estas dos poblaciones. Se sabe que 1y =P(X € P1)y

m =P(X € P) y que m + m = 1.

Si P(X = x| X € P;) = fi(x)Ax, entonces la distribucién de X es

fx(X) = 7r1f1(X) + 7r2f2(X)

Entonces
P 1 fi
P(1]x0) = P(X € P1[X = x) = Colym________Ale)m
7r11P(X0|1) + 7r21P(X0|2) 7r1f1(X0) + 71'2f2(X0)
P(x0]2)m2 f(x0)m2

]P(2|X0) = IP(X S P2|X = XO) =

m1P(x0]|1) + mP(x0]2) n m1f(x0) + m2f2(x0)
Clasificamos xg en la poblacién mds probable a posteriori (clasificador de Bayes), es decir en P; si
mafa(x0) > m1fi(x0)

y si w1 = o, clasificamos en P; si
f(x0) > fi(x0)
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Con costes

Suponemos que haya un coste por clasificar mal. Notamos por c(i|j) el coste de clasificar en P;
cuando pertenece en realidad a P;.

El coste esperado de la clasificacién de xp en P> es:

c(211)P(1]x0) + 0P(2]x) = c(21)P(1]x0)
El coste esperado de la clasificacién de xp en P; es:

OP(1]x0) + c(112)P(2x0) = c(112)P(2])
Entonces asignamos xg a la poblacién 2 si

h(xo)m _ fi(xo)m
c(2]1) c(1]2)

A igualdad de los otros terminos, clasificamos en P, si:

@ su probabilidad a priori es mas alta.
@ la verosimilitud de que xp provenga de P> es mas alta.

@ el coste de equivocarnos al clasificarlo en P, es mas bajo.
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Andlisis Discriminante Lineal Gaussiano (LDA)

Supongamos que fi ~ N(pu1,X) y f2 ~ N(u2,X) - misma matriz de covarianzas-. De

f(x)m2 fi(x)m1
c(21) c(12)

tomando logaritmo tenemos que

1 T 1 ks
——(x—m)’z‘l(x—uzwlog( 2 ) > ——(x—u1>’z“(x—u1)+uog( ! ) (*)
2" - c(2]1) 22— <(1]2)
D3 0}

donde D,.2 es la distancia de Mahalanobis entre el punto observado x y la media de la poblacién i
(recordar los slides sobre normal multivariada). Entonces:

D? — 2log (c(ﬁz)) > Di —2log (C(ZTI))

y si suponemos que w1 = 7 y los costes iguales, clasificamos en la poblacién 2 si
D? > D?

Obs: si ¥ = o2/ entonces la regla equivale en usar la distancia euclidea.
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Andlisis Discriminante Lineal Gaussiano

Volviendo a (x), si desarrollamos, al tener la misma matriz de varianzas-covarianzas X, se elimina
el termino cuadrético x’~~1x. Entonces

_ 1 _ _ 1 _ c(1]2)w
- T x4 5;/1): Yup > —pp T x4 5#’22 Lo — log (w)

c(2[1)m
(2 = 1) T % > (2 — 1) =71 (W) — log (%)

Si w =YX "!(uz2 — p1), entonces

Wix > w (#1 +u2) ~log C(1|2)7T2)
2 c2|1)m

—wy

clasificamos en la poblacién 2 si

w'x > —wp = L(x) = w'x+ wp >0
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Andlisis Discriminante Lineal Gaussiano

Suponiendo costes y probabilidades a priori iguales, volviendo a w’/x > w’ (%) (es decir
—————
—wo
L(x) > 0) entonces:
! / ! /
WX — WU > Wl — WX

Entonces el procedimiento para clasificar el individuo xg en P; o en P, seglin este método es el
siguiente:

@ Calcular el vector w = ¥ 1(up — p11).

@ Construir la variables indicadora discriminante z = w’x

© Clasificar en la poblacién donde la distancia |zg — m;| es minima siendo zg = w’xg y

mj = W/u;.

Observar que:

o Var(z) = Var(w'x) = w/Var(x)w = w/'Sw = (2 — pu1)' T (2 — p11)

D2
@ Por otro lado:
my —my = w'(p2 — 1) = (T p2 — 1)) (p2 — 1) = (p2 — )T (2 — 1) = D?
Entonces
Var(z) =my — m
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Andlisis Discriminante Lineal Gaussiano

Podemos interpretar a la variable z de la siguiente manera:
si dividimos la relacién w/x — w’pg > w/pp — w'x por ||w||y u = # entonces
u'x — u',ul > u',ug —u'x
y Py(x) = u’x es la proyeccién (el escalar) de x en la direccién u, y u’p; es la proyeccién de y;
en la direccién u para i = 1,2. Entonces elegiremos la poblacién 2 si

Pu(x) > P, <W>

(el hiperplano perpendicular a u por v’ (%) divide el espacio muestral en dos regiones)
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Interpretacion geométrica del Anadlisis Discriminante Lineal

En la figura siguiente representamos la situacién establecida en la transparencia anterior:
proyectando el punto medio de las medias sobre u (el punto medio de los dos puntos amarillos), y
proyectando x (el punto azul) sobre u sabremos cudl de las dos poblaciones atribuirle.
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Célculo de probabilidades de error

Recordamos que la variable z = w’x tiene esperanza E(z) = m; = w/y; y varianza
D? = my — my. Entonces

myt+my
P(2]1) = P (Z > W'Z ~ N(ml,D)) —-p <y >_2 M N(o,1)>

D
P(21)=1-o (9)
2
m+my
P(1)2) = P ( <MY N(mQ,D)) =P (y <2 ", N(o,1)>

D
P(12) = ¢ (-%)

Las probabilidades de error son iguales, el error de clasificacién sélo depende de la distancia de
Mahalanobis entre las medias.
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Probabilidads a posteriori

Volviendo a la cuenta del principio:

m1fi(x)

PO = 200 T 7B

miexp (—3(x — ) 7 (x — 1))

P = o (30— )™ 1x — ) + maoxp (L — 2= 2 (x — 1u2))

1
1+ 22 exp (—3(D3 — D7)

En el caso que las probabilidades a priori sean iguales, cuanto mas alejado estd el punto de la
poblacién 1, (D? > D2), el denominador es mas grande y menor serd IP(1|x) y al contrario.

P(1]x) =
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Ejemplo (Pefia, pag 406)

Retrato entre dos posibles pintores. Se miden dos variables: X; profundidad del trazo y X, proporcién que ocupa el retrato sobre

la superficie del lienzo.

Retratos del pintor A ~ N (#A = ( 023 ) az), Restratos de pintor B ~ N (#B = ( 33 ) s )Z)

Covarianzas ¥ = 025 0.025 nueva obra a clasificar xp = 21
0.025 0.01 ) 0 0.75

2 _ 0.25 0.025 ! 21-2 _
Di=(21-2 075-08 ) ( 0.0% 0.0 ) ( 07508 ) =0.52

2 025 0025 \7l/ 21-23 \
Dg=(21-23 075-07 ) ( 0.025  0.01 ) < ] ; ) =0.8133

1 1
1+ep (—5(03 - D3)) T ltew (~3(0,8133 — 0.52))

1
0.25  0.025 2-23
2 (2-23 08-07 )( 0.025  0.01 ) ( 0.8 0.7 )
PAB) =1-0(2)=1-0 2

1 — ¢(0.808) = 0,189

Entonces
P(A|x) =

=0,5376
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Ahora vamos a generalizar lo anterior suponiendo que tenemos G poblaciones y que no
conocemos la distribucién de las que provienen (no es normal, hay que estimar media y matriz de
varianzas-covarianzas).

M.Bourel (IMERL, UdelaR) Anélisis Discriminante June 19, 2019 14 /28



Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Ahora vamos a generalizar lo anterior suponiendo que tenemos G poblaciones y que no
conocemos la distribucién de las que provienen (no es normal, hay que estimar media y matriz de
varianzas-covarianzas). Supongamos que tenemos G poblaciones. Consideramos la matriz

X € Muxp y notamos por x;j; donde i es el individuo, j la caracteristica y g la poblacién. Sea ng

G
la cantidad de elementos en el grupo g entonces la cantidad global de individuos es n = 3" n,.
g=1
Notaciones:
@ Xig' = (Xij1g, - -, Xipg) € RP (p variables del individuo i en la pop. g)
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Ahora vamos a generalizar lo anterior suponiendo que tenemos G poblaciones y que no
conocemos la distribucién de las que provienen (no es normal, hay que estimar media y matriz de
varianzas-covarianzas). Supongamos que tenemos G poblaciones. Consideramos la matriz

X € Mpxp y notamos por X, donde i es el individuo, j la caracteristica y g la poblacién. Sea ng

G
la cantidad de elementos en el grupo g entonces la cantidad global de individuos es n = 3" n,.
g=1
Notaciones:
@ Xig’ = (Xj1g,-- -, Xipg) € RP (p variables del individuo i en la pop. g)

ng
@ Vector de medias de los individuos de la poblacién g: Xg = ni > xig € RP.
€ i=1
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Ahora vamos a generalizar lo anterior suponiendo que tenemos G poblaciones y que no
conocemos la distribucién de las que provienen (no es normal, hay que estimar media y matriz de
varianzas-covarianzas). Supongamos que tenemos G poblaciones. Consideramos la matriz

X € Mpxp y notamos por X, donde i es el individuo, j la caracteristica y g la poblacién. Sea ng

G
la cantidad de elementos en el grupo g entonces la cantidad global de individuos es n = 3" n,.
g=1
Notaciones:
@ Xig’ = (Xj1g,-- -, Xipg) € RP (p variables del individuo i en la pop. g)

ng
@ Vector de medias de los individuos de la poblacién g: Xg = ni > xig € RP.
€ i=1

Utilizaremos Xg como estimacién de .
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Ahora vamos a generalizar lo anterior suponiendo que tenemos G poblaciones y que no
conocemos la distribucién de las que provienen (no es normal, hay que estimar media y matriz de
varianzas-covarianzas). Supongamos que tenemos G poblaciones. Consideramos la matriz

X € Mpxp y notamos por X, donde i es el individuo, j la caracteristica y g la poblacién. Sea ng

G
la cantidad de elementos en el grupo g entonces la cantidad global de individuos es n = 3" n,.
g=1
Notaciones:
@ Xig’ = (Xj1g,-- -, Xipg) € RP (p variables del individuo i en la pop. g)

ng
@ Vector de medias de los individuos de la poblacién g: Xg = ni > xig € RP.
€ i=1

Utilizaremos Xg como estimacién de .

@ Matriz de covarianzas para la clase g:

~ 1 = B B
S¢ = 1 Z(Xig — Xg)(xig — %g)'
i=1

ng

Supondremos que las G poblaciones tienen la misma matriz de varianzas y covarianzas ¥
(en la practica se debe realizar la prueba M de Box: jbuscar informacién!).
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Ahora vamos a generalizar lo anterior suponiendo que tenemos G poblaciones y que no
conocemos la distribucién de las que provienen (no es normal, hay que estimar media y matriz de
varianzas-covarianzas). Supongamos que tenemos G poblaciones. Consideramos la matriz

X € Mpxp y notamos por X, donde i es el individuo, j la caracteristica y g la poblacién. Sea ng

G
la cantidad de elementos en el grupo g entonces la cantidad global de individuos es n = 3" n,.
g=1
Notaciones:
@ Xig’ = (Xj1g,-- -, Xipg) € RP (p variables del individuo i en la pop. g)

ng
@ Vector de medias de los individuos de la poblacién g: Xg = ni > xig € RP.
€ i=1

Utilizaremos Xg como estimacién de .

@ Matriz de covarianzas para la clase g:

~ 1 = B B
S¢ = 1 Z(Xig — Xg)(xig — %g)'
i=1

ng
Supondremos que las G poblaciones tienen la misma matriz de varianzas y covarianzas ¥
(en la practica se debe realizar la prueba M de Box: jbuscar informacién!).
@ La matriz de varianzas y covarianzas de la poblacién global es (para estimar X):

~ G No — 1~
Sw = £ -5
;n—G €
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Para obtener las funciones discriminantes entre las clases usaremos:

@ Xg como estimacién de g

@ S, como estimacién de X.
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Para obtener las funciones discriminantes entre las clases usaremos:

@ Xg como estimacién de g

@ S, como estimacién de X.

Clasificaremos entonces un nuevo individuo xp en aquella clase g que haga minima la distancia de
Mahalanobis entre xg y la media Xg del grupo g,
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Para obtener las funciones discriminantes entre las clases usaremos:

@ Xg como estimacién de g

@ S, como estimacién de X.

Clasificaremos entonces un nuevo individuo xp en aquella clase g que haga minima la distancia de
Mahalanobis entre xg y la media Xg del grupo g, es decir en aquella clase g tal que:
. — v e—1 — . ~) —
min (x0 —%Xg)'S,, " (x0 —%Xg) = min __w,(Xg — x0)
g€{l,...,G} 8/ =w & ge{lc) 878
siendo
g

=5, (Xg - XO)

2
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas
Si notamos por

o~ _ -1/ — o~ —~
Wg,g+1 = Sy~ (Xg — Xg1) = Wg — Wg1
las variables discriminantes necesarias son

~7
Zg,g+1 = Wg g41X0, 8 = 1,...,G
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Si notamos por

o~ _ -1/ — o~ —~
We,g+1 = S, (Xg — Xg41) = Wg — Wg41
las variables discriminantes necesarias son
~/
Zg,g+1 = Wg g41X0, 8 = 1,...,G
En efecto, observar que w;j jjo = w; ji1+wji1,j42 Vj=1,...,G —1, asi que necesito G — 1 ejes

discriminantes si p > G — 1, ya que todos los demds se deducen de ellos. Por ejemplosi G =4y
conozco wy 2, W2 3 y W34 entonces puedo deducir de la igualdad anterior wy 3, w24y wy 4.
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Si notamos por

o~ _ -1/ — o~ —~
We,g+1 = S, (Xg — Xg41) = Wg — Wg41
las variables discriminantes necesarias son
~/
Zggtl = Wg g11X0, &§=1,..., G
En efecto, observar que w;j jjo = w; ji1+wji1,j42 Vj=1,...,G —1, asi que necesito G — 1 ejes

discriminantes si p > G — 1, ya que todos los demds se deducen de ellos. Por ejemplosi G =4y
conozco wy 2, W2 3 y W34 entonces puedo deducir de la igualdad anterior wy 3, w24y wy 4.

Cuando p > G — 1, como estos vectores pertenecen a RP la cantidad maxima de vectores
linealmente independientes es p.
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Si notamos por

~ _ -1/ — o~ ~
We,g+1 = S, (Xg — Xg41) = Wg — Wg41
las variables discriminantes necesarias son
~7
Zggtl = Wg g11X0, &§=1,..., G
En efecto, observar que w;j jjo = w; ji1+wji1,j42 Vj=1,...,G —1, asi que necesito G — 1 ejes

discriminantes si p > G — 1, ya que todos los demds se deducen de ellos. Por ejemplosi G =4y
conozco wi 2, W23 y w3 4 entonces puedo deducir de la igualdad anterior wy 3, wo 4y wi 4.

Cuando p > G — 1, como estos vectores pertenecen a RP la cantidad maxima de vectores
linealmente independientes es p.

Por todo eso podemos suponer que la cantidad de ejes discriminantes necesarios es

r=min(p, G — 1)
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Generalizacion para varias poblaciones desconocidas

Si notamos por

~ _ -1/ — o~ ~
We,g+1 = S, (Xg — Xg41) = Wg — Wg41
las variables discriminantes necesarias son
~/
Zg g+l = Wg o1, 8=1,...,G
En efecto, observar que wj j12 = wj j11 + wjt1j42 Vj=1,...,G —1, asi que necesito G — 1 ejes

discriminantes si p > G — 1, ya que todos los demds se deducen de ellos. Por ejemplosi G =4y
conozco wi 2, W23 y w3 4 entonces puedo deducir de la igualdad anterior wy 3, wo 4y wi 4.

Cuando p > G — 1, como estos vectores pertenecen a RP la cantidad maxima de vectores
linealmente independientes es p.

Por todo eso podemos suponer que la cantidad de ejes discriminantes necesarios es

r=min(p,G — 1)

Como en el caso de dos clases, clasifico en la clase g en vez de la clase g + 1 si

|Zg,g+1 — Mg| < |zg,g+1 — Mgt1]

. PO
siendo mg = Wy g11%g
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF), 2 grupos

Veamos ahora el criterio de Fisher que es equivalente al anterior.
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF), 2 grupos

Veamos ahora el criterio de Fisher que es equivalente al anterior.

El criterio propuesto por Fisher es de encontrar una variable escalar z = o/x que maximice la
distancia entre las medias proyectadas m; = a'X; y My = a’X», siendo X1 la estimacién de la
media p1 de la poblacién 1y X la estimacidn de la media pp de la poblacién 2.
@ Suponemos, como siempre, que la matriz de varianzas ¥ es la misma para cada poblacién.
@ La varianza de z es o/Ta y la estimamos por s2 = o’ Sya.

Queremos hallar el vector @ de manera que la separacién entre m; y my sea maxima, es decir que
los grupos sean los mas separados posibles pero que la varianza dentro de cada grupo sea minima.

(2
Sz

_ (@ —x))

o' Sy

Una medida de esta separacién es

lo que equivale a

Observar que la funcién ¢ a optimizar es invariante por constantes, es decir ¢(pa) = ¢(a) Vp,
lo cual nos ayudara en la cuenta que sigue.
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF), 2 grupos

Para encontrar la direccién oo que maximice ¢, derivo (matricialmente!) el cociente e igualo a
cero:

_dp 20/ (% —%1)(%2 — %1)'a’ Swa — 25, (%2 — %1))?

da (o/Spar)?

Por lo tanto: N N
(X2 — x1)d/ Swa = Syad’ (X2 — x1)
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF), 2 grupos

Para encontrar la direccién oo que maximice ¢, derivo (matricialmente!) el cociente e igualo a
cero:

_dp 20/ (% —%1)(%2 — %1)'a’ Swa — 25, (%2 — %1))?

da (o/Spar)?

Por lo tanto: N N
(X2 — x1)d/ Swa = Syad’ (X2 — x1)
a/(Yz — 71)

= (X2 — X1) = Spo——2
oSy«
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF), 2 grupos

Para encontrar la direccién « que maximice ¢, derivo (matricialmente!) el cociente e igualo a
cero:

_dp 20/ (% —%1)(%2 — %1)'a’ Swa — 25, (%2 — %1))?

da (o/Spar)?

Por lo tanto: N N
(YQ — Yl)o/SWa = Swao/(YQ — 71)

Y
= (o —51) = S22 =X1)
oSy«

=a=A5,1(x2—x1)

-
siendo \ = —2owa 3 Normalizamos o de manera que A = 1 (es ahi que usamos que ¢ es

al (X2 —x1
invariante por constantes, sélo interesa la direccién) con lo que
~ _ §_1 - =
a=S5,"(x2—Xx1)

y es entonces la direccién discriminante, sin haber hecho ninguna hipdtesis sobre la distribucién
de x.
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Interpretacion geométrica LDF, 2 grupos

Nuevamente tenemos la misma situacién grafica ya que podemos usar el mismo argumento que
en transparencias anteriores, y ver la regla de Fisher como un problema de proyeccién ortogonal.
Acid en el dibujo w = @.

La Regla de Fisher .
graficamente:

Puntuacion
discriminante de x,
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF), 2 grupos

Resumiendo, para dos poblaciones, si

la regla de clasificacién de Fisher es :
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF), 2 grupos

Resumiendo, para dos poblaciones, si

la regla de clasificacién de Fisher es :
se clasifica la observacién xp en la poblacién 2 si

N >N X X
a0 > (g)

2
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF), 2 grupos

Resumiendo, para dos poblaciones, si

la regla de clasificacién de Fisher es :
se clasifica la observacién xp en la poblacién 2 si

a0 > (%)

Como antes, si tenemos informacidén a priori, clasificaremos en la poblacién 2 si:

a'xg > a’ (7)(1 + X2) — log (E)
2 T

Este procedimiento es éptimo para clasificar si la distribucin conjunta de las variables explicativas
es normal multivariante con misma matriz de varianza-covarianza. Observar que en el desarrollo
anterior no hicimos ninguna restriccién sobre la distribucién de x.

El método de Fisher es robusto: aunque los datos no verifiquen las hipotesis previas, el resultado
que se obtiene es cercano al mejor resultado.
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Discriminacién lineal de Fisher para varios grupos
Lo anterior se puede generalizar a varios grupos. Vamos a querer buscar una direccién de
proyeccién u sobre las cuales proyectaremos las medias. Es decir con las notaciones anteriores si
definimos la proyeccién de la media por la poblacién g:

Zg = u'Xg
y la proyeccién de la media total Si definimos:
zZr = u'XT

siendo X1 € RP el vector de medias de las p variables para las n observaciones.
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Discriminacién lineal de Fisher para varios grupos

Lo anterior se puede generalizar a varios grupos. Vamos a querer buscar una direccién de
proyeccién u sobre las cuales proyectaremos las medias. Es decir con las notaciones anteriores si
definimos la proyeccién de la media por la poblacién g:

Zg = U'Xg
y la proyeccién de la media total Si definimos:
Zr = u'XT
siendo X1 € RP el vector de medias de las p variables para las n observaciones.
@ Variabilidad dentro de los grupos (no explicada) para los puntos proyectados:

" & ng G
VNE =3 > (2 —25)* =D D u'(xig — Xe)(Xig — Xg)'u = u'Wu

Jj=1g=1 j=1g=1

ng G

siendo W =3 > (xg — Xg)(Xjg — Xg)' € Mpxp. W estima la variabilidad de los datos
j=1g=1

respecto a sus medias de grupo, que es la misma, por hipdtesis, en todos ellos. Mide las

diferencias dentro de los grupos.
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Discriminacién lineal de Fisher para varios grupos

Lo anterior se puede generalizar a varios grupos. Vamos a querer buscar una direccién de
proyeccién u sobre las cuales proyectaremos las medias. Es decir con las notaciones anteriores si
definimos la proyeccién de la media por la poblacién g:

Zg = U'Xg
y la proyeccién de la media total Si definimos:
Zr = u'XT
siendo X1 € RP el vector de medias de las p variables para las n observaciones.
@ Variabilidad dentro de los grupos (no explicada) para los puntos proyectados:

ng G ng G
VNE = 303 (a5 — 26 = 325 o/ s — %) — R = f W
j=1¢g=1 j=1g=1
ng G
siendo W =3 > (xg — Xg)(Xjg — Xg)' € Mpxp. W estima la variabilidad de los datos
j=lg=1

respecto a sus medias de grupo, que es la misma, por hipdtesis, en todos ellos. Mide las
diferencias dentro de los grupos.

@ Variabilidad entre grupos (explicada) para los puntos proyectados:
G G
VE = ng Z(Eg —z7r)2 =n, Z u'(Xg —x7)(Xg — X7)'u=u'Bu
g=1 g=1

G
siendo B =ng > (Xg — X7)(Xg — X7) € Mpxp. Mide las diferencias entre grupos.
g=1
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Discriminacién lineal de Fisher para varios grupos

Se puede probar que la suma de cuadrados totales T (total) se puede descomponer como la suma
de cuadrados dentro de los grupos W (within) y la suma de cuadrados entre grupos B (between),
esto es, por ejemplo en univariado que si tenemos G grupos, X es la media y tenemos n
observaciones:

n

S xi —%)% = Z Z(x,g - %)’ + Z ng(Xg —

i=1 g=1 =1
En el caso de las correlaciones, si tenemos G grupos, denotamos la covarianza entre dos variables

n ng
. _ 1 .. . < X .= 1 .. i
aleatorias x; y x;; como t(xj, x1) = > 1(XU = X)X = Xjr) Y Xgj = e > IXU es la media de la
= i=
variable j en el grupo g, entonces (ejercicio)

t04.59) = + Zz(xu—xg»(xf—x +Z—<xg,-—xj>(x/—x/)

gll—

dentro de los grupos:w(xj-,x]-/) entre grupos:b()g,xj/)

lo cual indica que la covarianza total es igual a la covarianza dentro de los grupos mas la
covarianza entre grupos, lo cual matricialmente se escribe

T =W+ B (ejercicio)
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Discriminacién lineal de Fisher para varios grupos

La cantidad a maximizar es
u’'Bu

u’ Wu

Derivando e igualando a cero, se tiene que:

0— d¢ _ 2Buu’ Wu — 2u' BuWu
T ou (v’ Wu)?

!
Bu— wu [ LBY
u’ Wu

Es decir
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Discriminacién lineal de Fisher para varios grupos

La cantidad a maximizar es
u’'Bu

u’ Wu

Derivando e igualando a cero, se tiene que:

0= 0¢ _ 2Buu’ Wu — 2u’' BuWu
T ou (v’ Wu)?

Es decir

Bu:Wu( )—)Bu:qSWu

u’ Wu
Suponiendo que la matriz W es invertible, entonces ¢u = W—1Bu. Por lo que u es vector

propio de W 1B asociado al valor propio ¢. Al querer maximizar ¢, entonces ¢ es el mayor valor
propio de la matriz W 1B y u el vector propio asociado. Entonces la funcién discriminante es:

’
z1 = X

siendo u el vector propio asociado al mayor valor propio de W~1B.
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Discriminacién lineal de Fisher para varios grupos

La cantidad a maximizar es
u’'Bu

¢= u’ Wu

Derivando e igualando a cero, se tiene que:

0= 0¢ _ 2Buu’ Wu — 2u’' BuWu
T ou (v’ Wu)?

Es decir

Bu:Wu( )—)Bu:qSWu

u’ Wu
Suponiendo que la matriz W es invertible, entonces ¢u = W—1Bu. Por lo que u es vector

propio de W 1B asociado al valor propio ¢. Al querer maximizar ¢, entonces ¢ es el mayor valor
propio de la matriz W 1B y u el vector propio asociado. Entonces la funcién discriminante es:

’
71 = g X

siendo u el vector propio asociado al mayor valor propio de W~1B.
El paso siguiente consiste en hallar u tal que z» = u,x sea incorrelada con z;. Como sabemos, el
vector u, es asociado al segundo valor propio de W—1B, etc.
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Discriminacién lineal de Fisher para varios grupos

La cantidad a maximizar es
u’'Bu

u’ Wu

Derivando e igualando a cero, se tiene que:

0= 0¢ _ 2Buu’ Wu — 2u’' BuWu
T ou (v Wu)?

Es decir

Bu:Wu( )—>Bu:¢Wu

u’ Wu
Suponiendo que la matriz W es invertible, entonces ¢u = W—1Bu. Por lo que u es vector

propio de W 1B asociado al valor propio ¢. Al querer maximizar ¢, entonces ¢ es el mayor valor
propio de la matriz W 1B y u el vector propio asociado. Entonces la funcién discriminante es:

’
71 = g X

siendo u el vector propio asociado al mayor valor propio de W~1B.
El paso siguiente consiste en hallar u; tal que z> = u,x sea incorrelada con z;. Como sabemos, el
vector uy es asociado al segundo valor propio de W 1B, etc. Siendo r = min(G — 1, p), para

cada valor propio a > -+ > o > 0 obtengo u1,...,ur y z1,..., 2 incorreladas .

Cuidado: los vectores propios de W 1B no son necesariamente ortogonales!! Ver practico.
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF), para varios grupos

Este procedimiento proporciona r = min(p, G — 1) variables canédnicas discriminantes que vienen
dadas por

z=U/x
donde U, es una matriz p X r que contiene en columnas los vectores propios de W~1B y x es un
vector p x 1.
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF), para varios grupos

Este procedimiento proporciona r = min(p, G — 1) variables canédnicas discriminantes que vienen
dadas por

z=U/x
donde U, es una matriz p X r que contiene en columnas los vectores propios de W~1B y x es un
vector p x 1.

El vector z de tamafio r X 1 recoge los valores de las variables candnicas para el elemento x, que
son las coordenadas del punto en el espacio definido por las variables candnicas.
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF), para varios grupos

Este procedimiento proporciona r = min(p, G — 1) variables canédnicas discriminantes que vienen
dadas por

z=U/x
donde U, es una matriz p x r que contiene en columnas los vectores propios de W—1B y x es un
vector p x 1.

El vector z de tamafio r X 1 recoge los valores de las variables candnicas para el elemento x, que
son las coordenadas del punto en el espacio definido por las variables candnicas.

Para clasificar un nuevo individuo xp basta calcular sus coordenadas zy con la férmula anterior y
lo asignamos al grupo de cuya media transformada esté mds préxima con la distancia euclidea.
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Discriminacién lineal de Fisher (LDF)

Ejemplo:
.z o ’
Supongo G = 4 y una observacién xo nueva para clasificar. Vamos a notar por Li(x) = u;x (o

sea L; es la funcién discriminante asociado al vector u;).
@ Consideramos las funciones discriminantes L1, Ly, L3
@ Calculo L(xp) = (L1(x0), L2(x0), L3(x0))-
© Calculamos los centroides de cada grupos: L(x1) = (L1(X1), L2(X1), L3(X1))
L(x2) = (L1(x2), L2(X2), L3(x2))
L(Yg) = (L1(73)7 LQ(Yg), L3(Y3))
L(xs) = (L1(Xa), L2(X4), L3(X4))

@ Clasificamos el dato en el grupo con el centroide mds prximo a L(xg) (usando distancia
eucldea).
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Andlisis Discriminate Cuadratico (QDA)

Si suponemos que las matrices de covarianzas no son iguales, el clasificador de Bayes asigna la
observacién x a la clase para la cual:

1 _ 1 _ _ 1 _
—5x= 1) Ty (x — ) + log(my) = —Exlzk DX - Eulzk Yy + log(mi)

es mayor (observe que esto es una funcién cuadrética).
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Discriminacion logistica

Recordamos la funcién logit:

1
PO = TG
Entonces P(X)
— oPotB'X
TP e € [0, +o0)
’ P(X)
log [ —=1 ) = !
og (1 —IP(X)) Bo+ B'x

© La discriminacién logistica es mds robusta que LDA a la no normalidad. Si hay normalidad,
LDA en general es mejor.

@ La estimacién de los paramétros en la discriminacién logistica se hace por logverosimilitud.
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