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Breve repaso de conceptos basicos sobre GLC Gomponente e naGIG

Derivacién en una GLC
Lenguaje generado por una GLC

Componentes de una GLC

Sea un alfabeto X dado.
G=(V,T,P,S) donde:
@ V conjunto de variables de la gramatica
@ T conjunto de terminales de la gramética, son simbolos de ¥.

@ P conjunto de reglas de la gramdatica, denominadas
producciones.

@ S variable inicial de la gramética, S € V.

Las producciones de P son de la forma:
A— «
AeV ae(VUT)*
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Breve repaso de conceptos basicos sobre GLC Camperaies ok urE @LE

Derivacién en una GLC
Lenguaje generado por una GLC

Derivacién en una GLC

Derivacion en un paso:

Sean Ac Vya,pB,ye(VUT)"

Si A — ~ es una produccién de P, aAf = o~ indica que ayf3
se deriva en un paso de aAS por aplicacién de la regla de
producciéon A — ~y. La derivacién en un paso se denota por el
metasimbolo =.

En particular, si A — v € P, tomando a = 8 = € tenemos que

A = v (toda regla de la gramatica es una derivacién en un paso).

Derivacién en n pasos:
Se denota comoA(:nLB AeV,pe(VUT)*

Derivacion en un niimero no especificado de pasos:
*
Se denota como A=p53 AeV,fe(VUT)*



Breve repaso de conceptos basicos sobre GLC Camperaies ok urE @LE

Derivacién en una GLC
Lenguaje generado por una GLC

Lenguaje generado por una GLC G

Sea G una GLC. X
L(G)={xeT*/S=x}
Se tiene que L es un lenguaje libre de contexto (LLC)
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Ejemplo 1 de GLC Ejemplo 1

Ejemplo 1 - Planteo del problema

Definir una gramatica libre de contexto que genere el siguiente

lenguaje:
Ly = {x € {a,b}*/x = & FTtbkTtaP Kk t p > 0}

Tira mas corta de L; : corresponde a tomar k=t =p =1,
x = a>b%a = aaabba
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Ejemplo 1 de GLC Ejemplo 1

Idea para la solucién

Reescribimos las tiras de L; como:
x = ata?kbkbtaP, k,t,p >0

Esto nos permite identificar 3 subgrupos dentro de una tira vélida,
que se pueden genenerar en forma independiente:

@ El bloque formado por las aP finales

@ El bloque formado por las at y las bt
2kbk

© El bloque formado por las a centrales

La idea es definir y usar una variable distinta de la gramética para
generar cada uno de los 3 bloques descritos.
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Ejemplo 1 de GLC Ejemplo 1

Una posible gramatica para Ly

x = ata®kbkbtaP, k,t,p >0
G =(V,T,P,S)

vV ={S§A B}
T ={a, b}
P

QO S5S— Sa // genera las aP finales

Q@S — Aa // pasa a generar las a* y b* asegurando p > 0
© A— aAb // genera las a' y las bt

Q@ A— aBb // pasa a generar las a?fbk asegurando t > 0
@ B — aaBb // genera los a? b*
Q@ B —aab // asegura que k >0
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Ejemplo 1 de GLC Ejemplo 1

Derivaciéon de la tira mas corta de L; en la gramatica G;

Tenemos que la tira mas corta de L; es x = a®bh?a = aaabba
Repetimos las producciones de P:

Q@ S— Sa
Q@ S— Aa
Q@ A— aAb
Q A— aBb
© B — aaBb
Q@ B— aab

En la derivacién que sigue, el nimero entre paréntesis debajo del
simbolo de derivacién indica qué regla de produccién se usa.

S — Aa — aBba —> aaabba
(2) (4) (6)
La tira mas corta de L; se deriva en 3 pasos en Gi, es decir

3
S :L aaabba



Ejemplo 1 de GLC Ejemplo 1

Gramadtica alternativa para L

Se basa en escribir las tiras de Lien una nueva forma:
x = a*katbtbkaP, k,t,p >0
Esto nos permite identificar los siguientes 3 subgrupos o bloques
independientes dentro de una tira valida:
@ El bloque formado por las aP finales.
@ El bloque formado por las a? del inicio y las b¥.
© El bloque formado por las atbt.
Las producciones de esta nueva gramdtica quedan:
S — Sa| Aa
A — aaAb | aaBb
B — aBb | ab
Observamos que desarrollamos dos graméticas validas para un
mismo lenguaje, es decir que dado un lenguaje la gramdatica que lo
genera no es necesariamente unica.
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Ejemplo 2 de GLC Eicmplope

Ejemplo 2 - Planteo del problema

Definir una gramatica libre de contexto que genere el siguiente
lenguaje:
Ly = {x € {a,b}*/x = bPakb", r = |k/3] + 1, k>0, p > 0}

Tira mas corta de Ly : x = bb
Corresponde a k =0,r=p =1,
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Ejemplo 2 de GLC Eicmplope

Anilisis de las tiras de L,

Las tiras de L» son de la forma:
x = bPakplk/3lp k>0, p>0

o El bloque o substring inicial b” es independiente del resto, p
no tiene relacién con k. Esto sugiere que la gramdtica lo
puede generar como un sublenguaje independiente.

e En el bloque central a¥bl%/3] tenemos 3 casos:

@ Si k mod 3 =0 (k mdltiplo de 3) = |a| = 3]b|.

@ Si k mod3=1= |a| =3|b| + 1.

© Si k mod3=2=|a| =3|b|+2.
La idea es definir y usar una variable distinta de la gramatica para
generar cada uno de los 2 bloques anteriores.
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Ejemplo 2 de GLC Eicmplope

Una posible gramatica para L,

x = bPakplk/3lp k>0, p>0
G =(V,T,P,S)

V ={S§,A}
T ={a, b}
P

Q@ S — bS // genera las bP iniciales

@ S — bAb // pasa a generar los a¥bl%/3] con p > 0y b final
© A — aaaAb // por cada 3 a's genera un b

O A— ¢ // condicion de fin cuando kK mod 3 =10

@ A—a // condicion de fin cuando k mod 3 =1

@ A— aa // condicion de fin cuando k mod 3 =2
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC FREE (3 e (@) La

Ejemplo de correctitud de una GLC

Sea el siguiente lenguaje:
L,={x€{ab}*/x=a"b" k>1, n>k}

El problema consiste en demostrar que la siguiente gramatica G
genera a L,, es decir L(G) = L,:

S — aSb | aUb

U—alU| a

Observar que las tiras de L, pueden escribirse como
x =akambk, k>1, m>1, lo que inspira la gramética G.

Vamos a definir también el lenguaje L, = {w = a”, m > 1}.
En el proceso de prueba se desmostrara que L, es el sublenguaje
derivado de la variable U de la gramatica G.
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC FREE (3 e (@) La

Idea de la prueba de correctitud

Para demostrar que L(G) = L, planteamos una prueba por doble
inclusién:

Q@ L, C L(G). Esto nos asegura que toda tira del lenguaje es
generada por la gramatica (que no falten tiras). Se prueba por
induccién completa en el largo de las tiras del lenguaje L,.

@ L(G) C L,. Esto nos asegura que la gramdatica no genera tiras
de mds (en exceso), que no pertenecen al lenguaje. Se prueba
por induccién completa en el nimero de pasos de las
derivaciones de las tiras de G.
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC FREE (3 e (@) La

Prueba de que L, C L(G)

Lo={x=a"b* k>1, n>k} S — aSb | aUb
Ly={w=2a" m>1} U—alU | a

Se demostraran por IC las siguientes propiedades:
*

Pl)Sixel,— S=x

P2) Si weLb:>U:*>w

La prueba se hace por IC mutua en el largo de las tiras de ambos
lenguajes, es decir que se prueban en simultdneo ambas
propiedades en una tnica IC, utilizando eventualmente para
demostrar la tesis inductiva de una propiedad la hipédtesis inductiva
de la otra.
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC FREE (3 e (@) La

Paso base

L,={x=a"b* k>1, n> k} S — aSb | aUb
Lp={w=2a" m>1} U—alU| a

PB1) La tira mas corta de L, es x =aab (n=2,k =1).
Derivacion para esa x en G : S = alUb = aab

PB2) La tira més cortade Lpesw =a (m=1).
Derivacion paraesa wen G: U= a
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC FREE (3 e (@) La

Paso Inductivo

L,={x=a"b* k>1, n> k} S — aSb | aUb
Lp={w=2a" m>1} U—alU| a

Hipdtesis inductivas:
HIL) Sixel,y|x<h=S=x
HI2)Siwe Ly |w|<h= U= w

Tesis inductivas: i
TI)Sixel,y|xl=h+1=S=x

TI2)SiW€Lby]W|:h+1:>U=*>W

Observamos que debe ser h > 1 pues € & Ly, e ¢ Ly,
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC FREE (3 e (@) La

Prueba de la TI1 - Caso 1) k =1

L,={x=a"b* k>1, n> k} S — aSb | aUb
Lp={w=2a" m>1} U—al | a
HI2)Siwe Ly |w| < h= U= w
TI)Sixeloylx|=h+1= 5> x

Seax=a"bkecl,con|x|=n+k=h+1
Caso 1) k=1
— x=a"bcon h>1 pues x € L,
x = aah~1h = axyb con x; = a1 yh—1>1
definicién de Lb
> X1 € Lb
HI2 *
X1€Lby|X1|:h—1§h(:lU=>X1
Tenemos entonces la siguiente derivacién en G para x:

* *
S = aUb = ax;b = a"b = x entonces S = x
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC FREE (3 e (@) La

Prueba de la TI1 - Caso 2) k > 1

L,={x=a"b% k>1, n> k} S —aSh | aUb
Ly={w=2a", m>1} U—alU | a
HIL)Sixel,y|x<h=S=x
Tll)SixeLay]x\:h+1:>5:*>x

Seax=a"b cl,con|x|=n+k=h+1
Caso 2) k > 1
— x = aa" b 1b = axb
x1 =a"1bk"1 con k—1>1 por H) del casoy n—1 > k — 1 pues
n> k (X c La) definicién de La xi €L,
HI1 *
X1€Lay]x1\:h—1§h(:=;5=>x1
Tenemos entonces la siguiente derivacion en G para x:
* *
S = aSh = axyb = aa""1bk~1b = 3"b*k = x entonces S = x
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC FREE (3 e (@) La

Prueba de la TI2

L,={x=a"h% k>1, n>k} S — aSb | aUb
Lp={w=2a" m>1} U—alU | a

HI2)Siwe Ly |w| < h= U= w
TI2)Siwelpy|wl=h+1l=U>w

Seaw=a"€elpcon|wl=m=h+1
= w = aa" = am

definicién de Lb
> W] € Lb

wi = a" con h>1
HI2 *
W1€Lby’W1|:h(:LU=>W1
Tenemos entonces la siguiente derivacién en G para w:
*
U= alU = awy = aa" h+1

*
=a = w entonces U = w
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC FREE (3 e (@) La

Cierre de la Prueba de que L, C L(G)

Al verificarse tanto los pasos base como las tesis inductivas,
LPrincipio de I quedan probadas las propiedades P1) y P2):
P1) SixeLa:>S:*>x

P))Siwely=U=w

En particular la que nos interesa y queriamos demostrar es la
propiedad P1), que establece que toda tira del lenguaje L, es
generada por la gramdtica G.
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC Prueba de que L(G) C L,

Prueba de que L(G) C L,

L,={x=a"b% k>1, n> k} S —aSh | aUb
Lp={w=2a", m>1} U—alU ]| a

Se demostraran por IC las siguientes propiedades (reciprocas de las
anteriores):

PI)Si S = x=>x¢ L,
P2)Si U= w=we L,
La prueba se hace por IC mutua en la cantidad de derivaciones

necesarias para derivar una tira de terminales tanto en la gramatica
G con simbolo inicial S como en la de simbolo inicial U.
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC Prueba de que L(G) C L,

Paso base

L,={x=a"b* k>1, n> k} S — aSb | aUb
Lp={w=2a" m>1} U—alU| a

PB1) La derivacién mds corta a partir de S es:
S=aUb=aabe L, (n=2k=1).

PB2) La derivacién mds corta a partir de U es:
U= ael, (m:].).
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC Prueba de que L(G) C L,

Paso Inductivo

L,={x=a"b% k>1, n>k} S — aSb | aUb
Lp={w=2a" m>1} U—alU]| a

Hipdtesis inductivas:
HI1)SiS = xyk<h=xe€ L,
H2)SiUS wyk<h= we L,

Tesis inductivas:

TI)Si S 2 x — x e L,

TR2)SiUE w— wel,
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC Prueba de que L(G) C L,

Prueba de la TI1 - Caso 1) Primer paso S = aSb

L,={x=a"b% k>1, n> k} S —aSh| aUb
Ly ={w=2a" m>1} U—alU|a
HIL)SiS= xyk<h=>xe€ L,

HR2)Si U= wyk<h=>we L
TI)Si S 2 x — x e L,

Sea S L . Observamos que hay dos casos posibles para el
primer paso de la derivacién de x: S = aSb o S = aUb.
Caso 1) Primer paso en la derivacion S =—> aSh

—> x = axi1b con 5:h>x1(H;{x1 e,

definicién de Ly x1=a"hk, k>1,n>k = x = axyb = a"T1pkt1
xely(k+1>1,n+1>k+1)

definicién de La
>
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC Prueba de que L(G) C L,

Prueba de la TI1 - Caso 2) Primer paso S = aUb

L,={x=a"bk k>1, n>k} S — aSb | aUb
Ly={w=2a" m>1} U—alU ]| a
HI1)SiS = xyk<h=xe€ L,

H2)SiUS wyk<h= we L,
TI)Si S 2 x — x e L,

Sea S 2L .

Caso 2) Primer paso en la derivacion: S = aUb

—> x = awy b con UgwlggwleLb

definicién de L%, — am, m>1= x=aw;b=aa"b=a""lb
xe€ly(k=1,n=m+1> k)

definicién de La
=
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC Prueba de que L(G) C L,

Prueba de la TI2

L,={x=2a"b% k>1, n> k} S —aSb | aUb
Ly={w=2a" m>1} U—al | a
HI1)SiS = xyk<h=xe€ L,

H2)SiUS wyk<h= we L,
TI2)Si U2 w — we L,

h+1

Sea U w, h+1>1.
definicién de G . . .,
—————=> el primer paso en la derivacién de w debe ser
U= aU.

h leg
:>W:aW1conU=>W1( wi € Lp.
defnicion de L8\ _ gm > 1

definicién de Lb
:>W:aW]_:am+1, (m—‘-l)Zl%WeLb
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC Prueba de que L(G) C L,

Cierre de la Prueba de que L(G) C L,

Al verificarse tanto los pasos base como las tesis inductivas,
Principio de IC , , ,
—EPP 22 quedan probadas las propiedades P1 )y P2'):

*
P1)SiS=x= x€ L,

*
P2Y)SiU=w= welL
En particular la que nos interesa y queriamos demostrar es la

propiedad P1'), que establece que toda tira de terminales generada
por la gramatica G es una tira del lenguaje L,.
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Ejemplo de correctitud de una GLC
Prueba de que L, C L(G)

Ejemplo de correctitud de una GLC Prueba de que L(G) C L,

Cierre general de la Prueba de correctitud

Al haberse demostrado tanto que L, C L(G) como que L(G) C L,,

queda probada la correctitud de la gramdatica G para el lenguaje
L,, es decir L(G) = L,.
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