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0.1 Prefacio

El crecimiento de los ordenadores y la facilidad de adquirir y procesar grandes bancos de
datos en todas las ciencias ha estimulado el desarrollo y utilizacién del andlisis estadistico
multivariante en muchas disciplinas. En las Ciencias Econémicas y empresariales los métodos
estadisticos multivariantes se utilizan para cuantificar el desarrollo de un pais, determinar
las dimensiones existentes entre ingresos y gastos familiares, comprender el comportamiento
de los consumidores y medir la calidad de productos y servicios. En Ingenierfa para disenar
mdaquinas inteligentes que reconozcan formas o caracteres, para construir clasificadores que
aprendan interactivamente con el entorno y para establecer sistemas de control de procesos.
En Ciencias de la computacién para desarrollar sistemas de inteligencia artificial. En Medi-
cina para construir procedimientos automaticos de ayuda al diagnéstico. En Psicologia para
interpretar los resultados de pruebas de aptitudes. En Sociologia y Ciencia Politica para el
andlisis de encuestas de actitudes y opiniones sociales y politicas.

Este libro presenta las técnicas actuales mas utilizadas del Andlisis multivariante. Su
contenido se ha seleccionado para que pueda ser 1til a distintos tipos de audiencias, pero esta
especialmente orientado como texto en un curso orientado a las aplicaciones pero donde se
desee proporcionar al estudiante los fundamentos de las herramientas presentadas de manera
que se facilite su utilizacién inteligente conociendo sus posibilidades y limitaciones. Para
conseguir este objetivo, el libro incluye numerosos ejemplos de aplicacién de la técnicas, pero
también presenta con cierto detalle los fundamentos estadisticos de las técnicas expuestas.
En la exposicion se ha procurado prescindir de los detalles técnicos que tienen mads interés
para especialistas, y este material se ha presentado en los apéndices y en los ejercicios al
final de cada capitulo. Por otro lado, se recomienda que los estudiantes realizen un proyecto
donde apliquen los métodos estudiados a sus propios datos, para que adquieran la experiencia
practica que les permitira utilizarlos después con éxito en su trabajo profesional.

Este libro ha tenido una largo periodo de gestacién. Mi interés por el Anélisis Multivari-
ante se lo debo a Rafael Romero, Catedratico en la Universidad Politécnica de Valencia y
excelente profesor, de quien aprendi, a finales de los anos 70, la potencia de estos métodos
como herramientas de investigacién empirica y su inmenso campo de aplicacién. La primera
versién de este libro tenfa la mitad del tamano actual y se redacté por primera vez a finales
de los anos 80 para un curso de Doctorado en la Universidad Politécnica de Madrid. Desde
entonces, cada ano el manuscrito ha ido sufrido revisiones y ampliaciones, fruto de su uso
como notas de clase en varias universidades, y especialmente en la Universidad Carlos III de
Madrid. Estoy agradecido a mis estudiantes del curso de doctorado sobre andlisis multivari-
ante que han sugerido muchas mejoras y detectado errores y erratas de versiones anteriores.
En esa labor estoy especialmente en deuda con Ana Justel, Juan Antonio Gil, Juan Carlos
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Ibanez, Ménica Benito, Pilar Barrios, Pedro Galeano y Rebeca Albacete, por sus numerosas
sugerencias y cuidadosa lectura de versiones anteriores de estos capitulos. He tenido también
la fortuna de contar con excelentes comentarios de mis colegas Carlos Cuadras, Javier Girén,
Jorge Martinez, Alberto Munoz, Rosario Romera, Juan Romo, Santiago Velilla, George Tiao,
Victor Yohai y Rubén Zamar, que me han ayudado a mejorar el texto en muchos aspectos.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

1.1 EL ANALISIS DE DATOS MULTIVARIANTES

Describir cualquier situacién real, por ejemplo, las caracteristicas fisicas de una persona, la
situacién politica en un pafs, las propiedades de una imagen, el rendimiento de un proceso, la
calidad de una obra de arte o las motivaciones del comprador de un producto, requiere tener
en cuenta simultdneamente varias variables. Para describir las caracteristicas fisicas de una
persona podemos utilizar variables como su estatura, su peso, la longitud de sus brazos y de
sus piernas, etc. Para describir la situacién politica de un pafs, variables como la existencia
o no de un régimen democrético, el grado de participaciéon politica de los ciudadanos, el
nimero de partidos y sus afiliados, etc. El andlisis de datos multivariantes tienen por objeto
el estudio estadistico de varias variables medidas en elementos de una poblacién. Pretende
los siguientes objetivos.

1. Resumir el conjunto de variables en una pocas nuevas variables, construidas como
transformaciones de las originales, con la minima pérdida de informacién.

2. Encontrar grupos en los datos si existen.

3. Clasificar nuevas observaciones en grupos definidos.

4. Relacionar dos conjuntos de variables.

Vamos a explicar estos objetivos. El lector habra encontrado que la descripcién de una
realidad compleja donde existen muchas variables se simplifica mediante la construccion de
uno o varios indices o indicadores que la resumen. Por ejemplo, el crecimiento de los precios
en una economia se resume en un indice de precios, la calidad de una universidad o de un
departamento se resume en unos pocos indicadores y las dimensiones del cuerpo humano se
resumen en la ropa de confeccién en unas pocas variables indicadoras del conjunto. Disponer
de estas indicadores tiene varias ventajas: (1) si son pocas podemos representarlas gréfica-
mente y comparar distintos conjuntos de datos o instantes en el tiempo; (2) simplifican el
andlisis al permitir trabajar con un nimero menor de variables; (3) si las variables indicado-
ras pueden interpretarse, podemos mejorar nuestro conocimiento de la realidad estudiada.
El analisis multivariante de datos proporciona métodos objetivos para conocer cudntas vari-
ables indicadoras, que a veces se denomina factores, son necesarias para describir una realidad
compleja y determinar su estructura.

El segundo objetivo es identificar grupos si existen. Si observamos un conjunto de vari-

13
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ables en empresas, esperamos los datos indiquen una divisién de las empresas en grupos
en funcion de su rentabilidad, su eficacia comercial o su estructura productiva. En muchas
situaciones los grupos son desconocidos a priori y queremos disponer de un procedimien-
to objetivo para obtener los grupos existentes y clasificar las observaciones. Por ejemplo,
deseamos construir una tipologfa de clientes, de votantes o de procesos productivos.

Un tercer objetivo relacionado con el anterior aparece cuando los grupos estdn bien
definidos a priori y queremos clasificar nuevas observaciones. Por ejemplo, queremos clasificar
a clientes que solicitan créditos como fiables o no, personas como enfermas o no, o disenar
una maquina que clasifique monedas o billetes en clases prefijadas.

Para alcanzar estos tres objetivos una herramienta importante es entender la estructura
de dependencia entre las variables, ya que las relaciones entre las variables son las que
permiten resumirlas en variables indicadoras, encontrar grupos no aparentes por las variables
individuales o clasificar en casos complejos. Un problema distinto es relacionar dos conjuntos
de variables. Por ejemplo, podemos disponer de un conjunto de variables de capacidad
intelectual y otros de resultados profesionales y queremos relacionar ambos conjuntos de
variables. En particular, los dos grupos de variables pueden corresponder a las mismas
variables medidas en dos momentos distintos en el tiempo o en el espacio y queremos ver la
relacion entre ambos conjuntos.

Las técnicas de andlisis multivariante tienen aplicaciones en todos los campos cientificos
y comenzaron desarrolldndose para resolver problemas de clasificacién en Biologia, se ex-
tendieron para encontrar variables indicadoras y factores en Psicometria, Marketing y las
Ciencias sociales y han alcanzado una gran aplicacién en Ingenierfa y Ciencias de la com-
putaciéon como herramientas para resumir la informacion y disenar sistemas de clasificacion
automaética y de reconocimiento de patrones. Algunos ejemplos indicativos de sus aplica-
ciones en distintas disciplinas, muchos de los cuales serdn objeto de anélisis detallado en este
libro, son:

Administraciéon de Empresas: Construir tipologias de clientes.

Agricultura: Clasificar terrenos de cultivo por fotos aéreas.

Arqueologfa: Clasificar restos arqueoldgicos.

Biometria: Identicar los factores que determinan la forma de un organismo vivo.

Ciencias de la Computacién: Disenar algoritmos de clasificacién automatica.

Ciencias de la Educacién: Investigar la efectividad del aprendizaje a distancia.

Ciencias del medio ambiente: Investigar las dimensiones de la contaminacién ambiental.

Documentacién: Clasificar revistas por sus articulos y construir indicadores bibliométri-
COS.

Economia: Identificar las dimensiones del desarrollo econémico.

Geologfa: Clasificar sedimentos.

Historia: Determinar la importancia relativa de los factores que caracterizan los periodos
prerevolucionarios.

Ingenierfa: Transmitir 6ptimamente senales por canales digitales.

Lingiifstica: Encontrar patrones de asociacién de palabras.

Medicina: Identificar tumores mediante imédgenes digitales.

Psicologfa: Determinar los factores que componen la inteligencia humana

Sociologia y Ciencia Politica: Consstruir tipologias de los votantes de un partido.
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Algunas de esas aplicaciones han tenido una repercusién importante en la evolucién del
analisis mutivariante, como veremos en la seccién 1.4.

1.2 ESTRUCTURA DEL LIBRO

Los datos de partida para un andlisis multivariante estdn habitualmente en una tabla de dos
o mas dimensiones y para trabajar con ellos es muy conveniente considerar la tabla como
una o varias matrices. El capitulo 2 presenta los fundamentos matematicos de dlgebra lineal
que son necesarios para trabajar con matrices y entender sus propiedades. Este capitulo
estd disenado de forma instrumental para proporcionar los conceptos bésicos y las técnicas
necesarias para los andlisis estadisticos presentados en los capitulos posteriores.

El anélisis multivariante pude plantearse a dos niveles. En el primero, el objetivo es
utilizar s6lo los datos disponibles y extraer la informacién que contienen. Los métodos
encaminados a este objetivo se conocen como métodos de exploracién de datos, 7y se
presentan en la primera parte del libro que cubre los capitulos 3 al 8. A un nivel més
avanzado, se pretende obtener conclusiones sobre la poblacién que ha generado los datos, lo
que requiere la construcciéon de un modelo que explique su generacién y permita prever lo
datos futuros. En este segundo nivel hemos generado conocimiento sobre el problema que va
mas alld del andlisis particular de los datos disponibles. Los métodos encaminados a este
objetivo se conocen como métodos de inferencia, y se presentan en la segunda parte del
libro, capitulos 9 al 16 .

El primer paso en la descripciéon de datos multivariantes es describir cada variable y
comprender la estructura de dependencia que existe entre ellas. Este andlisis se presenta
en el capitulo 3. Siempre que sea posible conviene utilizar técnicas graficas para resumir y
representar la informacién contenida en los datos, y analizar la forma de medir las variables
para obtener una representacién lo mas simple posible. Estos problemas se estudian en el
capitulo 4. Estos dos capitulos extienden al caso multivariante la descripciéon habitual de
datos estadisticos estudiada en los textos bésicos de Estadistica.

El problema de resumir o condensar la informacién de un conjunto de variables se abor-
da, desde el punto de vista descriptivo, construyendo una nuevas variables indicadoras que
sinteticen la informacién contenida en las variables originales. Existen distintos métodos ex-
ploratorios para conseguir este objetivo. Con variables continuas, el método mads utilizado se
conoce como componentes principales, y se estudia en el capitulo 5. Los componentes prin-
cipales nos indican las dimensiones necesarias para representar adecuadamente los datos.
Con ellos podemos hacer grificos de los datos en pocas dimensiones, con minima pérdida de
informacion, para entender su estructura subyacente.

El andlisis de componentes principales puede generalizarse en dos direcciones: la primera
cuando los datos disponibles no corresponden a variables sino a similitudes o semejanzas entre
elementos. Interesa entonces investigar cuantas dimensiones tienen estas similitudes, este es
el objetivo de las escalas multidimensionales, que se estudian en el capitulo 6. La segunda
generalizacion de componentes principales es para datos cualitativos, que se presentan en una
tabla de contingencia, y esto conduce al andlisis de correspondencias, que se presenta en el
capitulo 7. Esta técnica permite ademds cuantificar de forma objetiva atributos cualitativos.
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El problema descriptivo de investigar si los elementos de nuestra muestra forman un grupo
homogéneo o no, y, en caso de que existan varios grupos de datos identicar que elementos
pertenecen a cada uno, se aborda con las herramientas de métodos de agrupamiento (cluster
methods en inglés). Por ejemplo, supongamos que tenemos una encuesta de los gastos en
los hogares espanoles. Podemos encontrar que, de manera natural, la estructura de gastos
es distinta en los hogares unipersonales que en los que conviven adultos con ninos pequenos,
y la relacion entre distintas variables del gasto puede ser distinta en ambos. Conviene,
en estos casos, dividir la muestra en grupos de observaciones homogéneas y estudiarlos
separadamente. En otros casos el andlisis de la homogeneidad de los datos tiene por objeto
construir tipologias: de consumidores, de artistas por su utilizaciéon del color, de productos,
o del tipo de consultas en una pédgina web. Estos métodos se estudian en el capitulo 8.

Las técnicas descriptivas para resumir, condensar y clasificar datos y relacionar variables
se conocen a veces como técnicas de exploraciéon de datos multivariantes, y se han pop-
ularizado en los iltimos anos en ingenieria y ciencias de la computacién con el nombre de
mineria de datos, nombre que indica la capacidad de estas técnicas para extraer informa-
cién a partir de la materfa prima datos. Los capitulos 3 al 8 forman pues un curso bésico de
mineria de datos. Sin embargo estas herramientas no permiten directamente obtener con-
clusiones generales respecto al proceso o sistema que genera los datos. Para ello necesitamos
los métodos presentados en la segunda parte del libro, que comprende los capitulos, 9 al
16, y allf se aborda el objetivo més ambicioso de crear conocimiento respecto al problema
mediante un modelo estadistico.

La construccién de un modelo estadistico requiere el concepto de probabilidad y las her-
ramientas bédsicas para la construccién de modelos para varias variables se exponen en el
capftulo 9. La construccién del modelo requiere estimar los pardmetros del modelo a partir
de los datos disponibles, y contrastar hipétesis respecto a su estructura. Los fundamentos
de la inferencia multivariante se estudian en el capitulo 10. Algunos problemas de esti-
macién multivariante pueden formularse como estimacién con valores ausentes, y un método
eficiente para llevar a cabo esta estimacién, el algoritmo EM, se presenta en el capitulo
11. Este capitulo aborda también la estimacién (1) permitiendo la posibilidad de que una
pequena fraccién de los datos incluyan errores de medida o datos heterogeneos; (2) incorpo-
rando ademds informacion a priori respecto a los pardmetros. En el primer caso tenemos la
estimacién robusta y en el segundo la Bayesiana (que, como la clésica, puede ademéds hac-
erse robusta). Este capitulo considera ademds el problema de seleccionar el mejor modelo
explicativo entre varios posibles.

Los modelos para generar conocimiento mediante una reduccién del nimero de variables
se conocen como modelos de andlisis factorial, y pueden verse como una generalizaciéon de
los componentes principales. Si podemos reemplazar un conjunto amplio de variables por
unos pocos factores o variables latentes, no observables, que permiten prever las variables
originales hemos aumentado nuestro conocimiento del problema. En primer lugar, descubri-
mos el mecanismo generador de los datos, en segundo podemos realizar predicciones respecto
a datos no observados pero generados por el mismo sistema. Este es el objeto del anélisis
factorial que se presenta en el capitulo 12.

El problema de la homogeneidad se aborda desde el punto de vista inferencial segin dos
puntos de vista principales. El primero es el problema de clasificacion o discriminacion:
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Objetivos Enfoque descriptivo (informacién) Enfoque inferencial (conocimient
Resumir los datos Descripcién de datos (Cap. 3y 4) Constr. de modelos (Cap 9, 10 y
Obtener indicadores Componentes principales (Cap. 5) Anslisis Factorial (Cap. 12)

Escalas multid. (Cap.6)
Anédlisis de Correspon.(Cap. 7)
Clasificar Anilisis de Conglomerados (Cap. 8) A. Discriminante (Cap.13 y 14)
Construir grupos Anédlisis de Conglomerados (Cap. 8) Clas. con mezclas (Cap 15)
Relacionar Conj. variab. | Regres. mul.(Cap 3) y Mult. (Cap 16) | Correlacién canénica (Cap. 16)

Tabla 1.1: Clasificacion de los métodos multivariantes estudiados en este libro

conocemos que los datos pueden provenir de una de dos (o mds) poblaciones conocidas y se
desea clasificar un nuevo dato en una de las poblaciones consideradas. Por ejemplo, se desea
clasificar declaraciones de impuestos como correctas o fraudulentas, personas como enfermos
0 sanos, empresas como solventes o no, billetes por su valor en una maquina automaética,
cartas escritas a mano por su cédigo postal en un mdquina clasificadora, preguntas a un
contestador telefénico por su contenido. Este es el objetivo de los métodos de anélisis
discriminante presentados en los capitulos 13 y 14.

El segundo punto de vista es investigar si los datos disponibles han sido generados por
una sola o varias poblaciones desconocidas. Los métodos para clasificar las observaciones se
conocen como métodos de clasificacion mediante mezclas, y se estudian en el capitulo 15.
Estos métodos generalizan los métodos de agrupamiento estudiados desde el punto de vista
descriptivo.

El problema inferencial multivariante de relacionar variables aparece cuando estas se
separan en dos conjuntos, y tiene varias variantes:

(1) Andlisis de la varianza maultivariante: el primero incluye variables cualitativas y
el segundo variables continuas, y queremos ver el efecto de las cualitativas sobre las del
segundo grupo. Por ejemplo, observamos en distintas clases de una universidad, definidas
por variables cualitativas como titulacién, curso etc, varias variables que miden los resultados
de las encuestas de evaluacién docente y se desea investigar como los resultados varfan en
las distintos clases. Este tema se estudia en el capitulo 10 como una aplicacién directa de
los contrastes estadisticos multivariantes

(2) Regresion multivariante: el primer conjunto incluye variables continuas o discretas y
queremos utilizarlas para explicar las variables continuas del segundo grupo. Por ejemplo,
queremos relacionar un conjunto de variables de inversién con un grupo de variables resultado
en distintas empresas. Estos métodos se presentan brevemente en el capitulo 16.

(3) Correlacion candnica: queremos encontrar indicadores del primer grupo que explique
lo més posible a los indicadores de las variables del segundo grupo. El niimero de relaciones
independientes entre los indicadores nos informa respecto a la dimensién de la relacién. Por
ejemplo, queremos buscar indicadores de la inversién en empresas, medida por un conjunto
de variables, que explicen indicadores de resultado, construidos también como resumen de un
conjunto de variables de resultados econémicos. Estos métodos se desarrollan en el capitulo
16.

La tablal.1l resume la clasificacién de métodos multivariantes estudiados en el libro.
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omo

1.3 PROGRAMAS DE ORDENADOR

Es impensable aplicar el andlisis multivariante sin utilizar el ordenador y recomendamos
al lector que reproduzca los ejemplos y realice los ejercicios del libro con cualquiera de los
programas estadisticos disponibles. En el libro se han utilizado, por orden de dificultad,los
siguientes:

(1) STATGRAPHICS que permite aplicar las herramientas basicas contenidas en el libro,
teniendo buenas capacidades graficas faciles de usar.

(2) MINITAB es un programa més completo, también de facil manejo. Es mds completo
que el anterior y mas comodo para la manipulacién de datos y la lectura de ficheros en
distintos formatos.

(3) SPSS es un programa més avanzado y con mejores capacidades para el manejo de
datos. Esta dirigido a investigadores sociales que desean analizar grandes encuestas con
variables de distintos tipos y permite mucha flexibilidad en la entrada de los datos y en su
manipulacién, asi como en la presentacién de los resultados. Ademds este programa tiene
algoritmos de calculo bastante fiables y muy contrastados con distintas aplicaciones.

(4) S-PLUS est4 dirigido a un usuario con buena formacién estadistica, e incluye muchas
rutinas que el lector puede combinar para hacer andlisis de datos méas a su medida. Puede
programarse también ficilmente para implantar nuevos desarrollos, y contiene los métodos
mas modernos que todavia no se han implantado en SPSS. El programa R es similar a
S-PLUS y tiene la ventaja de ser de distribucién gratuita.

(5) MATLAB y GAUSS son programas con excelentes capacidades para la manipulacién
matricial, por lo que son muy recomendables para los lectores que quieran escribir sus propios
programas y probar andlisis nuevos, no incluidos en los paquetes tradicionales. Tienen la
ventaja de la flexibilidad y el inconveniente de que son menos autométicos para andlisis
tradicionales.

Ademss de estos programas existen otros muchos paquetes estadisticos, como SAS,
BMDP, STATA, etc, que estan también bien adaptados para aplicar las técnicas multi-
variantes descritas en este libro, pero sobre los que el autor tiene menos experiencia directa.

1.4 UN POCO DE HISTORIA

El primer método para medir la relacién estadistica entre dos variables es debido a Francis
Galton (1822-1911), que introduce el concepto de recta de regresién y la idea de correlacion
entre variables en su libro Natural Inheritance, publicado en 1889 cuando Galton tenia 67
anos. Estos descubrimientos surgen en sus investigaciones sobre la transmision de los rasgos
hereditarios, motivadas por su interés en contrastar empiricamente la teorfa de la evolucién
de las especies, propuesta por su primo Charles Darwin en 1859. EIl concepto de correlacién
es aplicado en las ciencias sociales por Francis Edgeworth (1845-1926), que estudia la normal
multivariante y la matriz de correlacién. Karl Pearson (1857-1936), un distinguido estadistico
britdnico creador del famoso contraste ji-cuadrado que lleva su nombre, obtuvo el estimador
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del coeficiente de correlacién en muestras, y se enfrenté al problema de determinar si dos
grupos de personas, de los que se conocen su medidas fisicas, pertenen a la misma raza.
Este problema intrigé a Harold Hotelling (1885-1973), un joven matemético y economista
americano, que, atraido por la Estadistica, entonces una joven disciplina emergente, viaja en
1929 a la estacion de investigacién agricola de Rothamsted en el Reino Unido para trabajar
con el ya célebre cientifico y figura destacada de la estadistica, R. A. Fisher (1890-1962).
Hotelling se interesé por el problema de comparar tratamientos agricolas en funcién de
varias variables, y descubrié las semejanzas entre este problema y el planteado por Pearson.
Debemos a Hotelling (1931) el contraste que lleva su nombre, que permite comparar si dos
muestras multivariantes vienen de la misma poblacién. A su regreso a la Universidad de
Columbia en Nueva York, Truman Kelley, profesor de pedadogia en Harvard, plante6 a
Hotelling el problema de encontrar los factores capaces de explicar los resultados obtenidos
por un grupo de personas en test de inteligencia. Hotelling (1933) invent6 los componentes
principales, que son indicadores capaces de resumir de forma 6ptima un conjunto amplio
de variables y que dan lugar posteriormente al anélisis factorial. El problema de obtener el
mejor indicador resumen de un conjunto de variables habia sido abordado y resuelto desde
otro punto de vista por Karl Pearson en 1921, en su trabajo para encontrar el plano de mejor
ajuste a un conjunto de observaciones astronémicas. Posteriormente, Hotelling generaliza
la idea de componentes principales introduciendo el andlisis de correlaciones candénicas, que
permiten resumir simultaneamente dos conjuntos de variables.

El problema de encontrar factores que expliquen los datos fué planteado por primera vez
por Charles Spearman (1863-1945), que observo que los ninos que obtenian buenas puntua-
ciones en un test de habilidad mental también las obtenfan en otros, lo que le llevé a postular
queeran debidas a un factor general de inteligencia, el factor g (Spearman, 1904). L. Thur-
stone (1887-1955) estudié el modelo con varios factores y escribié uno de los primeros textos
de analisis factorial (Thurstone, 1947). El andlisis factorial fué considerado hasta los afios 60
como una técnica psicométrica con poca base estadistica, hasta que los trabajos de Lawley y
Maxwell (1971) establecieron formalmente la estimacién y el contraste del modelo factorial
bajo la hipétesis de normalidad. Desde entonces, las aplicaciones del modelo factorial se
han extendido a todas las ciencias sociales. La generalizacién del modelo factorial cuando
tenemos dos conjuntos de variables y unas explican la evolucién de las otras es el modelo
LISREL, que ha sido ampliamente estudiado por Joreskov (1973), entre otros.

La primera solucién al problema de la clasificacién es debida a Fisher en 1933. Fisher
inventa un método general, basado en el anélisis de la varianza, para resolver un problema
de discriminacién de crédneos en antropologia. El problema era clasificar un craneo encon-
trado en una excavacion arqueoldgica como perteneciente a un hominido o no. La idea de
Fisher es encontrar una variable indicadora, combinacién lineal de las variables originales de
las medidas del craneo, que consiga méxima separacién entre las dos poblaciones en consid-
eracién. En 1937 Fisher visita la India invitado por P. C. Mahalanobis (19***), que habifa
inventado la medida de distancia que lleva su nombre, para investigar las diferentes razas
en la India. Fisher percibe enseguida la relacion entre la medida de Mahalanobis y sus
resultados en andlisis discriminante y ambos consiguen unificar estas ideas y relacionarlas
con los resultados de Hotelling sobre el contraste de medias de poblaciones multivariantes.
Unos anos después, un estudiante de Mahalanobis, C. R. Rao, va a extender el andlisis de
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Fisher para clasificar un elemento en mas de dos poblaciones.

Las ideas anteriores se obtienen para variables cuantitativas, pero se aplican poco de-
spués a variables cualitativas o atributos. Karl Pearson habia introducido el estadistico que
lleva su nombre para contrastar la independencia en una tabla de contingencia y Fisher, en
1940, aplica sus ideas de andlisis discriminante a estas tablas. Paralelamente, Guttman, en
psicometria, presenta un procedimiento para asignar valores numéricos (construir escalas) a
variables cualitativas que estd muy relacionado con el método de Fisher. Como éste ulti-
mo trabaja en Biometria, mientras Guttman lo hace en psicometria, la conexién entre sus
ideas ha tardado més de dos décadas en establecerse. En Ecologia, Hill (1973) introduce
un método para cuantificar variables cualitativas que esta muy relacionado con los enfoques
anteriores. En los anos 60 en Francia un grupos de estadisticos y lingiiistas estudian tablas
de asociacion entre textos literarios y J. P. Benzecri inventa el andlisis de corresponden-
cias con un enfoque geométrico que generaliza, y establece en un marco comin, muchos
de los resultados anteriores. Benzecri visita la Universidad de Princeton y los laboratorios
Bell donde Carroll y Shepard estdn desarrollando los métodos de escalado multidimensional
para analizar datos cualitativos, que habian sido iniciados en el campo de la psicometria
por Torgeson (1958). A su vuelta a Francia, Benzecri funda en 1965 el Departamento de
Estadistica de la Universidad de Paris y publica en 1972 sus métodos de andlisis de datos
cualitativos mediante andlisis de correspondencias.

La aparicién del ordenador transforma radicalmente los métodos de andlisis multivari-
ante que experimentan un gran crecimiento desde los anos 70. En el campo descriptivo los
ordenadores hacen posible la aplicacién de métodos de clasificacién de observaciones (anali-
sis de conglomerados o anélisis cluster) que se basan cada vez mas en un uso extensivo del
ordenador. MacQueen (1967) introduce el algoritmo de de k-medias. El primer ajuste de
una distribucién mezclada fue realizado por el método de los momentos por K. Pearson y el
primer algortimo de estimacién multivariante es debido a Wolfe (1970). Por otro lado, en el
campo de la inferencia, el ordenador permite la estimacién de modelos sofisticados de mezclas
de distribuciones para clasificacién, tanto desde el punto de vista cldsico, mediante nuevos
algoritmos de estimacion de variables ausentes, como el algoritmo EM, debido a Dempster,
Laird y Rubin (1977), como desde el punto de vista Bayesiano, con los métodos modernos
de simulacién de cadenas de Markov, o métodos MC?( Markov Chain Monte Carlo).

En los tltimos anos los métodos multivariantes estén sufriendo una transformacién en dos
direcciones: en primer lugar, las grandes masas de datos disponibles en algunas aplicaciones
estdn conduciendo al desarrollo de métodos de aproximacién local, que no requieren hipéte-
sis generales sobre el conjunto de observaciones. Este enfoque permite construir indicadores
no lineales, que resumen la informacién por tramos en lugar de intentar una aproximacién
general. En el andlisis de grupos, este enfoque local esta obteniendo también ventajas apre-
ciables. La segunda direccion prescinde de las hipétesis sobre las distribuciones de los datos
y cuantifica la incertidumbre mediente métodos de computacién intensiva. Es esperable que
las crecientes posibilidades de calculo proporcionadas por los ordenadores actuales amplie el
campo de aplicaciéon de estos métodos a problemas m&as complejos y generales.
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1.5 LECTURAS COMPLEMENTARIAS

Existe una excelente coleccion de textos de andlisis multivariante en lengua inglesa. Entre
ellos destacaremos Flury (1997), Johnson and Wichern (1998), Mardia, Kent y Bibby (1979),
Gnandesikan (1997) y Seber (1984). Estos libros combinan la presentacién de resultados
tedricos y ejemplos y cubren un material similar al aqui expuesto. Textos més aplicados son
Dillon y Goldstein (1984), Flury y Riedwyl (1988) y Hair et al (1995). En espafiol, Cuadras
(1991), es un excelente texto. Otras referencias de interés son Escudero (1977), Lebart et
al (1985) y Batista y Martinez (1989). Hand et al (2000) es una buena referencia para la
relacion entre minerfa de datos y estadistica.

El libro de Krzanowski y Marriot (1994, 1995) contiene numerosas referencias histéricas
del desarrollo de estos métodos. Otros textos mas especificos que comentan sobre los ori-
genes histéricos de una técnica y presentan abundantes regerencias son Jackson (1991) para
componentes principales, Gower and Hand (1996), para los escalogramas multidimension-
ales, Greenacre (1984) para el andlisis de correspondencias, Hand (1997) para los métodos de
clasificacién, Harman (1980) y Bartholomew (1995) para el andlisis factorial, Bollen (1989)
para el modelo LISREL, McLachlan y Basford (1988) para los métodos de clasificacién me-
diante mezclas y Schafer (1997) para el algoritmo EM y los nuevos métodos MC? de calculo
intensivo. Efron y Tibshirani (1993) presentan interesantes ejemplos de las posibilidades del
bootstrap para el andlisis multivariante.
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Capitulo 2

ALGEBRA MATRICIAL

2.1 INTRODUCCION

La informacién de partida en el andlisis multivariante es una tabla de datos correspondiente a
distintas variables medidas en los elementos de un conjunto. La manipulacién de estos datos
se simplifica mucho utilizando el concepto de matriz y su propiedades, que se presentan en
este capitulo. La descripcion de datos parte de las posiciones de las observaciones como
puntos en el espacio y las ideas que aqui se presentan pueden ayudar al lector a desarrollar
la intuicién geométrica, de gran ayuda para visualizar y comprender la estructura de los
procedimientos del andlisis multivariante. Por esta razén, recomendamos al lector dedicar
el tiempo necesario para comprender los conceptos bdsicos presentados en este capitulo.
Su estudio puede abordarse con dos objetivos distintos. Para los lectores interesados en
las aplicaciones y sin formacién previa en dlgebra lineal, recomendamos concentrarse en las
secciones 2.1, 2.2 y 2.3 y la introduccién a la seccién 2.4. Para los lectores que hayan seguido
ya un curso de dlgebra, este capitulo puede servir de repaso de los conceptos bdsicos y de
profundizacién en el uso de valores y vectores propios y proyecciones ortogonales, que forman
la base de muchas de las técnicas estudiadas en este libro.

El concepto principal de este capitulo es el concepto de vector. Un conjunto de n datos
numéricos de una variable puede representarse geométricamente asociando cada valor de la
variable a una dimensién del espacio n dimensional, obteniendo un punto en ese espacio,
y también el vector que une el origen con dicho punto. Esta analogia entre variables y
vectores es 1til, porque los métodos de descripcion estadistica de una variable tienen una
correspondencia clara con las operaciones bédsicas que realizamos con vectores.

Cuando en lugar de medir una variable en n elementos observamos en cada elemento los
valores de p variables, los datos pueden disponerse en una tabla rectangular con p columnas
y n filas, de manera que cada columna tenga los valores de una variable y cada fila los
valores de las p variables en cada elemento. Si consideramos cada columna como un vector
n dimensional, este conjunto de p vectores se denomina matriz. Asi como la descripcién
univariante se asocia a operar con el vector de datos, la descripcién de datos multivariantes
se asocia geométricamente a operar con la matriz de datos. En particular, el estudio de la
variabilidad y la dependencia lineal entre las p variables conduce al concepto de matrices
cuadradas, que son aquellas que contienen el mismo nimero de filas que de columnas. Las
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matrices cuadradas son ttiles para representar, por ejemplo, las varianzas y covarianzas
o correlaciones entre las p variables, y sobre ellas se definen ciertas funciones escalares,
como el determinante y la traza, que veremos tienen una clara interpretacién estadistica:
el determinante es una medida de la dependencia lineal y la traza de la variabilidad, del
conjunto de las variables. Ademads, las matrices cuadradas tienen ciertas propiedades bésicas,
asociadas al tamano y la direccién de los vectores que la forman. El tamano de una matriz
estd relacionada con sus valores propios, y las direcciones con los vectores propios.

La estimaciéon de pardmetros mediante una muestra en modelos lineales puede verse
geométricamente como la proyeccién ortogonal del vector (o vectores) que representa la
muestra sobre un subespacio. Por esta razén se presentan con detalle algunos resultados
de proyecciones ortogonales que no suelen incluirse en textos introductorios de algebra lin-
eal. Finalmente, este capitulo incluye algunos resultados bdsicos de cédlculo diferencial con
vectores y matrices.

Para favorecer el aprendizaje del material de este capitulo al estudiante que se enfrenta
a ¢l por primera vez hemos incluido ejercicios después de cada seccién, y recomendamos
al lector que intente resolverlos. Las secciones marcadas con un asteristico son algo maés
avanzadas y pueden saltarse en una primera lectura sin pérdida de continuidad. El lector
puede encontrar una explicacién més detallada de los conceptos aqui expuestos en cualquier
texto de dlgebra matricial. Un libro claro en espanol es Arvesu, Alvarez y Marcelldn (1999),
y en inglés Hadi (1996) presenta una introduccién muy sencilla y facil de seguir con pocos
conocimientos bdsicos. Searle (1982) y Basilevsky (1983) estdn especialmente orientados a
las aplicaciones estadisticas. Noble y Daniel (1977) es una buena introduccién de carédcter
general.

2.2 VECTORES

Geométricamente un dato numérico puede representarse como un punto en un espacio de
dimensién uno. Si elegimos una recta con origen y direccién (positiva o negativa) definidos,
podemos asociar a cada punto de la recta la magnitud del segmento que une el origen con
el punto. Un conjunto de n datos numéricos puede representarse como n puntos sobre una
recta pero también, y esta representaciéon es muy 1til, como un punto en el espacio de n
dimensiones. En dicho espacio podemos también asociar al conjunto de datos el vector que
une el origen de coordenadas con dicho punto. La longitud de un vector se denomina norma.

Existe una correspondencia entre las propiedades del conjunto de datos y las propiedades
del vector asociado. La media de los datos es proporcional a la proyeccién del vector de datos
sobre la direccién del vector constante (que se define como el que tiene todas las coordenadas
iguales). La desviacién tipica es la distancia promedio entre el vector de datos y el vector
constante. La dependencia lineal entre dos variables se mide por la covarianza. El concepto
andlogo vectorial es el de producto escalar, que es la herramienta principal para estudiar la
posicién en el espacio de dos vectores. Con variables estandarizadas la covarianza se reduce
al coeficiente de correlacién, que es equivalente al producto escalar de dos vectores de norma
unitaria.

Cuando consideramos varios vectores, por ejemplo p variables medidas sobre n elementos
de una poblacion, el concepto principal es la nocién de dependencia lineal. La dependencia
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lineal establece cuantas variables realmente distintas tenemos. Por ejemplo, si en un conjunto
de variables una de ellas representa salarios en euros y otra los mismos salarios pero medidos
en miles de euros, aunque ambas variables no sean idénticas (la primera es siempre mil
veces mas grande que la segunda), es claro que ambas miden la misma caracteristica y
contienen la misma informacién: las dos variables son linealmente dependientes, ya que
conocida una podemos determinar el valor de la otra. Generalizando esta idea, diremos que
p variables son linealmente dependientes si podemos obtener los valores de una cualquiera
de ellas mediante una combinacién lineal del resto. Por ejemplo, las tres variables, nimero
de hombres, nimero de mujeres y nimero de personas (que es la suma de las anteriores),
son linealmente dependientes, ya que podemos calcular el valor de cualquiera conocidos los
valores de las otras dos.

2.2.1 Definiciones basicas

Un conjunto de n nimeros reales x puede representarse como un punto en el espacio de n
dimensiones, ™. Definiremos el vector x como el segmento orientado que une el origen de
coordenadas con el punto x. La direccién es importante, porque no es lo mismo el vector x
que el —x. Con esta correspondencia, a cada punto del espacio en R" le asociamos un vector.
Por ejemplo, en la figura 2.1 se representa dos vectores en el plano (R?): el vector x = (‘;’), y
el vectory = (Bl). En adelante, representaremos un vector mediante x, para diferenciarlo del
escalar z, y llamaremos R™ al espacio de todos los vectores de n coordenadas o componentes.
En particular, un conjunto de nimeros con todos los valores iguales se representard por un
vector constante, que es aquel con todas sus coordenadas iguales. Un vector constante
es de la forma cl, donde c es cualquier constante y 1 el vector con todas sus coordenadas
iguales a la unidad.

En Estadistica podemos asociar a los valores de una variable en n elementos un vector
en ", cuyo componente iésimo es el valor de la variable en el elemento i. Por ejemplo, si
medimos las edades de tres personas en una clase y obtenemos los valores 20, 19 y 21 anos,
esta muestra se representa por el vector tridimensional

La suma (o diferencia) de dos vectores x,y, ambos en R", se define como un nuevo
vector con componentes iguales a la suma (diferencia ) de los componentes de los sumandos:

1 Y1 1+
X+y= : + | = :
T Yn Tn + Yn

Es inmediato comprobar que la suma de vectores es asociativa (x + (y +2z) = (x +y) + 2)
y conmutativa (X +y =y + x).

La suma de dos vectores corresponde a la idea intuitiva de trasladar un vector al extremo
del otro y construir la lfnea que va desde el origen del primero al extremo del segundo. Por

ejemplo, la suma de los vectores x =(3) e y =(7'),en la figura 2.1, es el vector z =(3).
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Figura 2.1. Suma de dos vectores

La operacién suma (resta) de dos vectores da lugar a otro vector y estadisticamente
corresponde a generar una nueva variable como suma (resta) de otras dos anteriores. Por
ejemplo, si x representa el nimero de trabajadores varones en un conjunto de empresas e y
el nimero de trabajadoras, la variable x 4+ y representa el nimero total de trabajadores y la
variable x — y la diferencia entre hombres y mujeres en cada empresa.

El producto de una constante por un vector, es un nuevo vector cuyos componentes
son los del vector inicial multiplicados por la constante.

kl‘l
z=kx =

kzx,,

Multiplicar por una constante equivale a un cambio en las unidades de medicién. Por
ejemplo, si en lugar de medir el nimero de trabajadores en unidades (variable x) lo hacemos
en centenas (variable z) entonces la variable z es igual a x/100.

Llamaremos vector transpuesto x’, de otro x, a un vector con los mismos componentes,
pero escritos ahora en fila:

X' = (21, .0, Tn).

Al transponer un vector columna se obtiene un vector fila. Generalmente los vectores fila
se utilizan para describir los valores de p variables distintas en un mismo elemento de una
poblacién.

El producto escalar o interno de dos vectores x,y, ambos en R", que escribiremos
x'y 0 y'x, es el escalar obtenido al sumar los productos de sus componentes.

Xy=yx= Z T3y
i=1

Se llamard norma o longitud de un vector x, a la rafz cuadrada del producto escalar
x'x. Se escribe ||x||:

x| = Vx'x = /23 + ...+ z2.
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La norma es la longitud del segmento que une el origen con el punto x. Por ejemplo, la
norma del vector x en la figura 2.1 es

x|l = V3 +2 = VI3

que corresponde a la longitud de la hipotenusa en el tridngulo rectdngulo formado por el
vector y sus proyecciones sobre los ejes.

El producto escalar de dos vectores puede calcularse también como el producto de las
normas de los vectores por el coseno del dngulo que forman. Para ilustrar este concepto
consideremos la figura 2.1 donde se representan los vectores x = (g) vy :(Z) Observemos
que el producto escalar es X'y =a®? y que este mismo resultado se obtiene multiplicando la
norma de ambos vectores, ||x|| =a y ||y| = va® + ¢? por el coseno del dangulo 6 que forma,
dado por a/v/a? + ¢2. Observemos que el producto escalar puede también expresarse como el
producto de la norma de un vector por la proyeccién del otro sobre él. Si uno de los vectores
tiene norma uno, el producto escalar es directamente la proyeccién sobre él del otro vector.

Generalizando esta idea, se define el &ngulo entre dos vectores x, y por la relacién:

X'y

cosf) = ————.
[ [

Si dos variables tiene media cero, el coseno del angulo que forman dos vectores es su coefi-
ciente de correlaciéon. Como cosf < 1, se demuestra en general que:

Xyl < [l lIyll-

que se conoce como la desigualdad de Schwarz.

Dos vectores son ortogonales, o perpendiculares, si y sélo si su producto escalar es cero.
Por la definicién de dngulo

X'y = [l [ly[| cos 6,

siendo 6 el dngulo que forman los vectores. Si # = 90° el coseno es cero y también lo serd el
producto escalar.
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Figura 2.1: Coseno del éngulo entre dos vectores

El producto escalar tiene una clara interpretacién estadistica. Para describir una variable
tomamos su media. Para describir un vector podemos tomar su proyeccién sobre el vector
constante. El vector constante de modulo unitario en dimensién n es ﬁl, y la proyeccién

de x sobre este vector %1’){ =>"x;/\/n = Ty/n. El vector constante resultante de esta

proyeccioén es %l(f\/ﬁ) =71. Por tanto, la media es el escalar que define el vector obtenido
al proyectar el vector de datos sobre la direcciéon constante. También puede interpretarse
como la norma estandarizada del vector obtenido al proyectar los datos en la direccién del
vector constante, donde para estandarizar la norma de un vector dividiremos siempre por
v/n, siendo n la dimensién del espacio.

La variabilidad de los datos se mide por la desviacion tipica, que es la distancia entre el
vector de datos y el vector constante. La proyeccién del vector de datos sobre la direccion
del vector constante produce el vector 71, y la norma del vector diferencia, x—x1, mide la
distancia entre el vector de datos y el vector constante. Tomando la norma estandarizada,
dividiendo por la raiz de la dimensién del espacio

= Iz = =

La medida de dependencia lineal entre dos variables, x,y, es la covarianza. La covarianza
es el producto escalar estandarizado de los dos vectores medidos en desviaciones a la media,
o tomando sus diferencias respecto al vector constante. Si promediamos el producto escalar
de estos vectores

2.(xi —T)(4 — )

n

~(x-71) (y-71) =

se obtiene directamente la covarianza. Para variables con media cero, el producto escalar
promedio de los dos vectores que representan sus valores normalizado es directamente la



2.2. VECTORES 29

covarianza. Para variables estandarizadas, de media cero y desviacién tipica unidad, la
covarianza es el coeficiente de correlacién. Para vectores de norma unitaria, el producto
escalar es el coseno del angulo que forman, que es la interpretaciéon geométrica del coeficiente
de correlacién. La implicacién estadistica de ortogonalidad es incorrelacién. Si dos variables
son ortogonales, es decir los vectores que las caracterizan forman un dngulo de 90 grados,
llamando r al coeficiente de correlacién como r = cosf = 0, las variables estdn incorreladas.

2.2.2 Dependencia Lineal

Un conjunto de vectores X1, ..., X, es linealmente dependiente si existen escalares c, ..., ¢,
no todos nulos, tales que:

X1+ ... +ex,=0

donde 0 representa el vector nulo que tiene todos los componentes iguales a cero. En par-
ticular el vector de ceros, 0, es siempre linealmente dependiente de cualquier otro vector x
no nulo. En efecto, aplicando la definicién siempre podemos escribir para cualquier escalar
¢ no nulo

0x+c0 =0

Intuitivamente, si los vectores son linealmente dependientes podemos expresar alguno de
ellos como combinacion lineal de los demds. Por ejemplo, supuesto ¢; # 0 y llamando
a; = ¢;/cq, tenemos

X1 = QoXg + ... + apX,p.

Si un conjunto de vectores no es linealmente dependiente diremos que los vectores son lin-
ealmente independientes. En el espacio R el nimero méximo de vectores linealmente
independientes es p. En efecto, si tenemos un conjunto de p + h vectores donde existen, al
menos, p linealmente independientes (x;,7 = 1, ..., p) podemos expresar cualquier otro vector
del conjunto, x,,1, como

p
Xp+1 = g a;X;,
=1

y resolviendo este sistema de p ecuaciones y p incégnitas obtendremos los coeficientes a;.
Por tanto, el méximo niimero de vectores linealmente independientes es p.

En Estadistica un conjunto de vectores linealmente independientes corresponde a un
conjunto de variables que no estdn relacionadas linealmente de forma exacta. Por ejemplo,
si dos variables miden la misma magnitud pero en unidades distintas serdn linealmente
dependientes. También seran linealmente dependientes si el conjunto de variables incluye
una que se ha generado como una combinacién lineal de las otras (por ejemplo, tenemos p
variables que representan los precios en euros de p productos en n paises de Europa (n > p) y
se incluye también como variable p+ 1 el precio ponderado de estos productos en los mismos
paises).
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Dado un conjunto de p vectores linealmente independientes (x, ...,x,), en R" (p < n),
llamaremos espacio generado por este conjunto de vectores al espacio que contiene todos
los vectores z, en R", que pueden expresarse como combinacién lineal de éstos. El conjunto
(X1, ...,Xp) se llama base generadora del espacio, o simplemente base del espacio. Si z
pertenece a este espacio:

Z = C1X1 + ... + Xy

Es facil comprobar que z estard en un espacio de dimensién p: en efecto, podemos tomar
las primeras p coordenadas de z y obtener los coeficientes cy, ..., ¢, del sistema de p ecuaciones
y p incognitas resultante. Las n — p coordenadas siguientes de z quedan determinadas, al
estarlo los ¢;, por lo que, obviamente, z sélo tiene p componentes independientes, estando,
por lo tanto, en un espacio de dimensién p. El espacio generado por un conjunto de variables
incluye a todas las variables que pueden generarse como indices o combinaciones lineales de
las originales.

La dimensién de un espacio £, se define como el nimero de vectores linealmente inde-
pendientes que lo generan.

Diremos que un vector x es ortogonal a un subespacio £, si x es ortogonal a todo
vector de F,, es decir, si y pertenece al subespacio Ej,, que escribiremos y €, entonces:

y'x =0.

Llamaremos complemento ortogonal de un subespacio E,, de dimensién p, y lo deno-
taremos por C(E,), al espacio que contiene todos los vectores ortogonales a E,. Entonces,
six €E,, y €C(E,) se verifica x'y = 0. La dimensién de C'(E,) serd n — p. En particular el
complemento ortogonal del espacio generado por un vector que contiene todos los vectores
ortogonales a él se denomina espacio nulo del vector.

Ejercicios 2.2

2.2.1 Dados los tres vectores

a= (). b=().e=(;)

a) Representarlos en el plano R2.

b) Calcular los vectores suma y diferencia de a y b, atb.

c) Calcular la norma de los tres vectores.

d) Calcular los productos escalares,ab , bc, ac.; Qué podemos deducir de estos produc-
tos?

e) Calcular la proyeccién del vector a sobre el b.

f) Justificar si los tres vectores son linealmente independientes. Si no lo son, expresar
uno cualquiera como combinacion lineal de los otros dos.

2.2.2 En i3 se denomina base canénica a la formada por los vectores a = (1,0,0)",b = (0,1,0)’,
y ¢ = (0,0,1). Se pide

a) Expresar el vector d = (1, 1,2)’, como suma de los vectores de la base canénica.

b) Calcular la proyeccién del vector d sobre cada uno de los vectores de la base candnica.

c¢) Calcular el coseno del angulo entre el vector d y los vectores de la base canédnica.

d) Indicar la dimensién del espacio generado por el vector d y obtener una base del
complemento ortogonal a ese espacio.
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2.2.3 Dados los vectores en R%,a = (1,0,2)', b= (1,1,2)", ¢ = (2,1,6)".

a) Calcular los vectores —b, a+c,yb+c¢

b) Calcular la norma de los vectores, 4a y -2c.

c¢) Calcular el producto escalar, ab y bc.

d) Calcular la proyeccién del vector a sobre el b.

2.2.4 Calcular la dimensién del espacio generado por los tres vectores del ejercicio anterior

a) jPertenece el vector d = (—2,0, —8)/ al espacio generado por estos tres vectores? Si
es asf expresarlo como suma de una base del espacio.

b) Indicar la dimensién del espacio complemento ortogonal al generado por estos tres
vectores.

c¢) Encontrar una base del complemento ortogonal.

d) Calcular el coseno de éngulo entre los vectores d y a.

2.2.5 Dados los tres vectores a = (1,0,0,0,1)',b = (1,1,0,0,0)", y ¢ = (0,0,0,1,1), en
RO,

a) Indicar la dimensién del espacio generado por estos vectores y obtener un nuevo vector
miembro de ese espacio.

b) Calcular la dimensién del espacio complemento ortogonal al generado por esos vectores.

c¢) Calcular una base del espacio complemento ortogonal.

d) Demostrar que los vectores a+ b,a + ¢, y b 4+ ¢ también son linealmente independi-
entes.

2.2.6 Considerar las 9 variables que definen los productos alimenticios en los datos
EUROALI del apéndice de datos como 9 vectores en un espacio de dimensién 25. Se pide:

a) Calcular el vector proyeccién de cada vector sobre el vector de constantes.

b) Calcular la distancia entre cada vector y el vector de constantes.

c¢) Calcular el producto escalar de los vectores correspondientes a las variables CR y CB.

d)Calcular el coseno del angulo que forman los vectores CR y CB.

2.2.7 Considerar cada pais de los datos EUROALI del apéndice de datos como un vectores
en un espacio de dimensién 9. Se pide:

a) Indicar si estos vectores son linealmente independientes

b) Justificar que el nimero méximo de vectores linealmente independientes es ocho.

c) Calcular e interpretar el producto escalar entre Austria y Bélgica.

d) Determinar el dngulo que forman Austria y Bélgica.

e) Calcular la distancia de cada pais al vector de constantes. Interpretar el resultado.

2.3 MATRICES

Para trabajar conjuntamente con p variables o vectores definimos el concepto de matriz.
Una matriz es un conjunto de nimeros dispuestos en filas y columnas y puede verse como un
conjunto de vectores columna o un conjunto de vectores fila. Diremos que una matriz tiene
dimensiones n X p si tiene n filas y p columnas. Si en una matriz intercambiamos las filas por
las columnas, se obtiene una nueva matriz que se denomina la traspuesta de la primera. En
particular, un vector columna de orden n es una matriz de dimensiones n x 1(su traspuesta
es un vector fila), y un escalar es una matriz de dimensiones 1 x 1 (e igual a su traspuesta).



32 CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL

La generalizacién del concepto de producto escalar entre dos vectores es el producto
matricial, que se define como una nueva matriz que contiene todos los productos escalares
entre los vectores fila de la primera matriz y los vectores columna de la segunda. Para que
este producto sea posible la primera matriz tiene que tener tantas columnas como filas la
segunda. Por la propia definicién de deduce que este producto no es conmutativo. Dire-
mos que premultiplicamos la matriz A por la B cuando realizamos el producto BA y que
postmultiplicamos la A por la B si realizamos el producto AB. Un producto matricial que
puede siempre aplicarse entre dos matrices cualesquiera es el producto de Kronecker.

Una propiedad bésica de una matriz es el rango, que indica el nimero méximo de vectores
fila o columna linealmente independientes que la forman. En una matriz de n filas y p
columnas (n > p), sus p columnas pueden ser vectores linealmente independientes en R™,
pero sus n filas no, ya los vectores fila pertenecen a 3P donde sélo pueden existir p < n
vectores fila linealmente independientes. El rango méximo de la matriz es p y cuando esto
ocurre decimos que la matriz tienen rango completo. El rango de una matriz es igual al de
su traspuesta.

Las matrices cuadradas son aquellas que tienen el mismo niimero de filas que de columnas.
Las matrices cuadradas tienen ciertas propiedades similares a los escalares. Podemos definir
la matriz inversa, y existen distintas formas de obtener una medida escalar de una matriz
cuadrada. La primera es la traza, la segunda el determinante y la tercera construir una
forma cuadratica a partir de la matriz. Veremos en el capitulo siguiente que todas estas
propiedades tienen una interpretacién estadistica en el andlisis de datos multivariantes.

2.3.1 Definiciones basicas

Llamaremos matriz, A, de dimensiones (n X p) a un conjunto de n X p numeros reales,
ordenados en n filas y p columnas. Por ejemplo, si medimos p variables en n individuos de
una poblacién podemos representar cada variable por un vector columna de dimensién n y
el conjunto de datos muestrales serd una matriz n X p. En particular, cada vector columna
es pues una matriz (n X 1). Una matriz (n X p), puede verse como un conjunto de p vectores
columna en ", o como un conjunto de n vectores fila en fP. Llamaremos matriz traspuesta
A’ a la matriz obtenida a partir de A intercambiando filas por columnas. Si A esn x p, A’
serd p X n. Se verifica:

(A") = A.

La suma de dos matrices se define s6lo cuando ambas tienen las mismas dimensiones.
Cada elemento de la matriz suma se obtiene sumando los elementos correspondientes de los
sumandos

11 ... Qip bll Ce blp Ci1 ... Cip
A+B=C=| .. o+ | =

pi .. Gy b1 ... bpp Cnl --- Cnp

con ¢;; = a;; + by;. Se verifica:

(a) A+B=B+A
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(b) (A +B) = A'+B.

Sumar dos matrices equivale en términos estadisticos a sumar los valores de las variables
correspondientes a las columnas de las matrices. Por ejemplo, si la matriz A representa el
nimero de incidencias leves de p clases distintas en una empresa en n semanas y la B el
nimero de incidencias graves en las mismas semanas, la suma representa el nimero total de
incidencias.

2.3.2 Productos entre matrices

Vamos a estudiar dos tipos de productos entre matrices. El primero y mdas importante es
el producto matricial, lo representaremos por AB y sélo es posible cuando el nimero
de columnas de A es igual al nimero de filas de B. Entonces, si A(n x p) y B(p X h), el
producto es una matriz C(n X h) con términos:

P
Cij = E aimbmj
m=1

Es decir, el término ¢;; representa el producto escalar del vector a;, definido por la i-ésima
fila de A, por el vector b;, de la j-ésima columna de B. Si escribimos:

A= : B = [b;...by

!/

a,

donde todos los vectores tienen dimensiones p, el producto matricial de estas dos matrices
es:

aib; ... ajb,
AB=C= : :
! !
a,b; ... a,b (nxh)
Observemos que el producto de dos matrices no es en general conmutativo, ya que si AB
existe (el nimero de columnas de A es igual al nimero de filas de B), el producto BA puede
no existir. Ademds, cuando existe, el producto AB es, en general, distinto de BA.
En particular, el producto de una matriz (n x p) por un vector (p x 1), Ax, serd un
nuevo vector de dimensién (n x 1) cuyos componentes se obtienen por el producto escalar
de las filas de A por el vector x. Si

y = Ax,

la matriz A transforma un vector x en R? en otro vector y en R”. Como veremos més
adelante, los movimientos y deformaciones de vectores en el espacio son el resultado de
multiplicar el vector por una matriz.

Definimos la matriz identidad de dimensién n, I,, , como la matriz de dimensiones n xn
que tiene unos en las posiciones i y ceros fuera de ella. En general la dimensién estd clara
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por el contexto y utilizaremos la letra I para representar la matriz identidad de cualquier
dimensién:

El producto matricial tiene, entre otras, las propiedades siguientes, donde suponemos que
las matrices tienen las dimensiones adecuadas para que los productos estdn definidos:

(a) AB+C)=AB+ AC
(b) (AB)=B'A
(c) AI=TA =A

(*)Producto de Kronecker

El producto de Kronecker nos resuelve el problema de construir matrices grandes cuyos
elementos son matrices dadas mds pequenas y se define para matrices cualesquiera. Dadas
dos matrices Ay, y Bpxg, su producto de Kronecker, que representaremos con el simbolo ®,
se efectia multiplicando cada elemento de la primera por todos los elementos de la segunda,
de manera que la matriz resultante tiene un nimero de filas igual al producto de las filas,
kp, y un nimero de columnas igual al producto de las columnas, nq. Este producto existe
siempre sean cual sean las dimensiones de las matrices, y se representa por :

(IuB (112B Ce (IlnB
A 2 B— CLQ?B CLQ?B Ce (IQT.LB
ale akQB Ce a;mB

donde la matriz producto es de orden kp X ng. Por ejemplo,
1 10 3
[2}@9[1 0 3}_{2 0 6}

Las propiedades siguientes son resultado directo de la definicién:

(a) sicesun escalar c® A = A®Rc = cA.

(b) si x ey son vectores:

XxQy=y ®x
(c) (A®B)=A"®B
(d) (A®B)(C® D)= AC ® BD, supuesto que los productos AC y BD existen.



2.3. MATRICES 35

En estadistica el producto de Kronecker se utiliza para construir matrices cuyos elementos
son a su vez matrices, con frecuencia repetidas. Por ejemplo, si queremos construir una matriz
que tenga como elementos diagonales la matriz A, definimos el producto

A 0 O
I;A=1 0 A 0
0O 0 A

donde si I3 es la matriz identidad y 0 es una matriz de ceros, ambas de dimensiénes 3 x 3.

2.3.3 Rango de una matriz

Una propiedad bésica de una matriz es el rango, que indica el niimero méximo de vectores
fila o columna linealmente independientes que contiene la matriz. En una matriz de nx
p , suponiendo n > p, el mdximo nimero de vectores linealmente independientes es p. En
efecto, si consideramos los vectores formados por las p columnas, tenemos p vectores en R",
que pueden ser linealmente independientes. Sin embargo, si consideramos los n vectores fila,
estos son vectores de :?, y el maximo nimero de vectores independientes en este espacio es
p. Por tanto, el rango méximo de la matriz es p, y cuando esto ocurre decimos que la matriz
es de rango completo. Por la definicién es inmediato que el rango de una matriz y de su
transpuesta es el mismo.
En general, si llamamos rg(A) al rango de la matriz A se verifica:

1. 7g(A,xp) < min(n,p). El rango es igual o menor que el menor de n y p.

2. Sirg(Anxpy) =n <porg(A,x,) =p <n,sedice que A es de rango completo.
3. rg(A+B) <rg(A)+rg(B).

4. rg(AB) < minimo(rg(A), rg(B))

5. rg(A’A) =rg(AA") =rg(A).

Las dos primeras propiedades resultan de la definicién. Es facil comprobar que el rango
de la suma no puede ser mayor que la suma de rangos. Por ejemplo en la suma

1 20 n -1 00| [020

010 0O 00| |0 10/’
la primera matriz tiene rango dos, (los dos vectores columna no nulos son linealmente inde-
pendientes), la segunda rango uno (solo un vector es linealmente independiente) y la suma
tiene rango uno.

Si multiplicamos dos matrices, el rango de la matriz resultante no puede exceder a la de
menor rango. Por ejemplo, en el producto
Lol { 0 0 }
0 3 2

{1—11}
2 1 0 o
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cada una de las matrices que se multiplican tiene rango dos, pero el producto tiene solo
rango uno. Finalmente, si multiplicamos una matriz por su transpuesta el producto tiene
el mismo rango que la matriz original. En Estadistica el rango de una matriz de datos nos
indica la dimension real necesaria para representar el conjunto de datos, o el nimero real de
variables distintas de que disponemos. Analizar el rango de una matriz de datos es la clave
para reducir el nimero de variables sin pérdida de informacion.

2.3.4 Matrices Cuadradas

Una matriz es cuadrada si n = p. Dentro de las matrices cuadradas se llaman simétricas
a las que tienen cada fila igual a la correspondiente columna, es decir a;; = a;j;. Una matriz
simétrica es, por tanto, idéntica a su traspuesta, y diremos que A es simétrica si

A'=A.

Una clase de matrices cuadradas y simétricas muy importante son las matrices diago-
nales, que tienen inicamente términos no nulos en la diagonal principal. Un caso particular
importante de matriz diagonal es la matriz identidad o unidad, I, ya estudiada.

En particular, los productos AA’ y A’A conducen a matrices simétricas. Las matrices
cuadradas aparecen de manera natural cuando consideramos estos productos en matrices de
datos. Si A es (n X p) y representa los valores de p variables de media cero en n individuos
de una poblacién, la matriz cuadrada de orden p, A’A/n, va a contener, como veremos en
el capitulo siguiente, las varianzas y covarianzas entre las variables. Otra matriz cuadrada
y simétrica de amplio uso en estadistica es la matriz de correlacién, que contiene unos en la
diagonal y fuera de ella los coeficientes de correlacién entre las variables.

Sobre las matrices cuadradas podemos definir dos medidas escalares que resumen su
tamano global : el determinante y la traza. Ambas son medidas relativas, ya que se modifican
si multiplicamos los elementos de la matriz por constantes, como veremos a continuacién.

Determinante de una matriz

Dada una matriz A cuadrada y diagonal con términos a;; se denomina determinante de la
matriz, y lo representaremos por |A|, al escalar resultante de multiplicar todos los términos
diagonales de la matriz. Supongamos inicialmente una matriz de orden dos como

S

si consideramos las columnas de esta matriz como vectores, cada vector estd situado en uno
de los ejes coordenados. La figura 2.2 ilustra esta situacion. El determinante de esta matriz
es 2x4=8, igual al drea del rectangulo determinado por ambos vectores.
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[\S]

Figura 2.2: El determinante como drea encerrada por los vectores columna de la matriz

Generalizando esta idea, dada una matriz A cuadrada de orden n con términos a;;, se
denomina determinante de la matriz, y lo representaremos por |A|, al escalar obtenido
mediante la suma de todos los productos de n elementos de la matriz, a1, as,, ..., Gni, , que
podemos formar de manera que en cada producto aparezca una vez un elemento de cada
fila y uno de cada columna. Cada término tiene ademds un signo, que depende del nimero
de cambios entre dos subindices consecutivos, que es necesario para poner los subindices
i1,...,%, de ese término en el orden natural 1,2,... ,n. Escribiremos :

|A| = Z (_1)7’ A13, Q2495 «--y Anj,

donde el sumatorio estd extendido a las n! permutaciones de los segundos indices. Los indices
i1,...1, son una permutacién de los nimeros 1,2,... ,n y r es el nimero de cambios entre
dos subindices necesario para ponerlos en el orden 1,2, ..., n.

Por ejemplo, en la matriz 2 X 2 el niimero de permutaciones de los mimeros 1 y 2 es dos
((1,2) y (2,1)). La primera permutacién esta en el orden natural luego el nimero de cambios
esr = 0y el término ayia99 serd positivo. La segunda requiere permutar el uno y el dos, con
lo que 7 =1 y el término aja9; serd negativo. El determinante sera:

|A| = Q11022 — Q12G21.

y, como demostraremos mas adelante, puede interpretarse de nuevo como el drea del paralel-
ogramo determinado por los vectores columna. La situacién se ilustra en la figura ?77. Esta
interpretacién sugiere que si una columna es proporcional a la otra, los dos vectores estaran
en la misma direccién y el drea encerrada por ambos, que es el determinante de la matriz,
serd cero. La comprobacién de esta propiedad es inmediata: si la primera columna es (a, b)/
y la segunda(Aa, \b)/ el determinante serd aAb — bAa = 0.
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En una matriz 3 x 3 el determinante tiene 3! = 6 términos que se obtiene de las 6 posibles
permutaciones:

W WN N ==
N = W= W
N W N W

la primera permutacién va en el orden natural, luego r = 0. Las dos siguientes podemos
ponerlos en orden natural con un solo cambio entre indices consecutivos, luego r» = 1. Las
dos siguientes requieren dos cambios (por ejemplo, en la cuarta primero pasamos a 2,1,3 y
luego a 1,2,3). Finalmente, en la ultima son necesarios 3 cambios, con lo que tendra signo
menos. En consecuencia:

|A| = a11022a33 — a11G23G32 — Q12021033 + Q12023031 +

+a13a21a32 — A13022031,

y puede demostrarse que ahora el determinante es el volumen del paralepipedo generado por
las columnas de la matriz.

Para matrices mayores de 3, la interpretacion del determinante como hipervolumen es
la misma, pero su célculo es tedioso. Para obtenerlo utilizaremos el concepto de menor.
Llamaremos menor del elemento a;; de una matriz cuadrada de orden n, m;;, al determinante
de la matriz de orden n — 1 que resulta al eliminar de la matriz original A la fila i y la
columna j. Se denomina adjunto del elemento a;; al escalar (—1)" m;;. Se demuestra que
el determinante de una matriz puede calcularse multiplicando cada elemento de una fila por
sus adjuntos. Entonces:

Al = ai; (1) my
j=1

para cualquier fila ¢. Por ejemplo, en una matriz 3 x 3, desarrollando por los elementos de
la primera fila

|A| = an (a22a33 - a23a32) — Q12 (a21a33 - a23a31) + a3 (a21a32 - a22a31) )

que coincide con el resultado anterior. Aplicando sucesivamente esta idea es posible calcular
el determinante de matrices grandes.

El determinante se calcula muy facilmente cuando una matriz es diagonal, ya que en-
tonces, como hemos visto, el determinante es el producto de los términos diagonales de la
matriz. El mismo resultado se obtiene si la matriz es triangular, que es aquella que tiene
todos los elementos por encima o por debajo de la diagonal principal nulos. Por ejemplo,
una matriz diagonal de orden tres es

—_ N =
= W O
N OO
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Para calcular el determinante desarrollamos por la primera fila, con lo que obtenemos el
producto del primer término diagonal, 1, por su adjunto, que es otra matriz triangular
ahora de orden dos. Desarrollando de nuevo este matriz por su primera fila tenemos el
producto del segundo término diagonal, 3, por un escalar, 2. Aplicando esta misma idea
a matrices de cualquier tamano comprobamos que el determinante es el producto de los
términos diagonales.

Los determinantes tienen las propiedades siguientes:

(a) [AA]=A"[A]
(b) |A'] =A]

)
)

(c) Si A y B son matrices cuadradas, |AB| = |A| |B| .

(d) Si permutamos dos filas o dos columnas entre si, el determinante cambia sélo su signo.
)

(e) Si una fila (0 columna) de una matriz es una combinacién lineal de las restantes filas
(o columnas), lo que supone que su rango es menor que n, la matriz es singular y el
determinante de la matriz es cero.

0

vl

visen

v2

El determinante como area del paralelogramo formado por los dos vectores

La figura 77 ilustra la interpretacién del determinante como area del paralelogramo
definido por los dos vectores. Este area es el producto de la base, ||vg|l, por la altura,
||v1]|send. Consideremos el determinante de la matriz

/ / /
Al = |CC) = ' [ vi } vival| = H Vivi Vv H
A% VoV Voo

2

entonces:

[A] = |CF* = [|uz]l* [Jor|I* (sen6)?
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y el determinante de la matriz formada por los dos vectores es ||v1]| [|v2]|send, el drea del
paralelogramo que forman. Observemos se obtiene el mismo resultado cuando los vectores
V1 ¥ Vg son vectores de R", ya que la matriz C'C seré cuadrada, y su determinante es
el cuadrado del drea encerrada por los vectores. Si interpretamos los vectores vi y vy
como variables, veremos en el capitulo 3 que el producto C'C es su matriz de varianzas
y covarianzas, y su determinante, que es el drea que forman, es una medida global de la
independencia entre las variables, como veremos en la seccién 3.5. Por ejemplo, en el caso
general de p variables, si una variable es combinacién lineal de las demds, las variables son
linealmente dependientes, la columna correspondiente a esa variable en la matriz de varianzas
y covarianzas serd también combinacién lineal de las deméds columnas y el determinante de la
matriz de covarianzas serd nulo. Por otro lado, si las variables estan incorreladas su matriz
de covarianzas es diagonal y el determinante serd, en términos relativos, maximo. Por tanto
podemos concluir que cuanto mayor sea el determinante mayor es la independencia entre los
vectores.

Traza de una matriz

Se denomina diagonal principal de una matriz cuadrada C de orden n con elementos c¢;; al
conjunto de elementos ¢;, ¢ = 1,...,n. La traza de una matriz cuadrada es la suma de los
elementos de la diagonal principal de la matriz, escribiremos:

t’l“(C) = Z Cii
i=1
La traza es un operador lineal. En efecto, de la definicién se obtiene:
(a) tr(A+B)=tr(A)+tr(B).
(b) tr(MA) = MXtr(A), donde X es un escalar.

(c¢) Se demuestra que: tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB), en el supuesto de que todos los
productos estén definidos.

(d) Sila matriz C es simétrica, tr(C?) = tr(CC) =371, Y77, ¢}

La traza es una medida global de tamano de la matriz que se obtiene sumando sus
elementos diagonales. Por ejemplo, la traza de una matriz de varianzas y covarianzas es
la suma de todas las varianzas de las variables. Al sumar los elementos diagonales es una
medida global de variabilidad, pero, a diferencia del determinante, no tiene en cuenta las
relaciones entre las variables.

Rango de una matriz cuadrada

El rango maximo de una matriz cuadrada de orden n es n. Cuando el rango es menor que n
una fila o columna es combinacién lineal de las demés y decimos que la matriz es singular.
Por otro lado, se comprueba que
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1. Para matrices cuadradas del mismo orden, A, B y C, donde B y C son no singulares,
rg(CAB) =rg(A).

2. Si A y B son cuadradas de orden n y AB = 0, entonces rg(A) + rg(B) < n.

Formas cuadraticas

Si transformamos un vector x mediante una transformacién lineal, y = Bx, la norma al
cuadrado del nuevo vector serd

y'y = xXB'Bx = x'Ax

donde A = B'B es una matriz cuadrada y simétrica. En funcién del vector original la forma
resultante se denomina forma cuadratica. Llamaremos forma cuadréatica a una expresion
escalar del tipo:

x' Ax

donde x es un vector, X’ su transpuesto, y A una matriz cuadrada y simétrica. La forma
cuadrética es siempre un escalar. Su expresién general es:

n n n
Qi T + 2 Qi T -
i=1

i=1 j=i+1

Diremos que una matriz A es semidefinida positiva si cualquier forma cuadratica
formada a partir de ella es un niimero no negativo, para cualquier vector x # 0. Si la forma
cuadrética es siempre un numero positivo diremos que la matriz A es definida positiva. Se
demuestra que las formas escalares, como el determinante y la traza, que pueden obtenerse a
partir de matrices semidefinidas positivas son niimeros no negativos. Una matriz semidefinida
positiva tiene pues propiedades similares a los niimeros no negativos y una matriz definida
positiva a los niimeros positivos.

Matriz Inversa

Dada una matriz A cuadrada n X n, no singular, definimos su inversa, A~!, como una matriz
n X n tal que:

AATT=ATTA=1

donde I es la matriz identidad, que tiene unos en la diagonal y ceros fuera de ella. Es decir,
escribiendo A con vector fila a}, la matriz A~! tendrd vectores columna b; tales que:

—

0 ... 0
1

alb; ... alb, 0

»—SJ\

e}

, , I :
ayby ... a,b, 0 ... ... 1

I
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En consecuencia la matriz A~! debe tener por columnas vectores b tales que: (1) b; es
ortogonal a a;,es decir el producto escalar bja; es cero Vj # i; (2) el producto escalar de los
vectores bla; = a’b; es uno.

Observemos que el cdlculo de la matriz inversa resuelve el problema de calcular vectores
ortogonales a uno dado (o variables incorreladas con una dada). Por ejemplo, el espacio
ortogonal al vector a; puede calcularse construyendo una matriz que tenga a este vector
como primera fila y calculando la inversa de la matriz. Si llamamos b, ...b,, a los vectores
columna de la matriz inversa, estos vectores forman el espacio nulo del vector a;. Como
ilustracién, dada la matriz

2 1
=i

es facil comprobar que la inversa es

o [5 —a25
A _{0 25 ]

y el primer (segundo) vector columna de la inversa define el espacio ortogonal al segundo
(primer) vector fila de la matriz original.

La necesidad de calcular la inversa de una matriz aparece de manera natural al resolver
sistemas de ecuaciones lineales

Ax=Db

donde A es una matriz conocida cuadrada de orden n, b un vector de constantes y x un
vector de n incégnitas. Para que este sistema tenga solucién tnica las n ecuaciones deben
de ser distintas, lo que supone que no existe una fila de A que sea combinacién lineal de las
demds. Entonces A es no singular y la solucién se obtiene mediante:

x = A" 'b.

El cédlculo de la matriz inversa de una matriz dada es engorroso y debe realizarse mediante
un ordenador si la dimensién de A es alta. Se demuestra que la inversa de una matriz puede
calcularse por las tres operaciones siguientes:

1. Se sustituye cada elemento por su adjunto.

2. Se transpone la matriz resultante. Se obtiene una matriz que llamaremos adjunta de
la matriz A.

3. Se divide cada término de la matriz adjunta por el determinante de la matriz original.

Como ejemplo, calcularemos la inversa de la matriz

1
A= -1
0

O N =
w = O
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comenzaremos sustituyendo cada elemento por su adjunto. Por ejemplo, para el elemento
(1,1) su adjunto es (—=1)*[2 x 3 —1 x 0] = 6. Parael (1,2), (—1%)[-1 x 3 — 1 x 0] = 3, etc.
Asi obtenemos la matriz

6 3 0
-3 3 0|,
-1 -1 3

y al transponerla resulta la matriz adjunta :
6
Adj(A)=1| 3
0

Si dividimos ahora por el determinante de la matriz A

|A|=6+3=09,
se obtiene la expresion de la inversa
2 _1 _1
1 i
AT=135 3 3
0 0 3

y podemos comprobar que A A~' =1.
La inversa de una matriz A tiene las propiedades siguientes:

1. (AB)"! = B"'A~! para matrices cuadradas no singulares.
2 (A= (A7)

3. |[A7Y = |A|T?

4. si A es simétrica también lo es A™1.

La matriz inversa de una matriz de varianzas y covarianzas tiene una interesante inter-
pretacién en Estadistica, como veremos en el siguiente capitulo. La matriz inversa recoge la
informacion de la dependencia conjunta de todas las variables de manera mas completa que
la matriz de varianzas y covarianzas.

Inversas de sumas de matrices

Es muy 1til poder calcular la inversa de una suma de matrices en funcién de las inversas
de los sumandos. La forma general es la siguiente: supongamos que las matrices A y C
son matrices cuadradas no singulares de orden n y p respectivamente, y B y D son matrices
rectangulares (n X p) y (p X n), se comprueba por multiplicacién directa que

(A +BCD) '=A"'- A 'B(DA'B+C ')"'DA L (2.1)
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Si tomamos en esta expresién C =1 y las matrices B y D son vectores, que llamaremos
b y d’, se obtiene que

(A +bd) '=A""— A 'b(d A b+1)'d'A?

Cuando A y C tienen el mismo orden, se comprueba que la expresién de la inversa puede
escribirse como:

(A +C0)'=ctAt+Cc HlAL (2.2)

Veremos que estas férmulas son muy ttiles para estudiar el cambio de la matriz de
varianzas y covarianzas, y otros estadisticos relevantes, al eliminar observaciones o variables.

Matrices ortogonales

Llamaremos matriz ortogonal, C, a una matriz cuadrada, que representa un giro en el espacio.
Para caracterizar estas matrices, supongamos que dado un vector x le aplicamos una matriz
no singular C y obtenemos un nuevo vector y = Cx. Si esta operacién es un giro, la norma
de y debe ser idéntica a la de x, lo que implica la condicién :

y'y = x'C'Cx = x'x,
es decir, debera verificarse que :
cc=1

De la definicién y = Cx deducimos que x = C~'y. Por otro lado, multiplicando por C'
tenemos que C'y = C'Cx = x. De estas dos condiciones concluimos que la matriz inversa
debe ser igual a su traspuesta. Esta es la condicién de ortogonalidad:

C'=C.

Una matriz ortogonal debe tener filas (o columnas) que son vectores ortogonales entre si
y de longitud unidad, ya que:

/ /
cy CiC1 ... CiCy 1 ... 0

/ /
c C,C1 ... C,Cp 0 ... 1

ademéds: |C| = |C'| =1, donde |C| es el determinante de C.
Por ejemplo, en R?, la matriz

c_ [ cosa —sena
~\ sena  cosa
es ortogonal, ya que CC' = L.

Los vectores de una matriz ortogonal de orden n forman una base ortonormal de R”
ya que son ortogonales y de norma uno.
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2.3.5 Matrices Particionadas

Una matriz puede subdividirse en elementos que sean a su vez matrices y a los que se aplican
las reglas anteriores. Esta operacion es importante cuando queremos dividir las variables en
bloques distintos. Por ejemplo, la matriz

213 4
A=|5[6 1],
02 3
puede escribirse también como una matriz 2 x 2 particionada:

A—ll A-12
A = 2.3
lA21 A22]’ (2:3)

donde:

2 3 4
A11:|: }, A12=[ ], Ay =0, Ap=1[23].

Podemos obtener la inversa y el determinante de una matriz particionada en otra 2 x 2
de manera que los términos diagonales A1; y Ay sean matrices cuadradas no singulares. La
inversa de la matriz A dada por (2.3) se calcula mediante:

1 B! —B71A12A2_21
AT =1 ATALB ! Al ASIAL B IA LA
92 A2l 92 T Agy Ao 12395

donde
B=(A;— A12A§21A21)

como puede comprobarse por multiplicacién directa.
El determinante se obtiene mediante:

|A| = [An||An — AAR A | = [An||Axn — Ay A A = |Axp||B|

Observemos que si la matriz es diagonal por bloques y Ajs = 0, Ay = 0, entonces A ™!

Al 0
] v |Al = |[An] A,

se obtiene simplemente como i 1

Ejercicios 2.3

2.3.1 Calcular el determinante de la matriz formada por los tres vectores del ejercicio 2.2.2,
a=(1,0,2),b=(1,1,2),c = (2,1,6).;Qué conclusiones podemos extraer de este resultado
respecto a la independencia lineal de estos vectores?
11
2.3.2 Dada la matriz rectangular A = | 0 1 | , calcular lamatriz A’ A y su determinante
2 2

y traza. Hacer lo mismo para la matriz AA’.
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2.3.3 Calcular la inversa de la matriz A’A del ejercicio anterior. Dibujar en el plano los
vectores que forman esta matriz y su inversa y comentar sobre el resultado obtenido.

2.3.4 Demostrar que la matriz [ gg _\/\gﬁ/f } es ortogonal. Aplicarla al vector (i) y
dibujar el resultado. ;Qué giro produce esta matriz?

2.3.5 Se miden tres dimensiones fisicas en un grupo de 10 personas y estos datos se
disponen en una matriz rectangular A, de dimensiones (10 x 3), justificar las siguientes
afirmaciones:

a) El rango maximo de esta matriz es 3.

b) La operacién A’l;g, donde 11y es un vector (10 x 1) con todas sus componentes iguales
a uno proporciona un vector (3 x 1) cuyos componentes son la suma de los valores de cada
variable.

c) La operacién l—loA’ 1,9, proporciona un vector cuyos componentes son las medias de las
variables.

d) La operacion 119(75A'119) = 151101}yA, proporciona una matriz rectangular de di-
mensiones (10 x 3), cuyas columnas contienen la media de cada variable.

e) La matriz A= A—%llo 1y A proporciona una matriz rectangular de dimensiones (10 x
3), cuyas columnas contienen las desviaciones de cada variable con respecto a su media.

f) La matriz A'A proporciona una matriz cuadrada de dimensiones (3 x 3), cuyos tér-
minos diagonales son las sumas de las desviaciones a la media de cada variable al cuadrado.

2.3.6 Con la matriz de datos de EUROALI del apéndice de datos calcular las varianzas y
covarianzas de las variables y colocarlas en una matriz cuadrada y simétrica de orden nueve,
donde en la diagonal estén las varianzas y fuera de la diagonal las covarianzas. Calcular
la traza y el determinante y pensar en su interpretacion. Repetirlo para las variables
estandarizadas. ;Qué analisis le parece mds informativo?

2.3.7 Calcule una base del espacio ortogonal al vector aj =(1 0 0 0 -1) de la forma
siguiente: (1) construya una matriz arbitraria cuadrada de dimension 5 que tenga como
primera fila el vector aj; (2) calcule la inversa de la matriz y tome el espacio generado por
las columnas 2 a la 5. Justifique el resultado obtenido.

2.3.8 Demuestre por multiplicacién directa la férmula (2.2). (Nota, utilice que (A~1 + C~ ') tA2
puede escribirse como (I+AC™ ™).

2.3.9 Demuestre por multiplicacion directa que (I+C) '=I— (I +C ")

2.3.10 Demuestre por multiplicaciéon directa la férmula (2.1). (Nota, al sacar factor comun
utilice que (DA™1B + C ') ™" puede escribirse como C(I+DA'BC) .

2.4 VECTORES Y VALORES PROPIOS

Dada una matriz cuadrada hay determinadas propiedades que esperamos sean invariantes
ante ciertas transformaciones lineales que preservan la informacién existente en la matriz.
Por ejemplo, si transponemos la matriz las propiedades bésicas de los vectores que la forman
no varfan, y hemos visto que ni la traza ni el determinante se modifican. Si giramos los
vectores que la forman, es decir multiplicamos la matriz por una ortogonal, no se alteran ni
sus magnitudes ni sus posiciones relativas, por lo que esperamos que las propiedades bésicas
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de la matriz se mantengan. Por ejemplo, si en lugar de trabajar con los ingresos y los costes
decidimos trabajar con los beneficios, construidos como ingresos-costes, y el volumen de
actividad, definido como ingresos mas costes, hemos aplicado una transformacién ortogonal.
Aunque la matriz cuadrada que representa las varianzas y covarianzas de las nuevas variables
sea distinta de la original, la esencia del problema es la misma, y esperamos que la matriz
de las nuevas variables tenga caracteristicas idénticas a las de las variables originales. Para
precisar esta idea aparece el concepto de valores y vectores propios de una matriz cuadrada.

Los valores propios son las medidas bdsicas de tamano de una matriz, que no se ven
alteradas si hacemos un cambio de coordenadas que equivale a una rotacién de los ejes. Se
demuestra que las medidas globales de tamano de la matriz, como la traza o el determinante,
son sélo funcién de los valores propios y, en consecuencia, seran también invariantes ante las
transformaciones que preservan los valores propios.

Los vectores propios representan las direcciones caracteristicas de la matriz y no son
invariantes. Al aplicar una matriz cuadrada de orden n a un vector de dimensién n este
se transforma en direccién y magnitud. Sin embargo, para cada matriz cuadrada existen
ciertos vectores que al transformarlos por la matriz sélo se modifica su longitud (norma) y
no su posicién en el espacio. Estos vectores se denominan vectores propios de la matriz.

2.4.1 Definicion

Llamaremos vectores propios de una matriz cuadrada de orden n a aquellos vectores cuya
direccién no se modifica al transformarlos mediante la matriz. Por tanto u es un vector
propio de la matriz A si verifica que :

Au = \u. (2.4)

donde ) es un escalar, que se denomina valor propio de la matriz. En esta relacién suponemos
u # 0, ya que si no es trivialmente cierta. Si u es un vector propio de A y multiplicamos
(2.4) por cualquier a # 0, resulta que au serd también un vector propio de A. Para evitar
esta indeterminaciéon suponemos que los vectores propios estdn normalizados de manera que
|lu|| = 1. Sin embargo, el signo queda indeterminado: si u es un vector propio también lo es
—u.

Para calcular el vector propio podemos escribir la ecuacién anterior como:

(A—=AI)u =0,

y este es un sistema homogéneo de ecuaciones que tendra solucién no nula si y solo si la matriz
del sistema, (A—\I), es singular. En efecto, si esta matriz fuese invertible multiplicando por
la inversa tendriamos que la tnica solucién es u = 0. Por tanto, este sistema tiene solucion
no nula si se verifica que

|A — M| = 0.

Esta ecuacion se denomina la ecuacién caracteristica de la matriz. Es una ecuacién
polinémica en A de orden n y sus n raices se denominan valores propios de la matriz. Es
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inmediato de la definicién que si una matriz es diagonal los valores propios son los elementos
de la diagonal principal. En efecto, tendremos:

a; ... 0 A ... 0 (11—)\ 0
A=X|=|| 1 ¢  |—=|: X [||= o ag— N
0 ... ay 0 ... X 0 Qp — A

A=A = (a1 — A).o.(an — N,

y las soluciones de esta ecuacién polinémica son aq, ..., a,.

Aunque una matriz de orden n tiene siempre n valores propios, estos pueden aparecer
repetidos. En general, una matriz tiene h < n valores propios distintos. Si un valor propio
aparece repetido r veces se dice que tiene multiplicidad r. Por ejemplo, la matriz diagonal:

S O O
o O W o
o O OO
o O OO

tiene como valores propios 2, 3 y 0, este tltimo valor con multiplicidad dos (aparece dos
veces).

A cada valor propio distinto de una matriz cuadrada podemos asociarle un unico vector
propio que satisface (2.4). En efecto, dado A podemos resolver el sistema y obtener u. Como
la matriz del sistema es singular, existen infinitas soluciones, ya que si u es una solucién
también lo es au, lo que resolvemos tomando el vector de norma uno. Si un valor propio
es miiltiple, es decir, la matriz no tiene n valores propios distintos, los vectores propios
asociados a valores propios con multiplicidad mayor de uno no estédn definidos en general de
manera lnica. Para ilustrar esta idea, consideremos la matriz

A:

o O =
o = O
N O O

que tiene el valor propio 1 con multiplicidad 2. Los vectores u; = (1, 0, 0)" y uy = (0, 1, 0)’
son vectores propios asociados al valor 1, pero también lo es uz = yu; + (1 — 7) uy, para
cualquier valor de . Los vectores propios estdn en un espacio igual a la multiplicidad del
valor propio, 2, y cualquier vector normalizado de este espacio de dimensién 2 es un vector
propio de A.

Cuando la matriz tiene n valores propios distintos, a cada valor propio le podemos
asociar un vector propio bien definido y se demuestra que el conjunto de los n vectores
propios es linealmente independiente.

Los valores propios de una matriz tienen las propiedades siguientes:

1. Si X es un valor propio de A, A" es un valor propio de A". En particular , si A~ existe,
A~! es un valor propio de A~
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2. Los valores propios de una matriz y su transpuesta son los mismos.

3. La suma de los valores propios de A es igual a la traza.

tr(A) =)\

4. El producto de los valores propios de A es igual al determinante
Al=]]x

5. Las matrices A y P7'AP tiene los mismos valores propios.

6. Las matrices A y A 41 tienen los mismos vectores propios y si A es un valor propio
de A, A+ 1 es un valor propiode A £ 1y la

7. Las matrices cuadradas ABC, BCA y CAB, donde las matrices A, B, y C son gen-
erales con la condicién de que los productos existan, tienen los mismos valores propios
no nulos.

8. Si A es triangular los valores propios son los elementos diagonales.

9. Si A y B son cuadradas de 6rdenes n y p los np vectores propios de su producto de
Kronecker, A® B, son el producto de Kronecker de los vectores propios de A y B.

La propiedad 1 se demuestra facilmente ya que si Au = Au, multiplicando esta ecuacién
por A1, resulta u =AA'u, es decir A~'u =A""u. Para comprobar la segunda escribiendo
Au = \u y A'v = pv y multiplicando la primera por v’ y la segunda por u’ se tiene
v Au= \vuy uA'v=pu'vy como el primer miembro de ambas es el mismo (un escalar
es igual a su transpuesto) el segundo lo serd y A=p. Las propiedades 3 y 4 son consecuencia
de las propiedades de diagonalizaciéon de matrices que comentamos a continuacién. La 5
se comprueba, ficilmente ya que si Au =Au, multiplicando ambos miembros por P! por
la derecha y P por la izquierda, se obtiene que P"!APu = Au y las matrices tienen los
mismos valores propios. Los vectores propios de la matriz P~'AP son P~'u, siendo u un
vector propio de la matriz A. La propiedad 6 es consecuencia de que si Au = Au, entonces
Au +Iu = Au + u, es decir, (A +I)u = (1+ Au. Por otro lado si |[A — M| = 0, entonces
también |[A +T—1— M| = |A +1— (14 A)I| =0. La9resulta de la definicién de producto
de Kronecker.

2.4.2 Valores y vectores propios de matrices simétricas

En este libro vamos a obtener vectores y valores propios principalmente de matrices simétri-
cas. En estas matrices:

(1) los valores propios son siempre reales;

(2) los vectores propios son ortogonales.

Para comprobar esta segunda propiedad observemos que si Au; = \u; y Au; = \ju;
son dos valores y vectores propios distintos, multiplicando la primera ecuacién por u} y la
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segunda por u; los primeros miembros son iguales y los segundos como A; # A; sélo serdn
iguales si uju; = 0.

Para interpretar el significado de los valores y vectores propios de estas matrices consid-
eremos matrices simétricas de orden 2 cuyos vectores pueden dibujarse en un plano. Por
ejemplo la matriz simétrica

es facil comprobar que sus valores propios se obtienen de (a — A\)?> = b% y que sus vectores
propios estan en las direcciones (1,1) y (1,-1), y normalizados a norma uno son los vectores
(0.7071, 0.7071)” y ( 0.7071,- 0.7071)’ . Por ejemplo, si a = 3 y b = 1, de manera que la
matriz estd formada por los dos vectores columna (3,1)/ y (1, 3)’, los valores propios son (4
y 2). Supongamos que construimos una elipse con centro en el origen y que pase por los
extremos de los dos vectores que forman la matriz, como indica la figura 2.3. Entonces los
valores propios representan la distancia del extremo de cada eje de la elipse al origen. Por
ejemplo el valor 4 indica que el eje principal de la elipse mide 4 unidades desde el origen,
o 8 en total. Analogamente, el valor 2 indica la longitud del otro semieje de la elipse. Los
vectores propios asociados a estos valores propios representan las direcciones de los ejes: el
asociado al mayor valor propio es un vector unitario en la direcciéon de la diagonal principal
y el segundo es perpendicular a el, como indica la figura 2.3. Si modificamos los valores
de a y b los vectores propios no se modifican pero si los valores propios. Si aumentamos a
manteniendo fijo b alejamos los extremos de los vectores y la elipse tiene cada vez los ejes mas
similares. Por ejemplo, la matriz formada por los vectores columna (100, 1)/ y (1, 100)" tiene
valores propios (101 y 99) y los mismos vectores propios. Por el contrario si aumentamos
b manteniendo fijo a acercamos los extremos de los vectores y apuntamos mds la elipse, lo
que aumentard la diferencia entre sus ejes. Por ejemplo, la matriz formada por los vectores
columna (1.2,1)/ y (1,1.2)" tiene valores propios (2.2, 0,2) y los mismos vectores propios.
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Figura 2.3: Representacién de los valores y vectores propios de una matriz simétrica A

En la matriz anterior al ser los elementos diagonales idénticos la orientacion de la elipse
era seglin las bisectrices de los ejes. Esto no ocurrird si los elementos diagonales son distintos.
Por ejemplo, la matriz

se encuentre representada en la figura 2.4. Ahora el eje mayor de la elipse esta mucho mas
cerca del vector de médulo mayor y puede comprobarse que los vectores propios son (0.9239
0.3827) y (-0.3827 0.9239), y los valores propios (4.41, 1.59).

Generalizando este ejemplo, los valores propios de una matriz simétrica representan las
magnitudes de los ejes del elipsoide con centro el origen y determinado por los extremos de
los vectores. Los vectores propios indican las direcciones de estos ejes principales.
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Figura 2.4: Representacién de los valores y vectores propios de una matriz simétrica A,

2.4.3 Diagonalizacion de Matrices Simétricas

Una propiedad muy importante de las matrices simétricas es que pueden convertirse en
una matriz diagonal mediante una transformacién ortogonal. Sea A una matriz cuadrada y
simétrica de orden n. Hemos visto que esta matriz tiene valores propios reales y vectores pro-
pios ortogonales. Entonces los vectores propios, uy, ... ,u,, son linealmente independientes
y forman una base en R". Podemos escribir

A[lll,... ,lln] = [)\1111,... ,)\nun] .

donde i, ...\, son los valores propios que son nimeros reales y que pueden no ser todos
distintos. En particular, algunos de estos valores propios pueden ser nulos. Esta ecuacién
puede escribirse, llamando D a la matriz diagonal con términos \;, como

AU =UD
donde la matriz U es ortogonal. Multiplicando por U’ = U~!, tenemos que
UAU=D (2.5)

y hemos transformado la matriz original en una matriz diagonal, D, mediante una matriz U
ortogonal. La ecuacién (2.5) tiene una interesante interpretacion geométrica. Observemos
que U’A es una rotacion de los vectores que forman la matriz, y esta ecuacién nos dice que
estos vectores rotados son iguales a DU, que es el resultado de multiplicar por los términos
de D a una base de vectores ortonormales. En otros términos, como A = UDU’ vemos como
se genera siempre una matriz simétrica: se parte de una base ortonormal de vectores, U’ se
modifica la norma de cada vector de esta base, multiplicandolo por una matriz diagonal,
y luego se rotan de nuevo los vectores asi obtenidos. Diagonalizar una matriz simétrica
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consiste en recuperar esta operacién y los valores propios representan las constantes por las
que se han multiplicado los vectores ortonormales iniciales y los vectores propios indican el
giro realizado.

Si tomamos determinantes en (2.5):

[U"|A[[U] = D,

y como |U| = |U’| = 1, el determinante de A serd el producto de sus raices caracteristicas.
Por lo tanto, si una de las raices caracteristicas es nula, el determinante serd 0 y la matriz
singular.

Por otro lado, como en (2.5) las matrices U’ y U son no singulares, el rango de A serd
igual al de D, que al ser diagonal serd igual al mimero de términos diagonales no nulos, que
son los valores propios de A. Por tanto: El rango de una matriz simétrica es igual al nimero
de raices caracteristicas distintas de cero.

Al diagonalizar una matriz simétrica obtenemos su rango, observando el nimero de ele-
mentos no nulos en la diagonal principal de la matriz transformada D.

Descomposicion espectral

Es interesante poder descomponer una matriz cuadrada simétrica en sus fuentes de variacion
intrinsecas, es decir en las direcciones de los vectores propios con coeficientes que dependen
de los valores propios. Esto es lo que consigue la descomposion espectral. Premultiplicando
(2.5) por U y postmultiplicando por U’ se obtiene

A =UDU

que, como hemos comentado en la seccién anterior indica cémo se genera una matriz simétrica
a partir de una base ortonormal. Esta descomposiciéon puede escribirse:

de donde resulta:

i=1

que descompone la matriz A como suma de n matrices de rango uno w;u; con coeficientes
i

Si la matriz A tiene rango r la descomposicién espectral (2.6) indica que puede expresarse
como suma de r matrices de rango unidad. La importancia de esta descomposicién es
que si algunos valores propios son muy pequenos, podemos reconstruir aproximadamente A
utilizando los restantes valores y valores propios.

Observemos que la descomposicién espectral de A~! es

n
-1 _ -1 ./
A = g A uu;
i=1

ya que A~! tiene los mismos vectores propios que A y valores propios \; L
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2.4.4 Raiz cuadrada de una matriz semidefinida positiva

Una matriz cuadrada, simétrica y semidefinida positiva puede siempre descomponerse como
producto de una matriz por su transpuesta:

A=HH
en efecto, por la descomposicion espectral de una matriz simétrica

A - (UD¥?) (DU

y tomando H = U D2 se obtiene la descomposicién. A la matriz H se la denomina una
raiz cuadrada de la matriz A. La raiz cuadrada de una matriz no es unica, ya que si
A = HH' también A = H* H” donde H* = HC para cualquier matriz ortogonal C. Una
forma de definir la raiz de manera tunica es exigir que la matriz H sea simétrica, con lo que
A = HH. Esto puede hacerse tomando

H=UD"*U

Otra forma de hacer la descomposiciéon de manera tnica es la descomposicién de Cholesky
que estudiamos a continuacién.

Descomposicién de Cholesky (*)

Puede demostrarse que la raiz cuadrada de una matriz cuadrada, simétrica y definida posi-
tiva puede obtenerse de manera que H = T sea triangular (T serd también triangular) con
términos diagonales positivos. Entonces la descomposicién es tinica y se denomina descom-
posicién de Cholesky. Tenemos

A =TT

Demostraremos la existencia de esta matriz por induccién, que tiene la ventaja de propor-
cionar ademds un método para su cdlculo. Si la matriz es un escalar a trivialmente T = \/a.
Supongamos que hemos encontrado esta descomposicién para dimensién p y veamos como
obtenerla para dimensién p + 1. Sea

A=T,T, (2.7)
y vamos a obtener la descomposicién para

Ap+1: { Ap 2 }

!/
A1p G22

donde a;5 es un vector p X 1 y agy un escalar. Vamos a demostrar que esta matriz puede
escribirse como T, T}, ; donde, tomando T}, como triangular inferior:

_ Tp 0
Trn= { t tp } '
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Entonces, la condicién A, 1= T,;1T,,; equivale a las condiciones:

ajg = Tpt,

ags = t't+2,,,
conjuntamente con (2.7). Como T, es no singular, podemos obtener
t= T;lau

y utilizando (2.7) podemos escribir

— / —
tpt1 = \/a22 —apAta,

que debe ser positivo si la matriz es definida positiva. Esta descomposicién se utiliza mucho
en andlisis numérico ya que puede calcularse iterativamente con el método propuesto. Por
ejemplo, supongamos que A es una matriz de la forma

Qe
512 Sg
con las varianzas y covarianzas de dos variables. Entonces A, = a; = s%, Ty, = s1; t =s12/51
T — S1 0
B [ 512/51 85 — S1o/57 ]

y contiene en la diagonal las desviaciones tipicas de la primera variable y de la regresiéon de
la segunda dada la primera. Esta propiedad es general.

La descomposicién de Cholesky proporciona un método eficiente de calcular el determi-
nante de una matriz ya que si A =TT’ entonces |A| = |T||T'| = >_t% , siendo t; los
elementos diagonales de T o T".

Diagonalizacién de dos matrices simétricas (*)

Supongamos que A y B son dos matrices simétricas de la misma dimensién y A es ademads
definida positiva. Entonces la matriz H = AY 2C, donde C contiene los vectores propios
de la matriz simétrica A~/2BA~/? verifica

HAH=1

H'BH =D

donde la matriz D es diagonal.
Para comprobar esta propiedad observemos que como la matriz A~/2BA /2 es simétrica
la matriz C es ortogonal. Por tanto

HAH = CA2AAY2C =1

HBH =CA ?BA'2C=D

donde la matriz D diagonal contiene los valores propios de la matriz A~/?BA~Y/2.
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2.4.5 Descomposiciéon en valores singulares

Para matrices rectangulares generales puede conseguirse una descomposiciéon similar a la
descomposicién espectral de una matriz simétrica. Como en el caso de matrices cuadradas
y simétricas, toda matriz rectangular A de dimensiones (n X p) y de rango r puede ex-
presarse como producto de tres matrices, dos con vectores ortogonales y una diagonal. La
descomposicién es

A =U,D'?V]

donde Uj es (n x r), Des (r x r) y Vi es (r x p). La matriz diagonal D'/? contiene las raices
cuadradas de los valores propios no nulos de las matrices A A’ o A’ A, que son positivos.
Estos términos diagonales de D se denominan los valores singulares de la matriz A. La
matriz U; contiene en columnas los vectores propios unidos a valores propios no nulos de
A A’ y V; contiene en columnas los vectores propios unidos a valores propios no nulos de
A’A. Las columnas de U; son ortogonales entre si y también lo seran las de V;. Los
elementos diagonales de D'/2? se denominan los valores singulares de la matriz A.

2.4.6 (*)Diagonalizacién de Matrices generales

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Esta matriz es diagonalizable si, y sélo si, sus
vectores propios son linealmente independientes. En efecto, supongamos que los vectores
propios, ui,...,u,, son linealmente independientes y forman una base en R". Podemos
escribir

Aluy,...,u,) = [Muy, ..., \u,].

donde Aq,... A\, son los valores propios que pueden no ser distintos. En particular, algunos
de estos valores propios pueden ser nulos. Esta ecuacién puede escribirse, llamando D a la
matriz diagonal con términos \;, como

AU =UD

Como la matriz U es no singular si los vectores propios son linealmente independientes,
multiplicando por la inversa se obtiene

U'AU=D
y hemos diagonalizado la matriz A. Podemos también escribir
A=UDU" (2.8)

Hemos comprobado que una matriz es diagonalizable si tiene n vectores propios linealmente
independientes. Entonces puede escribirse como (2.8), donde U contienen los vectores propios
y la matriz diagonal, D, los valores propios.

Se demuestra que una condicién suficiente para que una matriz sea diagonalizable es que
tenga valores propios distintos.
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Consideremos ahora el caso general de una matriz cuadrada de orden n con p valores
propios Ay, ...A\,, con multiplicidad m;, > 5, m; = n. Puede demostrarse que la condicién
para que A tenga n vectores propios linealmente independientes es que el rango de la matriz
(A — X\I) = n—m;, y que esta condicién se cumple si la matriz tiene valores propios distintos.
En efecto, los valores propios se obtienen de |[A — M| = 0, lo que implica que, si todos son
distintos, el rango de la matriz (A — A\;I) es n — 1.

2.4.7 (*)Inversas Generalizadas

Se denomina matriz inversa generalizada de una matriz rectangular A, ., a una matriz A~
de dimensiones p X n que verifica:

AA A =A.

En general existen muchas matrices que verifican esta condicién. Si ademds imponemos
las condiciones:

A AA™ = simétrica
A~ A = simétrica
AA™ = simétrica

entonces A~ es tnica y se denomina la matriz inversa generalizada Moore-Penrose (MP) de
A. Sin>py A tiene rango completo, rg(A) = p, la matriz inversa MP es:

A" =(A'A)TA (2.9)

El lector puede comprobar que esta matriz verifica las propiedades anteriores. Si p > n
y rg (A) = n, esta matriz es:

A~ =A'(AA)".

Si A no tiene rango completo esta expresion no es vélida ya que ni (A’A)™" ni (AA')""
existen. La inversa MP se construye a partir de la descomposicién espectral de la matriz A’A
(supuesto n > p). Si Ay,... A, r < p, son los valores propios no nulos de A’A y uy,...u,
sus vectores propios asociados podemos escribir:

A’A =U,D,U.,

donde U, es rectangular p x r con los vectores u; en columnas y D, es diagonal r X r e
incluye los valores propios no nulos. Entonces es fécil comprobar que

A~ =U,D'UA

que es la generalizacion de (2.9) para matrices de rango no completo.
Ejercicios 2.4
2

1 2 } y representarlos

2.4.1 Calcular los vectores y valores propios de la matriz A = [

graficamente.
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2.4.2 Escribir la representaciéon espectral de la matriz A de 2.4.1

2.4.3 Calcular los vectores y valores propios de la matriz A~! y su representacién espec-
tral.

2.4.4 Demostrar que 0 es un valor propio de una matriz A si y solo si esta matriz es
singular.

2.4.5 Demostrar que los valores propios de una matriz son iguales a los de su transpuesta.

11 2

2.4.6 Dada la matriz A= | 1 0 2 | calcular la matriz inversa generalizada.

11 2

S = O

1
2.4.7 Calcular la descomposicién en valores singulares de la matriz A = | 0
1

2.4.8 Demostrar que |A + vv'| = |A| (1 +Vv'A~'V'), donde A es una matriz cuadrada no
singular y v un vector. Para ello utilizar que si llamamos \; al valor propio no nulo de la
matriz de rango uno A7'vv' |(I + A7'vv/)| =T[(1+N) =1+ X\ =1+ tr(v' A7 v).

2.4.5 Calcular la decomposicién de Cholesky de la matriz definida positiva A’A, donde
A es la matriz del ejercicio 2.4.6

2.5 (*)PROYECCION ORTOGONAL

2.5.1 Matrices Idempotentes

En un modelo lineal la estimaciéon por minimos cuadrados equivale a la proyeccién ortogonal
del vector de datos sobre el espacio generado por las variables explicativas. La proyeccién
ortogonal tiene una importancia capital en los métodos de estimacién lineal y se realiza
multiplicando el vector que se desea proyectar por una matriz idempotente. Vamos a definir
formalmente estas matrices.

Llamaremos matriz idempotente! a una matriz cuadrada, simétrica, y que verifica la
propiedad:

AA=A=A'A

Es inmediato comprobar que una matriz idempotente o bien es singular (|A| = 0), con
rango r menor que el orden n de la matriz, o bien es la matriz identidad. En efecto, como
A es idempotente:

AA=A
si |A] # 0, existird la matriz inversa A~!, y multiplicando por A~*

ATTAA=A=1

1Una matriz idempotente puede no ser simétrica, pero todas las matrices idempotentes que utilicemos
lo serdn; por lo tanto, en adelante idempotente serd simétrica e idempotente, sin que detallemos que es
simétrica.
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Por tanto, una matriz idempotente que no es la matriz I serd singular. Comprobaremos
que las raices caracteristicas de una matriz idempotente son cero o la unidad. Llamemos A
a sus raices caracteristicas y u a sus vectores caracteristicos. Entonces:

Au = )\u,
multiplicando por A, el primer miembro es:
AAu=Au=>X\u

y el segundo:

AMu =)\u,
es decir,
u = \u
de donde resulta:
(A=A u=0.

Para que A sea una raiz caracteristica el vector u debe ser distinto de cero, entonces:
M-A=A(A-1)=0

que tiene como soluciones A = 1 6 A = 0. Por lo tanto, si se diagonaliza una matriz
idempotente —lo que siempre puede hacerse al ser simétrica— obtendremos en la diagonal
principal un nmimero de unos igual al rango de la matriz y el resto de los elementos serdn
cero.

Una conclusién inmediata de este resultado es que una matriz idempotente A es siempre
semidefinida positiva. En efecto:

x'Ax = x'A'Ax = (Ax)'Ax > 0.
Finalmente, si A es idempotente también lo es I — A ya que:
I-A)(I-A)=I-A-A+AA=1I-A

De las propiedades anteriores se deduce que si A es una matriz idempotente simétrica,
su rango es igual a su traza.

2.5.2 Proyeccién Ortogonal

Dado un vector y de n componentes diremos que v es la proyeccién ortogonal de y sobre un
subespacio £, contenido en R" y de dimensién p, p < n si:

l.y=v+wconvek,
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2. v'w = 0 para todo v €E,,.

Esta definicién indica que y puede descomponerse como suma de dos vectores perpen-
diculares: el primero, v, es la proyeccién ortogonal de y sobre E, y pertenece, por tanto, a
E,; el segundo, w, es ortogonal a todos los vectores de E, (y por tanto a E,), y pertenece,
en consecuencia, al espacio E,_,, complemento ortogonal al E,. Es facil demostrar que esta
descomposicion es tnica. La figura 2.5 ilustra esta situacion.

E

Figura 2.5: Proyeccién ortogonal del vector y sobre el plano E

Como ilustracion, sea F, un espacio de dimensién uno engendrado por el vector x. En-
tonces la proyeccion del vector y sobre la direccién del vector x sera:

V =X

donde ¢ es un escalar. Para determinar ¢, impondremos la condicién de que la diferencia
w =y — v debe ser ortogonal a v, y por tanto a x:

/
X (y - V) = 07
es decir, X'y = x'xc, que implica:
o roN—1_1
c=(x'x) xly.
Sustituyendo este valor de c en la expresiéon de v, la proyeccién sera:

v =x(x'x)"'x'y = Ay
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es decir, la proyeccién de un vector y sobre otro x se obtiene multiplicando el vector por la
matriz A = x(x'x)"!x’. Esta matriz A, es cuadrada (n x n), idempotente y de rango igual a
la dimension del espacio sobre el que proyectamos, que es, en este caso, uno. Comprobemos
que es idempotente:

(x (x'x)_lx’) (x (x'x)_lx') = x (x'x) " ¥,
y que es de rango uno:
rg(A) =tr(A) =tr ((x’x)_lx’x> =tr(l)=1

Observemos que en el caso particular en que el vector x tiene norma unitaria, (x'x) = 1,
y la expresién del vector proyeccién es

v =xxy

que tiene una interpretacién inmediata: el vector proyeccién estard en la direccién de x (lo
que implica es de la forma cx) y su norma viene dada por la longitud de la proyeccién que
es X'y, (ya que x tiene norma unitaria).

A continuacién generalizamos estos resultados a proyecciones mas generales.

Teorema 2.1 Seay €R" y sea X una matriz (n X p) cuyas columnas son una base de un
cierto subespacio E,. Entonces la proyeccion del vector'y sobre el espacio E, es Ay, donde
la matriz cuadrada A es simétrica, idempotente, de rango p, y tal que A = X(X'X)~1X'.

Demostracién La proyeccién de y sobre un subespacio debe ser siempre del tipo v = Ay,
donde A es idempotente. En efecto la proyeccién de v sobre dicho espacio, dada por Av,
tendra que ser igual a v, ya que v pertenece al subespacio. Por tanto, si Av = v , resuta
que:

A(Ay) = Ay

para todo vector y, lo que requiere A = A?, es decir, la matriz proyeccién debe ser idem-
potente. Demostraremos ahora que la matriz idempotente A que proyecta sobre el espacio
generado por las columnas de una matriz X, E,, viene dada por:

A =X(X'X)"'X'.

Probemos primero que A depende del subespacio E,, pero no de la base elegida. En efecto,
si consideramos otra base B generadora del subespacio dada por:

B =XC

donde C es (p X p) y no singular, como (GP)™! = P~'1G™! para G y P matrices cuadradas
no singulares, tendremos que:

B(B'B) 'B' = XC(C'X'XC) 'C'X' = X(X'X) X' = A
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por tanto, A no depende de la base escogida. A continuacién veremos que el vector v definido
por:

v =X(X'X)"'X'y,

verifica las condiciones de una proyeccién. Demostraremos, en primer lugar, que v estd
contenido en £,. Llamemos

B = (X'X) "Xy

a los coeficientes de la proyecciéon de y sobre el espacio de las columnas de X, que repre-
sentaremos por Xi, ..., X,. Entonces

v =X =p1x1 + BaX2 + ... + 0,%p,

y al ser v una combinacién lineal de las columnas de X pertenece a £,. Demostraremos
ahora que y — v es ortogonal a F,. Todo vector de E, puede expresarse como:

u=aX; + .. + X, = Xax
y por tanto,
u(y—v)=u(I-XXX)'X)y=cdX -XXXX)"'X)y=0
es decir, y — v es ortogonal a cualquier vector de E,, lo que demuestra el teorema. ®

Teorema 2.2 La condicion necesaria y suficiente para que v.= Ay, donde A es una matriz
cuadrada, sea la proyeccion ortogonal de'y € R" sobre un cierto espacio E,, es que A sea
idempotente (A = A’, A2 = A) de rango p.

Demostraciéon La condicién es necesaria: si A define una proyeccién, segin el teorema
anterior puede expresarse como A = X(X'X)AX/ , siendo X una matriz que contiene, en
columnas, una base del espacio, por lo que A es simétrica e idempotente.

La condicién es suficiente: supongamos que A es idempotente y hagamos

y=Ay+(I—-A)y

Vamos a demostrar que el vector (I — A)y es ortogonal a todo vector que pertenezca a E,,.
Sea Ac un vector cualquiera que pertenece a [,.

(Ac)(I-A)y =c(A'-A)yy=0

por tanto, si A es idempotente, Ay es la proyecciéon de y sobre el espacio generado por las
columnas de A. m

Teorema 2.3 Siy eR", v es su proyeccion sobre E, y z es cualquier otro vector de E,, se

verifica, llamando ||y|| a la norma del vector y:
2 2 2
Iy l™ = [IvI"+ [ly = vl

2 2 2
ly = 2l" = [v —=2"+lly = v["
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Demostracion Estas expresiones representan el teorema de Pitdgoras en un espacio general.
Como, por definicién de proyeccién, v/(y — v) = 0, entonces v’y = v'v. Por otro lado:

Y=V (y=v)=yy-Vvy-yv+vv=yy-vy,
que escribiremos
Yy =vv+y-—v)(y-v)
que es la primera igualdad. Para demostrar la segunda, partamos de la identidad
Yy—zZz=y—-Vv+Vv-—12z

y multiplicando por el vector transpuesto y utilizando que y — v debe ser ortogonal a v — z,
por serlo a todos los vectores de F),, el teorema queda demostrado. ®

Una consecuencia de este teorema es que podemos definir la proyecciéon ortogonal de un
vector y sobre un espacio £, como aquel vector v de E, tal que ||y — v|| es minimo. En
este sentido el vector proyeccion es, el "méas proximo” al original. En efecto, como, para
cualquier vector z del plano:

ly —z[| > [ly — v
el vector v, proyeccién ortogonal, minimiza las distancias entre el espacio E, y el vector y.

Teorema 2.4 Siy € R", el cuadrado de la norma de su proyeccion sobre un espacio E,
definido por las columnas de la matriz X vendrd dado por y'Ay, donde A es idempotente.

Demostracion El vector proyectado serd Ay, donde A es idempotente, y su norma sera:

(Ay)'(Ay) =y'Ay.
||

Teorema 2.5 Siy € R" y proyectamos este vector sobre espacios ortogonales, E, ..., Ey,
definidos por matrices de proyeccion , Ay, ...Ap, donde:

n= Z rg(A;)

=1

se verifica:
Yy =y Ay +yAy+ .. +yAuy.

Ejercicios 2.5

2.5.1 Calcule la proyeccién ortogonal del vector (1,1 3) sobre el espacio generado por las
dos variables (1 ,1,1) y (0, 1,2).

2.5.2 Exprese al vector anterior como combinacién lineal de las dos variables.

2.5.3 Obtener el vector ortogonal al vector proyeccién.

2.5.4 Demuestre que el resultado anterior es equivalente a realizar la regresién simple
entre la variable (1,1 3) y la variable (0, 1,2).

2.5.5 Demostrar, utilizando el Teorema 2.1, que para calcular los coeficientes de regresién
multiple entre una variable y un conjunto de variables incorreladas basta con calcular los
coeficientes de las regresiones simples.
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2.6 (*)DERIVADAS MATRICIALES

Definicién 2.1 Dada un funcion f que depende de n variables, x1, ..., x,, que pueden con-
siderarse componentes de un vector x, la derivada de f respecto a x es un vector cuyos
componentes son la derivada de f respecto a cada componente de x.

Ejemplo 2.1 Si f = bxy + 225 + 323
5

of _

or 3

Los siguientes resultados son consecuencia de la definicién

Corolario 2.1 Si f = a’x tendremos que:

J(a'x)
ox

= a

Corolario 2.2 Si f = x'Ax, donde A es cuadrada y simétrica:

0(x'Ax)

=2A
ox X

Demostraciéon Resulta de aplicar la definicién anterior, como:
n
x' Ax = g ayTs + 2 g QT
i=1 j>i
tendremos que:

0(xAx)
a.’L‘l

= 2&111131 + 2&121132 + ...+ 2a1nxn = 2&’1X

donde a) es la primera fila de la matriz. Por tanto:

2ax
2alx
J(xAx) _ > _9Ax
aX :
2a’ x

mn

Definicién 2.2 Dada un funcion f que depende de np variables, xi1,...,Znp, que son los
componentes de una matriz rectangular n X p, X , la derivada de f respecto a X se define
como la matriz cuyos componentes son la derivada de f respecto a cada componente de X'.
La derivada es pues una matriz p X n con las dimensiones de X'.
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Los siguientes resultados se comprueban aplicando la definicién

Corolario 2.3 Corolario 2.4 Si f =a'Xb
d(a’Xb)

— ba’
oxX *
Definicién 2.3 Ejemplo 2.2 Corolario 2.5 Si f = a’X'Xb
J(a’X'Xb
Definicién 2.4 Dado un vector y cuyos componentes son funciones f; de un vector de
variables X' = (x1,...,x,), definimos la derivada de y respecto a x como la matriz cuyas

columnas son las derivadas de los componentes f; respecto a x. FEs decir, si:

Y = (f1(x); s fu(x))

entonces:
o Ok
dy [afl afn} S on
ox ox ox g'& gJi

Corolario 2.6 Siy = Ax, donde A es una matriz cualquiera.

J0(Ax)
ox = A

Demostracién Para deducir este resultado de la definicién anterior, escribamos la matriz
A como:

A= :
/
an

donde cada a) es una fila de la matriz. Entonces:

ajx
y=Ax=| :
a,x
con lo que:
ofi  Olaix) a
ox  ox
por tanto, segin lo anterior:
dy
a. ) ) = A,
ox [2u )
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Otras propiedades

Puede deducirse, extendiendo las definiciones anteriores, que, si los elementos de la matriz
cuadrada y no singular X son distintos:

Oln |X| otr (XB)

. n—1 =B’
a) X = (X ) d) o0X =B
b) aag(q _ |X| (X/)fl e) w = BX'A + B'X'A’

ademads, si X es simétrica:

otr(XB) .
9|X| e
6—X |X| (2X L d’L(Ig (X 1))

El lector interesado puede encontrar las demostraciones de estos resultados en Bibby y
Toutenterg (1977), Graybill (1983) y Pollock (1979).

Ejercicios 2.6

2.6.1 Calcular la derivada con respecto al vector x =(z1, z2)" de las funciones siguientes

a) f1(x) = 2z + 3xs,

b) fo(x) = 422 — 3119,

c) f3(x) = 3xiad + 22222 — Tz 23 + 6

2.6.2 Calcular la derivada con respecto al vector x =(x1, x2)" de las funciones vectoriales
siguientes, construidas con la notacién de 2.6.1

a)fi(x) = (f1(x), fa(x), f3(x))’,

b)f2(x) = (2f1(x) + 5/2(x), —65(x))",

. / B I R ) dln |X| x
2.6.3 Si x =(z1, %2, 73,24) vy X = s 14 } , comprobar que o Ty
Oln |X
utilizar este resultado para confirmar la expresién de #
L . 01X — .
2.6.4 En el ejercicio anterior comprobar que L = ™ U3 | Utilizar esta expre-
0X —T2 I
sién para verificar la ecuacién dada de la derivada del determinante de una matriz cuadrada.
. Tr1 9 6 |X| I3 —2.7}2
2.6.5 Si x =(x1,29,23) vy X = , comprobar que = ,
( 1,42 3) y [ Ty I3 :| p q X —2$2 T

Utilizar este resultado para confirmar la expresion general de la derivada del determinante
de una matriz cuadrada.



Capitulo 3

DESCRIPCION DE DATOS
MULTIVARIANTES

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo y en el siguiente vamos a estudiar como describir un conjunto de datos
multivariantes. Supondremos que hemos observado un conjunto de variables en un conjunto
de elementos de una poblacién y en este capitulo presentaremos métodos para resumir los
valores de las variables y describir su estructura de dependencia. En el capitulo siguiente
completaremos el anédlisis descriptivo analizando como representar los datos graficamente y
decidir respecto a posibles transformaciones de las variables originales que conduzcan a una
descripciéon mds simple. También comentaremos el problema de limpiar los datos de valores
atipicos, que son observaciones debidas a errores de medida o otras causas de heterogeneidad.
El anélisis descriptivo que presentamos en este capitulo debe siempre aplicarse como
primer paso para comprender la estructura de los datos y extraer la informacién que con-
tienen, antes de pasar a los métodos més complejos de los capitulos siguientes. Las her-
ramientas simples que describimos en estos dos capitulos pueden, en ocasiones, resolver el
problema que ha motivado la recogida de los datos. En particular, cuando el interés se centra
en la relacién entre las variables o en la comparacién de dos conjuntos de datos, los métodos
descriptivos pueden ser de gran ayuda antes de emprender estudios méds complejos.

3.2 DATOS MULTIVARIANTES

3.2.1 Tipos de variables

La informacién de partida para los métodos estudiados en este libro puede ser de varios tipos.
La ma&s habitual es una tabla donde aparecen los valores de p variables observadas sobre n
elementos. Las variables pueden ser cuantitativas, cuando su valor se exprese numéricamente,
como la edad de una persona, su estatura o su renta, o cualitativas, cuando su valor sea un
atributo o categorfa, como el género, el color de los ojos o el municipio de nacimiento. Las
variables cuantitativas pueden a su vez clasificarse en continuas o de intervalo, cuando pueden
tomar cualquier valor real en un intervalo, como la estatura, o discretas, cuando sélo toman

67
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CcO X1 X9 X3

A 1 0 0
v 0 1 0
cC 0 0 1
N 0 0 O

Tabla 3.1: Codificacién de variables categéricas

valores enteros, como el niimero de hermanos. Las variables cualitativas pueden clasificarse
en binarias, cuando toman tnicamente dos valores posibles, como el género (mujer, hombre)
o generales, cuando toman muchos valores posibles, como el municipio de residencia.

Supondremos en adelante que las variables binarias se han codificado como numéricas
(Por ejemplo, la variable género se convierte en numérica asignando el cero al varén y el uno a
mujer). Las variables cualitativas pueden también codificarse numéricamente, pero requieren
un tratamiento distinto. Si los valores de las categorfas no tienen relacién entre si, la forma
mas util de codificarlas es convirtiéndolas en variables binarias. Por ejemplo, supongamos la
variable color de los ojos, CO, y para simplificar supongamos que las categorias posibles son
azules (A), verdes (V), castanos (C) y negros (N). Tenemos p = 4 categorias que podemos
representar con p — 1 = 3 variables binarias definidas como:

a) x1 = 1 si CO=A, x; =0 en otro caso.

b) xo = 1 si CO=V, x5 = 0 en otro caso.

c) z3 = 1 si CO=C, x3 =0 en otro caso.

La tabla 3.1 presenta la codificacién de la variable atributo CO en las tres variables
binarias cuantitativas, x1, xs, T3

Si el nimero de clases posibles de una variable cualitativa es muy grande este procedimien-
to siempre puede aplicarse pero puede légicamente dar lugar a muchas variables. Conviene
entonces ver si podemos agrupar las clases o categorias para evitar tener variables que casi
siempre toman el mismo valor (cero si la categoria es poco frecuente o uno si lo es mucho).

Naturalmente la variable CO podria también haberse codificado dando valores numéricos
arbitrarios a las categorfas, por ejemplo, A=1, V=2, C=3, N=4, pero esta codificacién tiene
el inconveniente de sugerir una graduacién de valores que puede no existir. Sin embargo,
cuando los atributos pueden interpretarse en funcién de los valores de una variable continia
tiene més sentido codificarla con mimeros que indiquen el orden de las categorias. Por
ejemplo, si tenemos empresas pequenas, medianas y grandes, en funciéon del nimero de
trabajadores, tienen sentido codificarlas con los nimeros 1, 2, y 3, aunque conviene siempre
recordar que estos nimeros sélo tienen un sentido de orden.

3.2.2 La matriz de datos

Supondremos en adelante que hemos observado p variables numéricas en un conjunto de n
elementos. Cada una de estas p variables se denomina una variable escalar o univariante y
el conjunto de las p variables forman una variable vectorial o multivariante. Los valores
de las p variables escalares en cada uno de los n elementos pueden representarse en una
matriz, X, de dimensiones (n X p), que llamaremos matriz de datos. Denotaremos por z;;
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al elemento genérico de esta matriz, que representa el valor de la variable escalar j sobre el
individuo 7. Es decir:

datos z;; donde ¢ = 1,...,n representa el individuo;

j = 1,...,p representa la variable
Algunos ejemplos de datos que se utilizan en el analisis multivariante son:

1. En 100 estudiantes de una universidad medimos la edad, el género (1 mujer, 0 hombre),
la calificacién media, el municipio de residencia (que se codifica en 4 categorias en
funcién del tamano) y el curso mds alto en que se encuentra matriculado. Los datos
iniciales se representan en una tabla de 100 filas, cada una de ellas correspondiente a los
datos de un estudiante. La tabla tendrd 5 columnas, cada una de ellas conteniendo los
valores de una de las 5 variables definidas. De estas 5 variables 3 son cuantitativas, una
binaria (el género) y otra cualitativa general (municipio de residencia, que tomara los
valores 1, 2, 3, y 4). Alternativamente podriamos codificar el municipio de residencia
con tres variables binarias, y entonces, la matriz de datos tendrda n =100 filas y p =
7 columnas correspondientes a las tres cuantitativas, el género, y las tres variables
binarias adicionales para describir el tamano del municipio de residencia.

2. En cada una de las 138 empresas de una zona medimos el niimero de trabajadores, la
facturacion, el sector industrial y la cantidad recibida en ayudas oficiales. Si clasifi-
camos el sector en ocho clases con siete variables binarias la matriz de datos serd de
dimensiones 138 x 10 con tres variables cuantitativas y siete binarias (que describen el
sector industrial).

3. En 400 puntos de una ciudad instalamos controles que proporcionan cada hora las
medidas de 30 variables ambientales y de contaminacién atmosférica en dicho punto.
Cada hora tendremos una matriz de datos con 400 filas, los puntos de observacién, y
30 columnas, las 30 variables observadas.

La matriz de datos, X, puede representarse de dos formas distintas. Por filas, como:

/
11 Ti2 .- Tip X1
o1y -0 ... Tp .
X e e
Tpl --v oo Tpp X;z

donde cada variable x; es un vector fila, p X 1, que representa los valores de las p variables
sobre el individuo . Alternativamente, podemos representar la matriz X por columnas:

X = [xq) .- X()]

donde ahora cada variable x(;) es un vector columna, n X 1, que representa la variable
escalar x; medida en los n elementos de la poblacién. Llamaremos x = (z1,...,2,)" a la
variable multivariante formada por las p variables escalares que toma los valores particulares
X1, ...,Xn, €0 los n elementos observados.
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3.2.3 Anadlisis univariante

Describir datos multivariantes supone estudiar cada variable aisladamente y ademds las
relaciones entre ellas. Supondremos que el lector estd familiarizado con el andlisis descriptivo
de una variable, y aqui expondremos tinicamente las férmulas que utilizaremos en otras partes
del libro. El estudio univariante de la variable escalar x; implica calcular su media:

n

_ 1

T; = — E i

J n 4 J
=1

que para una variable binaria es la frecuencia relativa de aparicién del atributo y para
una numérica es el centro de gravedad o geométrico de los datos. Se calcula una medida
de variabilidad con relacién a la media, promediando las desviaciones entre los datos y su
media. Si definimos las desviaciones mediante d;; = (z;; —T;)? , donde el cuadrado se toma
para prescindir del signo, se define la desviacidon tipica por:

5 — \/M _ \/Z?—l(xij — ) (3.1)

n n

y su cuadrado es la varianza, s? = >  d;j/n . Para comparar la variabilidad de distintas
variables conviene construir medidas de variabilidad relativa que no dependan de las unidades
de medida. Una de estas medidas es el coeficiente de variacion

CV; =

Jhls

donde de nuevo se toman los cuadrados para prescindir del signo y suponemos que T; es
distinto de cero. En tercer lugar, conviene calcular los coeficientes de asimetria, que miden
la simetria de los datos respecto a su centro, y que se calculan como:

1Y (2 —Ty)°
A] — _—3.
n C
Este coeficiente es cero para una variable simétrica. Cuando el valor absoluto del coeficiente
es aproximadamente mayor que uno podemos concluir que los datos tienen una distribucion
claramente asimétrica.

Una caracteristica importante de un conjunto de datos es su homogeneidad. Si las desvia-
ciones d;; son muy distintas, esto sugiere que hay datos que se separan mucho de la media
y que tenemos por tanto alta heterogeneidad. Una posible medida de homogeneidad es la
varianza de las d;;, dada por:

1 n
- > (dij —s3)°
=1

ya que, segin (3.1), la media de las desviaciones d; = s*. Se calcula una medida adimensional
andloga al coeficiente de variacién dividiendo la varianza de las desviaciones por el cuadrado
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de la media, s*, con lo que tenemos el coeficiente de homogeneidad, que puede escribirse

- 7 i (dij — 5)°

J 4
Sj

Este coeficiente es siempre mayor o igual a cero. Desarrollando el cuadrado del numerador

n 2\2 _ \n g2 4 2\ g : oy 2
como » ;" (dij—s7)? = > 1L, dii+nsj—2s7 ) i, dy; este coeficiente puede escribirse también
como:

— \4
Z(iﬂij;%') K -1
Sj

Hj — l

n
El primer miembro de esta expresién, K, es una forma alternativa de medir la homogeneidad
y se conoce como coeficiente de kurtosis. Como H; > 0, el coeficiente de kurtosis serd igual o
mayor que uno. Ambos coeficientes miden la relacién entre la variabilidad de las desviaciones
y la desviacién media. Es facil comprobar que :

1. Si hay unos pocos datos atipicos muy alejados del resto, la variabilidad de las desvia-
ciones serd grande, debido a estos valores y los coeficientes de kurtosis o de homogeneidad
seran altos.

2. Si los datos se separan en dos mitades correspondientes a dos distribuciones muy
alejadas entre si, es decir, tenemos dos conjuntos separados de datos distintos, la media de
los datos estara equidistante de los dos grupos de datos y las desviaciones de todos los datos
serdn similares, con lo que el coeficiente H; serd muy pequeiio (cero en el caso extremo en
que la mitad de los datos son iguales a cualquier nimero, —a , y la otra mitad igual a a).

Un objetivo central de la descripcién de datos es decidir si los datos son una muestra
homogénea de una poblacién o corresponden a una mezcla de poblaciones distintas que deben
estudiarse separadamente. Como veremos en el capitulo siguiente, un caso especialmente
importante de heterogeneidad es la presencia de una pequena proporcién de observaciones
atipicas (outliers), que corresponden a datos heterogéneos con el resto. La deteccién de estas
observaciones es fundamental para una correcta descripcién de la mayoria de los datos, ya
que. como veremos, estos valores extremos distorsionan los valores descriptivos del conjunto.
El coeficiente de kurtosis puede ayudar en este objetivo, ya que tomard un valor alto, mayor
que 7 u 8. Por ejemplo, si contaminamos datos que provienen de una distribucién normal
con un 1% de atipicos generados por otra distribucién normal con la misma media, pero
una varianza 20 veces mayor, el coeficiente de kurtosis serd alrededor de 10. Siempre que
observemos un valor alto de la kurtosis para una variable esto implica heterogeneidad por
uno pocos atipicos muy alejados del resto.

Aparece un tipo distinto de heterogeneidad cuando tenemos una mezcla de dos pobla-
ciones, de manera que una proporcién importante de los datos, entre el 25% y el 50%, son
heterogeneos con el resto. En este caso, el coeficiente de kurtosis es pequeno, menor de dos,
y es facil comprobar que si mezclamos a partes iguales dos distribuciones muy distintas, la
kurtosis de la distribucién resultante tiende a uno, el valor minimo del coeficiente, cuando
aumenta la separacion entre las poblaciones

La presencia posible de datos atipicos recomienda calcular junto a los estadisticos tradi-
cionales medidas robustas de centralizacién y dispersién de los datos. Para centralizacion
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conviene calcular la mediana, que es el valor que se encuentra en la posicién central al ordenar
los datos. Para la dispersion, la MEDA, que es la mediana de las desviaciones absolutas re-
specto a la mediana. Finalmente siempre conviene representar graficamente las variables
continuas mediante un histograma o un diagrama de caja (véase por ejemplo Pena, 2001).
En el andlisis inicial de los datos conviene siempre calcular la media y la mediana de cada
variable. Si ambas son similares, la media es un buen indicador del centro de los datos. Sin
embargo, si difieren mucho, la media puede no ser una buena medida del centro de los datos
debido a: (1) una distribucién asimétrica, (2) la presencia de valores atipicos (que afectaran
mucho a la media y poco a la mediana) (3) heterogeneidad en los datos.

A continuacién pasaremos al andlisis multivariante de las observaciones. En este capi-
tulo presentaremos como obtener medidas conjuntas de centralizacién y dispersiéon para el
conjunto de variables y medidas de dependencia lineal entre pares de variables y entre todas
ellas.

3.3 MEDIDAS DE CENTRALIZACION: EL VECTOR
DE MEDIAS

La medida de centralizacién més utilizada para describir datos multivariantes es el vector
de medias, que es un vector de dimensién p cuyos componentes son las medias de cada una
de las p variables. Puede calcularse, como el caso escalar, promediando las medidas de cada
elemento, que ahora son vectores:

X =— X; = : (32)

Su expresion a partir de la matriz de datos es :

% - 1x1, (3.3)

n
donde 1 representard siempre un vector de unos de la dimensién adecuada. FEn efecto,
escribiendo la matriz X en términos de sus vectores fila, que son vectores de dimensién 1 X p
que contienen los valores de las p variables en cada elemento de la muestra, estos vectores

son las columnas de X', y tendremos que:

iz%[xl...xn] o (3.4)
1

que conduce a (3.2). El vector de medias se encuentra en el centro de los datos, en el sentido

de hacer cero la suma de desviaciones:
n

D (xi — %) =0.

i=1
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ya que esta suma es » | X; —nX, y aplicando la definicién (3.2) es inmediato que esta suma
€es cero.

Las medidas de centralizacion escalares basadas en el orden de las observaciones no
pueden generalizarse facilmente al caso multivariante. Por ejemplo, podemos calcular el
vector de medianas, pero este punto no tiene necesariamente una situaciéon como centro de
los datos. Esta dificultad proviene de la falta de un orden natural de los datos multivariantes.

Ejemplo 3.1 La tabla A.5 del Apéndice de Datos, MEDIFIS, presenta ocho variables fisicas
tomadas en un grupo de 27 estudiantes. Las variables son sexo (sex con 0 para mujer, 1 para
varén), estatura (est, en cm.), peso (pes, en kgr.), longitud de pie (Ipie, en cm), longitud de
brazo (lbra, en cm), anchura de la espalda (aes, en cm), diagmetro de crdneo (der, en cm) y
longitud entre la rodilla y el tobillo (Irt, en cm).

La tabla 3.2 presenta las medias y desviaciones tipicas de las variables, asi como otras
medidas de la distribucion univariante de cada variable.

sex est pes Ipie lbr aes der Irt
Medias 44 168.8 63.9 39.0 73.5 459 57.2 43.1
D. Tipicas b3 100 126 28 49 39 1.8 3.1
Coef. asimetria .22 .15 A7 27 37 -22 .16 .56
Coef. kurtosis 1.06 1.8 21 19 21 24 20 34
Coef. variacién 1.2 .06 20 .0r .07 .09 .03 .07

Tabla 3.2: Anélisis descriptivo de las medidas fisicas

En la variable binaria sexo la media es la proporcion de unos (hombres) en los datos, la
desviacion tipica es \/p(1 — p), donde p es la media. El lector puede comprobar que para
variables binarias el coeficiente de kurtosis es

p’+(1—-p)°
p(1—p)

y en este caso, como p = .44 el coeficiente de kurtosis es 1.06. Para las variables continuas
las medias describen los valores centrales. Si miramos los coeficientes de variacion se observa
que en las medidas de longitudes, como la estatura, la longitud del pie y las extremidades,
que vienen determinadas mds por la herencia genética que por nuestros habitos, la variabili-
dad relativa es del orden del 7% . El didmetro del crdneo es mucho mds constante, con una
variabilidad relativa de menos de la mitad, el 3%. La variabilidad relativa de las variables
que dependen mds de nuestros habitos, como el peso, es mucho mayor, del 20%. Las dis-
tribuciones son aproximadamente simétricas, a juzgar por los bajos valores de los coeficientes
de asimetria. Los coeficientes de kurtosis son bajos, menores o iguales a dos para tres de
las variables, lo que puede indicar la presencia de dos poblaciones mezcladas, como veremos
en la seccion 3.6. Ninguna variable tiene alta kurtosis, por lo que podemos descartar la
presencia de unos pocos valores atipicos grandes.

La tabla 3.3 presenta dos medidas robustas, las mediana (valor central de los datos) y la
MEDA o mediana de las desviacion absolutas para cada variable. Estas medidas confirman
los comentarios anteriores.
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est pes Ipie lbr aes der @ Irt
medianas 168 65 39 73 46 o7 43
medas 851 10.50 2.38 3.96 3.26 1.52 2.39
meda/mediana .05 .16 .05 .05 .07 .03 .06

Tabla 3.3: Anélisis descriptivo robusto de las medidas fisicas

Se observa que las medianas son muy similares a las medias y las medas a las desviaciones
tipicas, lo que sugiere falta de wvalores extremos. Los coeficientes de variacion robustos,
calculados como ratio entre la meda y la mediana son también bdsicamente similares a los
anteriores. Hay que senalar que, en general, la meda es mds pequena que la desviacion tipica,
y que, por tanto, estos coeficientes de variacion serdn mds pequenos que los originales. Lo
importante es que la estructura es similar entre las variables. La figura 3.1 muestra el
histograma de la variable estatura donde se aprecia que los datos parecen ser la mezcla de
dos distribuciones. FEsto es esperable, ya que tenemos juntos hombres y mugeres.

Figura 3.1: Histograma de las estaturas donde se observa una distribuciéon mezclada

3.4 LA MATRIZ DE VARIANZAS Y COVARIAN-
ZAS

Como hemos comentado, para variables escalares la variabilidad respecto a la media se mide
habitualmente por la varianza, o su rafz cuadrada, la desviacién tipica. La relacion lineal
entre dos variables se mide por la covarianza. La covarianza entre dos variables (z;, z) se
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calcula con:

1 & _ _
Sjk = — > (i — T5) (@i — Tn)

=1

y mide su dependencia lineal. Esta informacién para una variable multivariante puede pre-
sentarse de forma compacta en la matriz de varianzas y covarianzas. Definimos esta matriz
como:

S - % > — X)xi = %) (3.5)

que es una matriz cuadrada y simétrica que contiene en la diagonal las varianzas y fuera de
la diagonal las covarianzas entre las variables. En efecto, al multiplicar los vectores :

Ti1 — T1 (zin —T1)2.. (2 —T0)(Tip — Tp)
[Iﬂ—fl,...,fip—fp]: :

Tip — Tp (Tip — Tp) (T — T1) .. - (Tip — Tp)?

se obtiene la matriz de cuadrados y productos cruzados de las p variables en el elemento i.
Al sumar para todos los elementos y dividir por n se obtienen las varianzas y covarianzas
entre las variables. La matriz de varianzas y covarianzas, que llamaremos para simplificar
matriz de covarianzas, es la matriz simétrica de orden p con forma:

3.4.1 Calculo a partir de la matriz de datos centrados

La matriz S puede obtenerse directamente a partir de la matriz de datos centrados X, que
se define como la matriz resultado de restar a cada dato su media:

X =X - 1%.

Sustituyendo el vector de medias por su expresién (3.3):

- 1
X=X~ ~1I'X = PX, (3.6)

donde la matriz cuadrada P estd definida por

1
P=1--11
n
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y es simétrica e idempotente (compruebe el lector que PP = P). La matriz P tiene rango
n — 1 (es ortogonal al espacio definido por el vector 1, ya que P1 = 0) y proyecta los
datos ortogonalmente al espacio definido por el vector constante (con todas las coordenadas
iguales). Entonces la matriz S puede escribirse:

1

n

<o 1
X'X = —X'PX. (3.7)
n

S =

Algunos autores definen la matriz de covarianzas dividiendo por n — 1 en lugar de n para

tener un estimador insesgado de la matriz de la poblacién. Este divisor aparece, como en el

caso univariante, porque para calcular la variabilidad no tenemos n desviaciones independi-

entes sino solamente n — 1. En efecto, los n vectores de desviaciones (x; — X) estén ligados
por la ecuacién

n

Y (xi-%) =0

=1

y s6lo podemos calcular n — 1 desviaciones independientes. Si dividimos la suma por ese
niimero se obtiene una estimacién insesgada de la varianza. En este libro llamaremos matriz
de varianzas corregida, S al estimador insesgado dado por

1 ~ .~

S — X'X

n—1

Ejemplo 3.2 La tabla A.7 del apéndice de datos ACCIONES presenta tres medidas de
rentabilidad de 34 acciones en bolsa durante un periodo de tiempo. La primera, x1 es la
rentabilidad efectiva por dividendos (dividendos repartidos por accion divididos por precio de
la accion), xo es la proporcion de beneficios que va a dividendos (beneficios repartidos en
dividendos sobre beneficios totales) y 3 es el cociente entre precio por accion y beneficios.
La tabla 3.4 presenta las medidas descriptivas de las tres variables.

x; (rentab.) x5 (benef.) xj (precio)

Medias 9.421 69.53 9.097
D. Tipicas 5.394 24.00 4.750
Coef. asimetria 0.37 0.05 2.71
Coef. kurtosis 1.38 1.40 12.44

Tabla 3.4: Anélisis descriptivo de la rentabilidad de las acciones

Las medidas de asimetria y kurtosis indican un alejamiento de la distribucion normal
para las tres variables: las dos primeras tienen valores muy bajos de la kurtosis, lo que
indica alta heterogeneidad, posiblemente por la presencia de dos grupos de datos distintos, y
la tercera tiene alta kurtosis, lo que sugiere la presencia de valores atipicos.

Estas caracteristicas son muy claras en los histogramas de las variables. La primera
variable, rentabilidad efectiva por dividendos, x1, muestra dos grupos de acciones con com-
portamiento distinto. El histograma de la sequnda variable, xo, muestra también dos grupos
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de acciones. Finalmente, la distribucion de la tercera variable es muy asimétrica, con un
valor atipico muy destacado. La evidencia disponible indica que las acciones pueden proba-
blemente dividirse en dos grupos mdas homogéneos. Sin embargo, vamos a ilustrar el andlisis
de todos los datos.

Histograma de la rentabilidad por dividendos.

Figura 3.2: Histograma de la proporcién de beneficios que va a dividendos
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Figura 3.3: Histograma del precio por accién con relacién a los beneficios (per)

La matriz de varianzas y covarianzas de estas tres variables se presenta en la tabla 3.5

Xy | Xo | X5
29.1 [ 100.4 | -15.7
100.4 | 576 |-185
-15.7 | -18.5 | 22.6

Tabla 3.5: Matriz de covarianzas de las acciones

Los elementos diagonales de esta matriz son los cuadrados de las desviaciones tipicas de
la tabla 3.4. Como las dimensiones de las variables son distintas, no tiene sentido calcular
medidas promedio.

Los histogramas de las tres variables han mostrado una clara falta de normalidad. Una
posibilidad, que estudiaremos con mds detalle en el capitulo siguiente, es transformar las
variables para facilitar su interpretacion. Tomando logaritmos, la matriz de covarianzas de
las variables transformadas, se indica en la tabla 3.6

logx; | logxsy | logxs
.35 A5 | -.19
15 A3 | -.03
-19 | -.03 .16

Tabla 3.6: Matriz de covarianzas de las acciones

Se observa que los logaritmos modifican mucho los resultados. Los datos ahora son mds
homogéneos y la variable de mayor varianza pasa a ser la primera, el logaritmo de la rentabil-
1dad efectiva, mientras que la menor es la sequnda, el logaritmo de la proporcion de ben-
eficios que va a dividendos. La relacion entre el logaritmo del ratio precio/beneficios (X3) y
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la rentabilidad efectiva es negativa. Las otras relaciones son débiles. Una ventaja adicional
de los logaritmos es que hace las variables independientes de la escala de medida: Si mul-
tiplicamos las variables por una constante al tomar logaritmos esto es equivalente a sumar
una cantidad y sumar una constante a los datos no altera su variabilidad. Por tanto, al
tomar logaritmos en las variables las varianzas pueden compararse aunque los datos tengan
distintas dimensiones. La varianza media de las tres variables es

354+ .13 4 .16
Var = + 3 + = 213

y parece describir razonablemente la variabilidad de las variables.

3.4.2 Propiedades

Asi como la varianza es siempre un nimero no negativo, la matriz de varianzas y covarianzas
tiene una propiedad similar: es semidefinida positiva. Esta propiedad asegura que si y es
cualquier vector, y'Sy > 0. También la traza, el determinante y los valores propios de esta
matriz son no negativos.

Demostraciéon

Sea w cualquier vector de dimensién p, definamos la variable escalar:

v; = w(x; — X). (3.8)

La media de esta variable sera:

n n
_ 1 I, —
v:—E Ui:—WE(Xi—X):O,
n 4 n 4
=1 =1
y la varianza debe ser forzosamente no negativa, con lo que:

Var(v) — % et = %Z[W/(xi —R)[(x; — K)'w] > 0
= ngw > 0. -

Como la ecuacién anterior es vélida para cualquier vector w, concluimos que S es semi-
definida positiva. Esta condicién también implica que si Sw; = \;w;, entonces \; > 0.
Finalmente, todos los menores principales son no negativos (en particular |S| > 0).
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3.4.3 Variables redundantes: El caso con Matriz S singular

Vamos a analizar las consecuencias de que la matriz S sea singular. Observemos que si existe
algin vector w tal que w'Sw = 0, entonces la variable (3.8) tiene varianza nula y al tener
media cero esta variable siempre toma el valor cero. Por tanto para cualquier ::

p
ij(flfij—fj) =0 V1.
j=1

Esta ecuacion implica que las p variables no son independientes, ya que podemos despejar
una cualquiera en funcién de las demas:

Por tanto, si existe algtin vector w que haga w'Sw = 0, existe una relacion lineal exacta
entre las variables. Lo contrario es también cierto. Si existe una relacién lineal entre las
variables podemos escribir w'(x; — X) = 0, para todo elemento, es decir

iW:O,

multiplicando esta expresién por la derecha por la matriz X' y dividiendo por n:

1~ ~
EX/XW = Sw = 0. (3.9)

Esta condicién implica la matriz S tiene una raiz caracteristica o autovalor igual a cero y
W es el vector caracteristico asociado a la rafz caracteristica cero. Multiplicado en (3.9) por
w’ se obtiene (Xw)'(Xw) = 0, que implica Xw = 0, y concluimos que una variable es una
combinacién lineal exacta de las otras. En consecuencia, es posible reducir la dimensionalidad
del sistema eliminando esta variable. Observemos, ademas, que las coordenadas del vector
w indican la combinacién lineal redundante.

Ejemplo 3.3 La matriz de covarianzas siguiente corresponde a cuatro variables simuladas
de manera que tres de ellas son linealmente independientes, pero la cuarta es el promedio de
las dos primeras.

0947 .0242 .0054 .0594
0242 .0740 .0285 .0491
.0054 .0285 .0838 .0170
0594 .0491 .0170 .0543

Los autovalores de esta matriz calculados con Matlab son (0,17297;0,08762, 0,04617 y
0, 00005). El menor valor propio es practicamente cero comparado con los otros tres, por lo
que la matriz tiene, muy aproximadamente, rango 3. El vector propio asociado a este valor
propio nulo es (.408 .408 .000 -.816 ). Dividiendo por el término mayor este vector propio
puede escribirse como (.5 .5 0 -1), que revela que la falta de rango completo de la matriz de
covarianzas es debido a que la cuarta variable es el promedio de las dos primeras.

S —
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Ejemplo 3.4 En la tabla A.2 del anexo de datos figura una base de datos denominada
EUROSEC compuesta por 26 paises en los que se ha medido el porcentaje de poblacion que
se dedica a cada uno de 9 sectores economicos. FEl céilculo de los autovalores de la matriz de
varianzas covarianzas correspondiente a estos datos se presenta a continuacion y se observa
que hay un autovalor muy prézimo a 0 (.0019). Si este autovalor no es exactamente cero es
debido a que en la tabla de datos la suma de las filas no es evactamente 100% en todos los
casos por errores de redondeo (varta entre 99,8% y 102%)

| 0.0019] 0.0649] 0.4208 | 1.0460 | 2.4434 | 5.6394 | 15.207 | 43.7017 | 303.458 |

Sin embargo, este autovalor tan pequeno define una variable escalar que no tiene prac-
ticamente variabilidad. Para determinarla, obtenemos el vector propio ligado a este valor
propio, que es el vector (.335, .324, .337, .839, .325, .837, .334, .332, .33/). FEste vector
es aprorimadamente el vector constante, lo que indica que la suma de todas las variables da
lugar a una variable escalar aproximadamente constante.

El sequndo valor propio es también bastante pequeno. El vector propio correspondiente
es (-0.07, -0.29, -0.07, 0.91, 0.00, -0.10, -0.12, -0.05, -0.22). Este vector propio estd deter-
minado por la variable cuarta, que tiene mucho mas peso que las demds. FEsto sugiere que la
variable cuarta, sector de la energia, debe tener un peso muy similar en todos los paises. La
matriz de varianzas y covarianzas de las variables es:

241.6
0.53 0.94
—73.11 3.02 49.10
—-233 0.14 1.01 0.14
—13.77 —0.04 5.70 0.03 2.70
—52.42 1.76  6.53 0.34 2.68 20.93
9.59 —-1.20 —-3.06 0.11 0.07 4.69 7.87
—-79.29 —186 7.37 0.34 1.77 1787 2.06 46.64
| —12.22 021 341 0.19 088 119 -0.96 5.39 1.93 |
Se observa como la cuarta variable tiene mucha menor variabilidad que las demds.

Generalizacion

Este procedimiento puede extenderse para cualquier nimero de valores propios nulos: si S
tiene rango h < p, existen p — h variables redundantes que pueden eliminarse. Los vectores
asociados a autovalores nulos indican la composicién de estas variables redundantes. En
efecto, si S tiene rango h ese serd el mimero de valores propios no nulos, y existiran r = p—h
vectores que verifican :

SW1:0

Sw, = 0
o lo que es equivalente, existen r relaciones del tipo

(xi —X)'w; =0, j=1,.,r
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que implica la existencia de r combinaciones lineales exactas entre las variables. Podemos
pues representar las observaciones con h = p —r variables. Existen muchas posibles repre-
sentaciones, ya que cualquier vector del subespacio definido por (wy, ..., w,.) puede expresarse
como una combinacién lineal de estos vectores y verifica:

S(aywyi + ... +a,w,.) =0

Los r vectores propios de S asociados a valores propios nulos constituyen una base orto-
normal (vectores perpendiculares y de médulo unitario) en dicho espacio. Observemos que
cuando hay més de una raiz nula, las relaciones lineales entre las variables no estan definidas
univocamente, ya que dadas dos relaciones lineales nulas cualquier nueva relaciéon que resulte
combinando estas dos tendra la misma propiedad.

Una forma alternativa de analizar el problema es la siguiente. Como

1~ ~
S = —X'X,
n

el rango de S coincide con la matriz 5(, ya que para cualquier matriz A, si llamamos rg(A)
al rango de A, se verifica siempre que:

rg(A) =rg(A') =rg(A'A) =rg(AA’).

Por tanto si la matriz X tiene rango p, éste serd también el rango de S. Sin embargo, si
existen h combinaciones lineales entre las variables X, el rango de la matriz X serd p— h, y
éste serd también el rango de la matriz S.

Ejemplo 3.5 Calculemos los vectores propios de la matriz de varianzas y covarianzas para
los datos de ACCIONES de la tabla A.7, que fueron analizados en el ejemplo 3.2. Los
valores propios de la matriz de las variables originales son (594.86, 29.82, 3.22) y vemos
que existe un valor propio muy grande y dos pequenos, en particular el valor mds pequeno
esta ligado al vector propio ( 0.82, -0.13, 0.55). Para las variables en logaritmos los valores
propios son (0,5208;0,1127 y 0.0065). Ahora existe un valor propio mucho mds pequeno
que los otros dos, y su vector propio es (57,-.55,.60).

Para interpretar la variable definida por este vector propio escribamos su expresion en
funcion de las variables originales. Recordando la definicion de las variables y llamando d a
los dividendos, p al precio, B al beneficio y N al nimero de acciones, suponiendo que la gran
mayoria de los beneficios que se reparten van a dividendos (lo que es sélo una aproximacion)
podemos escribir,

y =.5Mog(d/p) — .55log(dN/B) + .601log(p/B/N)

y, redondeando, esta variable serd, aproximadamente,

y = .6log(d/p)(B/dN)(pN/B) = .6log1 =0

Es decir, llamando X; a las variables en logaritmos, la variable definida por la combi-
nacion X1 — Xo + X3 debe tomar valores pequenios. Si construimos esta variable a partir de
los datos, su media es .01 y su varianza .03, que es mucho menor que la de las variables
originales. Comprobamos que esta variable tiene poca variabilidad pero, al no ser constante,
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no hay una relacion determinista entre las tres variables en logaritmos. Los beneficios repar-
tidos aparte de los dividendos aunque pequenos en promedio, no son despreciables para al-
gunas acciones. Observemos que esta informacion, que es revelada por el andlisis de los
vectores propios de la matriz de covarianzas, puede pasar facilmente desapercibida al lector
no experto que trabaja directamente con estas medidas de rentabilidad.

3.5 MEDIDAS GLOBALES DE VARIABILIDAD

Cuando las variables se miden en las mismas unidades (euros, km) o son adimensionales
(porcentajes, proporciones, etc) interesa encontrar medidas de la variabilidad promedio que
permitan comparar distintos conjuntos de variables. Vamos a obtener primero estas me-
didas globales como resumen de la matriz de varianzas y covarianzas y, en segundo lugar,
interpretaremos estas medidas mediante el concepto de distancias entre puntos.

3.5.1 La variabilidad total y la varianza promedio

Una forma de resumir la variabilidad de un conjunto de variables es mediante la traza de su
matriz de varianzas y covarianzas y se define la variabilidad total de los datos por:

y la varianza promedio por

1 P

) 2

5= E S5, 3.10
P (3.10)

El inconveniente de esta medida es que no tienen en cuenta la estructura de dependencia
entre las variables. Para ilustrar el problema supongamos p = 2 y el caso extremo en que
ambas variables son la misma, pero en unidades distintas. Entonces, la variabilidad conjunta
de las dos variables en el espacio es nula, porque los puntos estdn siempre forzados a estar
sobre la recta que define la relacién lineal entre las dos variables, y, sin embargo, 52 puede
ser alta. En general, si la dependencia entre las variables es muy alta, intuitivamente la
variabilidad conjunta es pequena, ya que conocida una variable podemos determinar aprox-
imadamente los valores de las demads. Este aspecto no queda recogido en esta medida, que
prescinde de las relaciones de dependencia existentes.

3.5.2 La Varianza Generalizada

Una medida mejor de la variabilidad global es la varianza generalizada, que es el determinante
de la matriz de varianzas y covarianzas, es decir

VG =S|

Su raiz cuadrada se denomina desviacion tipica generalizada, y tiene las propiedades sigu-
ientes:
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a) Estd bien definida, ya que el determinante de la matriz de varianzas y covarianzas es
siempre no negativo.

b) Es una medida del drea (para p = 2), volumen (para p = 3) o hipervolumen (para
p > 3) ocupado por el conjunto de datos.

Para aclarar estas ideas, supongamos el caso p = 2. Entonces, S puede escribirse:

2

S rS;S
— x ey
S—[ 2 ]

rSyzSy S
y la desviacién tipica generalizada es:
IS|Y2 = 5,8,V/1 — 12 (3.11)

Si las variables son independientes, la mayorfa de sus valores estardn dentro de un rectén-
gulo de lados 6s,, 6s, ya que, por el teorema de Tchebychev, entre la media y 3 desviaciones
tipicas deben estar, aproximadamente, al menos el 90% de los datos. En consecuencia, el drea
ocupada por ambas variables es directamente proporcional al producto de las desviaciones
tipicas.

Si las variables estdn relacionadas linealmente y el coeficiente de correlacion es distinto
de cero, la mayoria de los puntos tenderan a situarse en una franja alrededor de la recta de
regresién y habra una reduccién del drea tanto mayor cuanto mayor sea r2. En el limite,
si 72 = 1, todos los puntos estdn en una linea recta, hay una relacién lineal exacta entre
las variables y el drea ocupada es cero. La férmula (3.11) describe esta contraccién del drea
ocupada por los puntos al aumentar el coeficiente de correlacién.

Un inconveniente de la varianza generalizada es que no sirve para comparar conjuntos
de datos con distinto nimero de variables, ya que tiene las dimensiones del producto de las
variables incluidas. Si anadimos a un conjunto de p variables que tiene una varianza general-
izada |S,| una variable adicional, incorrelada con el resto y varianza 3]2, 1, es facil comprobar,

con los resultados del célculo del determinante de una matriz particionada presentados en
2.3.5, que

Spi1l =[Sy 512>+1

y eligiendo las unidades de medida de la variable p + 1 podemos hacer que la varianza
generalizada aumente o disminuya a voluntad. Supongamos el caso méas simple donde la
matriz S es diagonal y las variables van expresadas en las mismas unidades, por ejemplo
euros. Entonces

|S,| = 3.7

Supongamos que todas las varianzas en euros son mayores que la unidad. Entonces, si
anadimos una variable p 4+ 1 , la nueva varianza generalizada seréd

Spia| = 3%----35)31274—1 =[Syl Szz)—s—l > Sy
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ya que 5120 41 > 1. En este caso la varianza generalizada aumenta monotonamente al consid-
erar nuevas variables, es decir, llamando |S,| a la varianza generalizada de las primeras j
variables, tenemos que

1S,| > [Sp_1] .- > |Sa| > 57

Supongamos ahora que expresamos las variables en miles de euros y con este cambio todas
las varianzas son ahora menores que la unidad. Entonces la varianza generalizada disminuye
monotonamente al incluir variables.

3.5.3 La variabilidad promedio

Para evitar estos inconvenientes, Pena y Rodriguez (2000) han propuesto como medida
global de variabilidad la variabilidad promedio, dada por

VP =|S|'" (3.12)

que tiene la ventaja de que cuando todas las variables van en las mismas dimensiones esta
medida tiene las unidades de la varianza. Para matrices diagonales esta medida es sim-
plemente la media geométrica de las varianzas. Observemos que, como el determinante es
el producto de los valores propios, la variabilidad promedio es la media geométrica de los
valores propios de la matriz S, que por ser semidefinida positiva serdn siempre no negativos.

Como la media geométrica de un conjunto de niimeros es siempre menor que su media
aritmética esta medida serd siempre menor que la varianza media. La variabilidad promedio
tiene en cuenta la dependencia conjunta, ya que si una variable fuese combinacién lineal
de las demds al existir un valor propio nulo, la medida (3.12) es nula, mientras que la
varianza media, dada por (3.10) no lo serd. Veremos en los capitulos siguientes que la
variabilidad promedio y la varianza media tienen una gran importancia en los procedimientos
multivariantes.

Andlogamente podemos definir la desviacion promedio mediante

DP =[8|"*.

Ejemplo 3.6 Partiendo de la matriz de covarianzas S para los logaritmos de las acciones,
datos A.7, ACCIONES, del ejemplo 3.5, obtenemos que

|S| = 0.000382
La variabilidad promedio es
VP =|9"=.0726

que podemos comparar con la media aritmética de las tres varianzas que calculamos en el
ejemplo 3.2:

tr(S)/3 = .2133
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Como vemos, la fuerte dependencia entre las variables hace que la variabilidad real promedio,
cuando se tienen en cuenta las covarianzas, sea mucho menor que cuando se prescinde de
ellas y se calcula el promedio de las varianzas.

Para las desviaciones tipicas

DP = |S]"% = 269
que podemos tomar como medida global de variabilidad en los datos originales.

Ejemplo 3.7 La matriz de varianzas y covarianzas para los datos de las medidas fisicas es
100.24 104.49 26.12 44.22 33.20 10.64 26.19
104.49 158.02 30.04 50.19 41.67 14.08 27.99
26.12 30.04 791 11.66 886 2.79 7.42
S= 44.22 50.19 11.66 23.69 154 4.18 11.55
33.20 41.67 886 154 1559 4.48 7.72
10.64 14.08 2.79 4.18 4.48 327 3.11
26.19 2799 742 11.55 772 3.11 9.61

y la medida promedio VP = |S|"" =5.7783 y V PY2 =2.4038. Como existe bastante de-
pendencia estas medidas son mucho menores de los promedios de las varianzas. Por ejemplo
tr(S)/7=45.48. Observemos que esta medida no tiene, en este ejemplo, clara interpretacion,
al estar las variables en distintas unidades.

3.6 VARIABILIDAD Y DISTANCIAS

Un procedimiento alternativo para estudiar la variabilidad de las observaciones es utilizar el
concepto de distancias entre puntos. En el caso escalar, la distancia entre el valor de una
variable  en un punto, x;, y la media de la variable, T, se mide de manera natural mediante

(x; —T)?%, o, lo que es equivalente, por el valor absoluto de la diferencia, |z; — Z|. La
desviacion tipica es un promedio de estas distancias entre los puntos y su media. Cuando
disponemos de una variable vectorial, cada dato es un punto en R?, y podemos pensar en
construir medidas de variabilidad promediando las distancias entre cada punto y el vector de
medias. Esto requiere generalizar el concepto de distancia a espacios de cualquier dimension.
El concepto de distancia entre puntos serd importante en los capitulos siguientes.

3.6.1 El concepto de distancia

Dados dos puntos x;, x; pertenecientes a it , diremos que hemos establecido una distancia,
o una métrica, entre ellos si hemos definido una funcién d con las propiedades siguientes:

1. d: P xRP — R, es decir, dados dos puntos en el espacio de dimensién p su distancia
con esta funcién es un nimero no negativo, d(x;,x;) > 0;

2. d(x;,%;) =0 Vi, la distancia entre un elemento y si mismo es cero.

3. d(x;,x;) = d(x4,X;), la distancia es una funcién simétrica en sus argumentos.
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4. d(x;,x;5) < d(x;,%,) + d(x,,%,), la distancia debe verificar que si tenemos tres puntos,
la suma de las longitudes de dos lados cualesquiera del tridangulo formado por los tres
puntos debe siempre ser mayor que el tercer lado. Esta propiedad se conoce como la
propiedad triangular.

Estas propiedades generalizan la nocién intuitiva de distancia entre dos puntos sobre una
recta. Una familia de medidas de distancia muy habituales en R es la familia de métricas
o distancias de Minkowski, que se define en funcién de un pardmetro r por

p 1/r
) = (Z(% - xjs)’“) (3.13)

s=1

y las potencias mds utilizadas son r = 2, que conduce a la distancia euclidea, o en Lo,

P 1/2
dij = (Z(ﬂfzs - xjs)2) = (% —%;) (% — Xj)l/Q,

s=1

yTr= 1, que se denomina distancia €1 L1:
"1
dij = |xi - xj| )

donde 1" = (1,...,1).
La distancia més utilizada es la euclidea pero tiene el inconveniente de depender de las
unidades de medida de las variables. Por ejemplo, sea z la estatura de una persona en metros

e y su peso en kilogramos. Compararemos la distancia entre tres personas: A(1.80,80),
B(1.70,72) y C(1.65,81). El cuadrado de la distancia euclidea del individuo A al B sera:

d*(A, B) = (1.80 — 1.70)* + (80 — 72)* = .1* + 8% = 64.01

y, andlogamente d?(A, C') = .1524+1 = 1.225. Por tanto, con la distancia euclidea el individuo
A estard mucho mads cerca del individuo C que del B. Supongamos que, para hacer los
nimeros méas similares, decidimos medir la estatura en centimetros, en lugar de metros. Las
nuevas coordenadas de los individuos son ahora A(180,80), B(170,72) y C(165,81), y las
distancias euclideas entre los individuos se transforman en d?(A, B) = 102 + 82 = 164 y
d*(A,C) = 152 + 1 = 226. Con el cambio de unidades, el individuo A estd con la distancia
euclidea més cerca del B que del C. La distancia euclidea depende mucho de las unidades de
medida, y cuando no existe una unidad fija natural, como en este ejemplo, no estd justificado
utilizarla.

Una manera de evitar el problema de las unidades es dividir cada variable por un término
que elimine el efecto de la escala. Esto conduce a la familia de métricas euclideas ponderadas,
que se definen por

dij = [(Xz - Xj)/M_l (Xi - Xj)} 1/2 (314)
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donde M es una matriz diagonal que se utiliza para estandarizar las variables y hacer la
medida invariante ante cambios de escala. Por ejemplo, si colocamos en la diagonal de M
las desviaciones tipicas de las variables, la expresion (3.14) se convierte en

» 1/2 » 1/2
Tis — Tjs _
o= (D) - (St n)
$ s=1

s=1

que puede verse como una distancia euclidea donde cada coordenada se pondera inversamente
proporcional a la varianza. Por ejemplo, si suponemos que las desviaciones tipicas de las
variables altura y peso son 10 cm y 10 kgr, las distancias estandarizadas al cuadrado entre
los individuos anteriores son

d*(A,B) = (1+0,8%) =1,64

d*(A,C) = (1,5 +0,1%) = 2, 26.

Con esta métrica, que es més razonable, A estd mds préximo a B que a C.

En general la matriz M puede no ser diagonal, pero siempre debe ser una matriz no
singular y definida positiva para que d;; > 0. En el caso particular en que tomemos M =1
se obtiene de nuevo la distancia euclidea. Si tomamos M = S se obtiene la distancia de
Mahalanobis que estudiamos a continuacién.

3.6.2 La Distancia de Mahalanobis

Se define la distancia de Mahalanobis entre un punto y su vector de medias por

d; = [(xi = %)'S ' (x; — %)]"/*

Es frecuente referirse al valor d? también como distancia de Mahalanobis, en lugar de
como cuadrado de la distancia, y en este libro, para simplificar, utilizaremos a veces esta
licencia, aunque estrictamente la distancia es d;. Vamos a interpretar esta distancia y compro-
bar que es una medida muy razonable de distancia entre variables correladas. Consideremos
el caso p = 2. Entonces, escribiendo s15 = rs1ss, tenemos que

g1_ 1 { 51 —rsflsr;l}

(1—1r2) —rs; syt 552

y la distancia de Mahalanobis (al cuadrado) entre dos puntos (z1,y1), (22, y2) puede escribirse

d

_ o B 22) (Y — )
] B T |

2 1 (71 — 2172)2 (1 — y2)2

Sir = 0, esta distancia se reduce a la distancia euclidea estandarizando las variables por sus
desviaciones tipicas. Cuando r # 0 la distancia de Mahalanobis anade un término adicional
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que es positivo (y por lo tanto “separa” los puntos) cuando las diferencias entre las variables
tienen el mismo signo, cuando r > 0, o distinto cuando r» < 0. Por ejemplo, entre el peso
y la altura hay correlacién positiva: al aumentar la estatura de una persona en promedio
también lo hace su peso. Si consideramos las tres personas anteriores A(180,80), B(170, 72)
y C(165,81) con desviaciones tipicas 10 cm y 10 kgr y el coeficiente de correlacién 0,7, los
cuadrados de las distancias de Mahalanobis serdn

1
d2, (A, B) = 0 [1+0,8—1,4%0,8] =1.02

da(A,C) = ﬁ (1,5 40,17+ 1,4 x 1,5 x 0,1] = 4.84,

concluimos que el individuo A estd mas cerca del B que del C con esta distancia. La distancia
de Mahalanobis tiene en cuenta que, aunque el individuo B es més bajo que el A, como hay
correlacién entre el peso y la altura si su peso también disminuye proporcionalmente, el
aspecto fisico de ambos es similar porque aunque cambia el tamano global no cambia la
forma del cuerpo. Sin embargo, el individuo C es todavia més bajo que el A y ademds pesa
mas, lo que implica que su aspecto fisico es muy distinto del de A. Como consecuencia, la
distancia de A a C es mayor que a B. La capacidad de esta distancia para tener en cuenta la
forma de un elemento a partir de su estructura de correlacién explica su introduccién por P.
C. Mahalanobis, un eminente estadistico indio, en los afos 30 para comparar medidas fisicas
de razas en la India.

3.6.3 La distancia promedio

Podriamos plantearnos construir una medida global de la variabilidad respecto a la media
de una variable vectorial escogiendo promediando las distancias entre los puntos y la media.
Por ejemplo, si todas las variables van en las mismas unidades, podemos tomar la distancia
euclidea al cuadrado y promediar por el niimero de términos en la suma:
1 < _ _
V== (xi —X)'(x; — X). (3.15)

n <
=1

Como un escalar es igual a su traza, podemos escribir
Vin = itr l(xi —X)(x; —X)| = itr l(xi —X)(x; —X)'| =tr(S)
i=1 n i=1 n

y el promedio de distancias es la variabilidad total. Si promediamos las distancias también
por la dimensién del vector, tenemos que:

n

1
Vinp = np - (% —X)'(x; —X) =5 (3.16)
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y el promedio estandarizado de las distancias euclideas entre los puntos y la media es el
promedio de las varianzas de las variables.

No tiene sentido definir una medida de distancia promediando las distancias de Maha-
lanobis, ya que es fécil comprobar (véase ejercicio 3.12) que el promedio de las distancias de
Mahalanobis es siempre p, y el promedio estandarizado por la dimensién del vector es uno .

Ejemplo 3.8 La tabla adjunta presenta para los datos de las medidas fisicas, MEDIFIS, las
distancias euclideas al cuadrado de cada dato a su media, d?, las distancias de Mahalanobis
de cada dato a su media, D%, la mdzima distancia euclidea entre cada punto y otro de la
muestra, d?,,, el orden del dato mds alejado con esta distancia, I, , la mdzima distancia de
Mahalanobis entre cada punto y otro de la muestra, D3, . y el orden del dato mds alejado
con esta distancia, Iy;.

orden d? D?, dz,, L D3 Iy

1.0000 3.8048 0.0226 29.0200 24.0000 29.0200 24.0000

2.0000 0.3588 0.0494 15.4800 24.0000 15.4800 24.0000

3.0000 0.2096 0.0447 10.0600 20.0000 10.0600 20.0000

4.0000 1.65899 0.0783 20.5925 24.0000 20.5925 24.0000

5.0000 2.2580 0.0759 23.8825 24.0000 23.8825 24.0000

6.0000 0.8336 0.0419 15.6000 24.0000 15.6000 24.0000

7.0000 2.8505 0.0830 23.5550 24.0000 23.5550 24.0000

8.0000 3.0814 0.0858 20.3300 20.0000 20.3300 20.0000

9.0000 3.6233 0.0739 21.7750 20.0000 21.7750 20.0000

10.0000 3.5045 0.0348 28.1125 24.0000 28.1125 24.0000

11.0000 2.0822 0.0956 20.2900 24.0000 20.2900 24.0000

12.0000 0.6997 0.1037 11.5425 20.0000 11.5425 20.0000

13.0000 6.2114 0.0504 34.7900 24.0000 34.7900 24.0000

14.0000 2.2270 0.0349 18.2700 20.0000 18.2700 20.0000

15.0000 4.2974 0.1304 23.2200 20.0000 253.2200 20.0000

16.0000 10.5907 0.1454 35.6400 20.0000 35.6400 20.0000

17.0000 1.7370 0.0264 16.9000 20.0000 16.9000 20.0000

18.0000 0.7270 0.0853 14.1100 24.0000 14.1100 24.0000

19.0000 4.5825 0.1183 30.5500 24.0000 30.5500 24.0000

20.0000 7.8399 0.0332 39.1100 24.0000 39.1100 24.0000

21.0000 4.4996 0.0764 23.9600 20.0000 23.9600 20.0000

22.0000 0.5529 0.0398 12.3100 20.0000 12.3100 20.0000

23.0000 3.9466 0.0387 29.3900 24.0000 29.3900 24.0000

24.0000 11.9674 0.0998 39.1100 20.0000 39.1100 20.0000

25.0000 0.4229 0.0745 10.6500 20.0000 10.6500 20.0000

26.0000 0.2770 0.0358 10.5850 20.0000 10.5850 20.0000

27.0000 0.9561 0.1114 17.6050 24.0000 17.6050 24.0000

Se observa que con la distancia euclidea los puntos mds alejados de la media son el 2/
y el 16, sequidos del 20. FEl punto mds extremo para cada uno es el 24 o el 20, lo que
define a estos puntos como extremos en el espacio con esta medida. Con las distancias de
Mahalanobis los mds alejados de la media son los 15 y 16 pero, sin embargo, los puntos que
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aparecen como extremos de la muestra son de nuevo los 20 y 24. Observando estos datos, el
24 correponde a un hombre muy alto, el mayor de la muestra, y el 20 a una mujer de baja
estatura y delgada, que constituye el extremo opuesto de los datos.

3.7 MEDIDAS DE DEPENDENCIA LINEAL

Un objetivo fundamental de la descripciéon de los datos multivariantes es comprender la
estructura de dependencias entre las variables. Estas dependencias pueden estudiarse: (1)
entre pares de variables; (2) entre una variable y todas las demds; (3) entre pares de variables
pero eliminando el efecto de las demds variables; (4) entre el conjunto de todas las variables.
Vamos a analizar estos cuatro aspectos.

3.7.1 Dependencia por pares: La matriz de correlacién

La dependencia lineal entre dos variables se estudia mediante el coeficiente de correlacién
lineal o simple. Este coeficiente para las variables z;, xj es:
Tjk = S]—k
SjSk
y tiene las propiedades siguientes: (1) 0 < |rj;| < 1; (2) si existe una relacién lineal exacta en-
tre las variables, x;; = a+bx;, entonces |r;;| = 1; (3) rj es invariante ante transformaciones
lineales de las variables.

La dependencia por pares entre las variables se mide por la matriz de correlaciéon. Lla-
maremos matriz de correlaciéon, R, a la matriz cuadrada y simétrica que tiene unos en la
diagonal principal y fuera de ella los coeficientes de correlacion lineal entre pares de variables,
escribiremos:

1 T2 ... Tip

Tp1t Tp2 ... 1

Esta matriz es también semidefinida positiva. Para demostrarlo, llamemos D = D(S) a
la matriz diagonal de orden p formada por los elementos de la diagonal principal de S, que
son las varianzas de las variables. La matriz DY/? contendrd las desviaciones tipicas y la
matriz R esta relacionada con la matriz de covarianzas, S, mediante:

R =D"/2SD"1/2, (3.17)
que implica
S = D?RD'2. (3.18)
La condicién w'Sw > 0 equivale a:
w'D'?2RD"?w = 2Rz > 0

llamando z = DY?w al nuevo vector transformado por D2. Por tanto, la matriz R es,
como la matriz S, semidefinida positiva.
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3.7.2 Dependencia de cada variable y el resto: Regresién Miiltiple

Ademis de estudiar la relacién entre pares de variables podemos estudiar la relacién entre
una variable y todas las demds. Hemos visto que si una variable es combinacién lineal de
las demds, y por lo tanto puede predecirse sin error con el resto, debemos eliminarla de
consideracion. Es posible que, sin llegar a esta situacién extrema, haya variables que sean
muy dependientes de las demds y conviene medir su grado de dependencia. Supongamos que
x; es la variable de interés y para simplificar la notacion la llamaremos variable explicativa
o respuesta y la denotaremos por y. A continuacién, consideremos su mejor predictor lineal
a partir de las restantes variables, que llamaremos variables explicativas o regresores. Este
predictor lineal tendra la forma:

gz:g—i_ﬁl(le_fl)_'__'_ﬁp(xzp_fp); = 1,,7l (319)
y se comprueba que cuando las variables explicativas toman un valor igual a su media la
variable respuesta es también igual a su media. Los p — 1 coeficientes (3, para k = 1,...,p
con k # j, se determinan de manera que la ecuacién proporcione, en promedio, la mejor
prediccién posible de los valores de y;. Llamando residuos a los errores de prediccion, e; =
Y; — Ui, es inmediato, sumando para los n datos en (3.19), que la suma de los residuos para
todos los puntos muestrales es cero. Esto indica que cualquiera que sean los coeficientes
f3; la ecuacién (3.19) va a compensar los errores de predicciéon positivos con los negativos.
Como queremos minimizar los errores con independencia del signo, los elevamos al cuadrado
y calculamos los ; minimizando:

n
_ 2
M = E e;,
i=1

Derivando esta expresion respecto a los pardmetros 3;, se obtiene el sistema de p — 1 ecua-
ciones, para k = 1,...,p con k # j,:

~

2> [yi — G+ By(za —T1) + o+ By(wip — Tp) | (wa — T)
i=1

que puede escribirse:

dewn=0  k=1..p k#j

que tiene una clara interpretacién intuitiva. Indica que los residuos, o errores de prediccion,
deben de estar incorrelados con las variables explicativas, de manera que la covarianza entre
ambas variables sea cero. En efecto, si existiese relacién entre ambas variables podria uti-
lizarse para prever los errores de prediccion y reducirlos, con lo que la ecuacién de prediccion
no podria ser éptima. Geometricamente este sistema establece que el vector de residuos
debe ser ortogonal al espacio generado por las variables explicativas. Definiendo una matriz
X g de datos para la regresién de dimensiones (n X p — 1) que se obtiene de la matriz de
datos centrada, 5&, eliminando la columna de esta matriz que corresponde a la variable que
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queremos prever, que llamaremos y, el sistema de ecuaciones para obtener los pardmetros
es:

X,y = X, Xz
que conduce a :
~ . B
B = (XpXr) RY = SpiISXY’

donde S;_1 es la matriz de covarianzas de las p—1 variables explicativas y Sy la columna de
la matriz de covarianzas correspondiente a las covarianzas de la variable seleccionada como
y con el resto. La ecuacién obtenida con estos coeficientes se conoce como la ecuacion de
regresion maltiple entre la variable y = z; y las variables, xy, con k =1,...,p;y k # J.

El promedio de los residuos al cuadrado con la ecuacion de regresién miiltiple para explicar
x; es:

sp(j) = == (3.20)

y es una medida de la precisién de la regresiéon para prever la variable y = x;. Una medida
adimensional de la dependencia se construye partiendo de la identidad

Yi—Y=u-Yte

y elevando al cuadrado y sumando para todos los puntos se obtiene la descomposicién bésica
del anélisis de la varianza, que podemos escribir como:

VI'=VE+VNE

donde la variabilidad total o inicial de los datos, VT = > (y; — y)2 , Se expresa como suma
de la variabilidad explicada por la regresion, VE =Y (y; — 5)2 , v la residual o no explicada
por la regresion, VNE = > e?. Una medida descriptiva de la capacidad predictiva del
modelo es el cociente entre la variabilidad explicada por la regresién y la variabilidad total.
Esta medida se llama coeficiente de determinacion, o coeficiente de correlacion maltiple al
cuadrado, y se define por:

) VE _, _VNE

e = VT T VT (3.21)

donde el subindice indica la variable que estamos explicando y los regresores. Utilizando
(3.20) podemos escribir

R? 1—30) (3.22)

'17"'7p -

Es immediato comprobar que en el caso de una tinica variable explicativa R? es el cuadrado
del coeficiente de correlacién simple entre las dos variables. También se comprueba que es
el cuadrado del coeficiente de correlacién simple entre las variables y y 7. El coeficiente de
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correlacién multiple al cuadrado puede ser mayor, menor o igual que la suma de los cuadrados
de las correlaciones simples entre la variable y y cada una de las variables explicativas (véase
Cuadras, 1993).

Segiin la ecuacién (3.22) podemos calcular el coeficiente de correlacién muiltiple entre
cualquier variable z; y las restantes si conocemos su varianza y la varianza residual de una
regresion de esta variable sobre las demds. Se demuestra en el apéndice 3.1 que los términos
diagonales de la inversa de la matriz de covarianzas, S™!, son precisamente las inversas de
las varianzas residuales de la regresion de cada variable con el resto. Por tanto podemos
calcular facilmente el coeficiente de correlacién muiltiple al cuadrado entre la variable z; y
las restantes como sigue:

(1) Tomar el elemento diagonal j de la matriz S, s;; que es la varianza 3]2- de la variable.

(2) Invertir la matriz S y tomar el elemento diagonal j de la matriz S que llamaremos
s, Este término es 1/s%(j), la varianza residual de una regresién entre la variable j y el
resto.

(3) Calcular R?, la correlacién nuiltiple como

1

Ji g
87755,

2 _
Esta expresion permite obtener inmediatamente todos los coeficientes de correlacion miiltiple
a partir de las matrices S y S71.

Ejemplo 3.9 La matriz de correlacion para las 7 variables fisicas, tabla A.5, MEDIFIS, del
ejemplo 1.1. se presenta en la tabla 1.5. Las variables aparecen en el orden del ejemplo 1.1

1 083 093 091 0.84 0.59 0.84
083 1 085 0.82 0.84 0.62 0.72
093 08 1 085 0.80 0.55 0.85
R=1|091 082 08 1 0.80 048 0.76

0.84 0.84 0.80 0.80 1 0.63 0.63

0.59 0.62 0.55 0.48 0.63 1 0.56
| 0.84 0.72 0.85 0.76 0.63 0.56 1

Se observa que la maxima correlacion aparece entre la primera y la tercera variable (estatura
y longitud del pie) y es 0,93. La minima es entre la longitud del brazo y el diagmetro del
craneo (0,48). En general las correlaciones mads bajas aparecen entre el diagmetro del crdaneo
y el resto de las variables. La matriz S~' es:
0.14 0.01 -0.21 -0.11 -0.07 —0.05 —0.07
0.01 0.04 —-0.08 —0.03 —0.04 —0.04 —0.00
—-0.21 —-0.08 126 0.06 —0.05 0.18 —-0.29
—-0.11 —0.03 0.06 029 —-0.04 0.13 —-0.04
—-0.07 —-0.04 —-0.05 —-0.04 0.34 -0.13 0.15
—-0.05 —0.04 0.18 0.13 —-0.13 0.64 -0.15
—-0.07r —-0.00 —0.29 —-0.04 0.15 —-0.15 0.50
y utilizando los elementos diagonales de esta matriz y de la matriz S podemos calcular las
correlaciones multiples al cuadrado de cada variable con el resto como sigue: (1) multipli-
camos los elementos diagonales de las matrices S y S™1. El resultado de esta operacion es el
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vector (14.3672, 5.5415, 9.9898, 6.8536, 5.3549, 2.0784, 4.7560). (2) A continuacion, cal-
culamos las inversas de estos elementos, para obtener (0.0696 0.1805 0.1001 0.1459 0.1867
0.4811 0.2103). Finalmente, restamos a uno estos coeficientes para obtener (0.9304, 0.8195,
0.8999, 0.8541, 0.8133, 0.5189, 0.7897) y estos son los coeficientes de correlacion multiple
entre cada variable y el resto. Vemos que la variable mds previsible por las restantes es la
estatura, (R? = 0.9304) , despues el pié (R?> = 0.8999) y luego la longitud del brazo (R* =
0.8541). La menos predecible es dcr, que tiene un coeficiente de correlacion maltiple con el
resto de 0.5189, o en otros términos, el resto de las variables explica el 52% de la variabilidad
de esta variable.

La ecuacion para prever la estatura en funcion del resto de las variables se obtiene facil-
mente con cualquier programa de regresion. FEl resultado es

est = 0.9 - 0.094 peso+ 1.43pie + 0.733 lbr + 0.494 aes + 0.347 der + 0.506 Irt

que es la ecuacion que permite prever con menor error la estatura de una persona dadas
el resto de las medidas. El R? de esta regresion es = 0,93, resultado que habiamos obtenido
anteriormente. La ecuacion para prever la longitud del pié es:

pie = 8.14 + 0.162 est + 0.0617 pes - 0.051 lbr + 0.037 aes - 0.144 decr + 0.2291rt

que indica que para prever el pie las variables mds relevantes parecen ser la estatura y
[ alongitud rodilla tobillo. Podemos hacer regresiones tomando como variable explicativa el
sexo, entonces:

sexo = - 3.54 - 0.0191 est - 0.0013 pes + 0.141 pie + 0.0291 lbr + 0.0268 aes
- 0.0439 der + 0.0219 Irt

La variable mas importante para prever el sexo de una persona parece ser el pie que es la
que tiene un coeficiente mds alto.

3.7.3 Dependencia directa entre pares: Correlaciones parciales

La dependencia directa entre dos variables controlando el efecto de las restantes se mide por
el coeficiente de correlacion parcial. Se define el coeficiente de correlacién parcial entre dos
variables, (z1,2), dadas las variables (z3, ..., 2,), ¥ se denota por 7123 5, como el coeficiente
de correlacién entre las partes de x7 y z2 que estdn libres de los efectos de las variables
(x3,...,xp). Este coeficiente se obtiene en dos etapas. Primero, hay que obtener la parte de
cada variable que no es explicada por (o estd libre de los efectos de) el grupo de variables que
se controlan. Esta parte es el residuo de la regresién sobre el conjunto de variables (s, ..., z,),
ya que, por construccién, el residuo es la parte de la respuesta que no puede preverse o es
independiente de los regresores. Segundo, se calcula el coeficiente de correlacién simple entre
estos dos residuos. Se demuestra en el apéndice 3.3 que los coeficientes de correlacién parcial
entre cada par de variables se obtienen estandarizando los elementos de la matriz S™'. En
concreto, si llamamos s¥ los elementos de S7!, el coeficiente de correlacion parcial entre las
variables z;z;, se obtiene como

sY

Tjk12,...p = — ——
J P /—s”sﬂ

(3.23)
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Los coeficientes de correlacién parcial pueden calcularse a partir de los coeficientes de cor-
relacion multiple mediante la relacién, que se demuestra en el apéndice 3.3:

2
1 7’2 . 1 - R1.2,...,.p
—T23.p = 2 )
L - R1-37~--,P

donde 7’%2.3_,1, es el cuadrado del coeficiente de correlacion parcial entre las variables (z1, x2)
cuando se controlan las variables (3, ..., z,) , R%Z...,p es el coeficiente de determinacién o coe-
ficiente de correlacién multiple al cuadrado en la regresién de x; con respecto a (z2, x3, ..., Tp)
y R 5 ., es el coeficiente de determinacién o coeficiente de correlacién miltiple al cuadrado
en la regresion de x; con respecto a (zs, ..., z,). (El resultado es equivalente si intercambiamos
T por xs). Esta expresion indica una relacién simple entre términos del tipo 1 — %, que,
segtin la expresion (3.21), representan la proporcién relativa de variabilidad no explicada.

Se define la matriz de correlaciones parciales, P, como aquella que contiene los coeficientes
de correlacién parcial entre pares de variables eliminando el efecto de las restantes. Por
ejemplo, para cuatro variables, la matriz de correlaciones parciales, :

1 7rio34 71324 T1423

P, — 721.34 1 T23.14 T724.13
4 1

3124 73214 T'34.12

Ta123 Ta213 Taz12 1

donde, por ejemplo, 71234 es la correlacién entre las variables 1 y 2 cuando eliminamos el
efecto de la 3 y la 4, o cuando las variables 3 y 4 permanecen constantes. De acuerdo con
(3.23) estd matriz se obtiene como

P = (—1)“D(s™ ") ¥28D(S7!)"1/2

donde D(S_l) es la matriz diagonal obtenida seleccionando los elementos diagonales de la
matriz S~ y el término (—1)** indica que cambiamos el signo de todos los elementos de la
matriz menos de los elementos diagonales que serdan la unidad. La expresion (3.23) es similar
a la (3.17), pero utilizando la matriz S~ en lugar de S. Observemos que D(S™")~/2 no es
la inversa de D(S)~/2 = D=2 y que, en consecuencia, P no es la matriz inversa de R.

3.7.4 El coeficiente de Dependencia

Para obtener una medida conjunta de la dependencia entre las variables podemos utilizar el
determinante de la matriz de correlacion, que mide el alejamiento del conjunto de variables de
la situacion de perfecta dependencia lineal. Se demuestra en el apéndice 3.2 que 0 < |R| <1
y:

(1) Si las variables estdn todas incorreladas R es una matriz diagonal con unos en la
diagonal y |R| = 1.

(2) Si una variable es combinacién lineal del resto hemos visto que S y R son singulares
y [R| =0

(3) En el caso general, se demuestra en el apéndice 3.3 que:

Ry|=(1-R, , 1) (1—-R 4., 5) - (1—R3,). (3.24)
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es decir, el determinante de la matriz de correlacién es el producto de p — 1 términos. El
primero representa la proporcién de variabilidad no explicada en una regresiéon muiltiple
entre la variable p y las restantes variables, p — 1,p — 2, ..., 1. El segundo la proporcién de
variabilidad no explicada en una regresién multiple entre la variable p — 1 y las variables
restantes siguientes, p — 2, p — 3, ..., 1. El 1dltimo representa la proporcién de variabilidad no
explicada en una regresiéon simple entre las variables dos y uno.

De acuerdo con la propiedad anterior |Rp\1/ P~ representa la media geométrica de la
proporcién de variabilidad explicada por todas las regresiones anteriores. Observemos que
también es la media geométrica de los valores propios de la matriz R,, teniendo en cuenta
que sélo tenemos p — 1 valores propios independientes ya que estdn ligados por > A, = p .

A partir de estas propiedades Penia y Rodriguez (2000) han propuesto como medida de
dependencia lineal global la Dependencia, definida por :

D(R,) =1- ‘Rp|1/(p_1) (3.25)

Por ejemplo, para p = 2 como |Ry| = 1 — r%,, esta medida coincide con el cuadrado del
coeficiente de correlacion lineal entre las dos variables. Para p > 2 podemos escribir de
(3.24) y (3.25):

1-DRy)=[(1-R; , 1) A1—Re 11.p0) (1 RSJ)F/@_D

y vemos que la dependencia es el coeficiente de correlacién necesario para que la variabilidad
no explicada en el problema sea igual a la media geométrica de todas las posibles variabili-
dades no explicadas. El coeficiente de correlaciéon promedio estard dado por

PR,) = DR,)M* = /1= Ry,

En el caso particular en que p = 2, el coeficiente de correlaciéon promedio coincide con el
valor absoluto del coeficiente de correlacién simple.

Ejemplo 3.10 Vamos a construir la matriz de correlaciones parciales para las 7 variables
fisicas, tabla A.5, MEDIFIS. Podemos construir la matriz de correlaciones parciales a partir
de S~ estandarizandola por los elementos diagonales para obtener:
1.00 —-0.19 048 052 032 0.17 0.27
—-0.19 1.00 037 030 034 026 0.00
048 037 1.00 -0.11 0.07 0.20 0.37
P= 052 030 -0.11 100 0.13 -=0.31 0.10
032 034 007 013 100 0.29 -0.37
0.17 026 020 -031 0.29 1.00 0.27
0.27 0.00 037 0.10 -—-0.37 0.27 1.00
Esta matriz muestra que las relaciones parciales mds fuertes se dan entre la estatura y
las longitudes del pie (0,48) y del brazo (0,52). Por ejemplo este coeficiente se interpreta que
st consideramos personas con el mismo peso, pie, anchura de espalda, diametro del crdneo y
longitud rodilla tobillo, hay una correlacion positiva entre la estatura y la longitud del brazo
de 0,52. La tabla muestra que para personas de la misma estatura, peso y demds medidas
fisicas, la correlacion entre la anchura de la espalda y la longitud rodilla tobillo es negativa.
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Para obtener una medida de dependencia global, como el determinante de R es 1.42x10~%
y el coeficiente global de dependencia es

D=1-|R/""=1-V142x10*=0.771

Podemos concluir que, globalmente, la dependencia lineal explica 77% de la variabilidad
de este conjunto de datos.

Ejemplo 3.11 Calcularemos el coeficiente global de dependencia para los datos del Anexo

de Datos en las unidades originales en que se presentan,
EUROALI EUROSEC FEPF INVEST MUNDODES ACCION
D .51 .80 .62 998 .82 .61
Se observa que en INVEST la dependencia conjunta es muy fuerte. Esto sugiere que puede
reducirse el niumero de variables necesarias para describir la informacion que contienen.

3.8 La matriz de precisién

Se denomina matriz de precisién a la inversa de la matriz de varianzas y covarianzas. Esta
matriz juega un papel importante en muchos procedimientos estadisticos, como veremos
en capitulos sucesivos. Un resultado importante es que la matriz de precisién contiene la
informacion sobre la relacién multivariante entre cada una de las variable y el resto. Este
resultado es a primera vista sorprendente, ya que la matriz de varianzas y covarianzas sélo
contiene la informacién sobre las relaciones por pares de las variables, pero se explica por las
propiedades de la matriz inversa (véase 2.3.4). Puede demostrarse, (véase el apéndice 3.1)
que la inversa de la matriz de covarianzas contiene :

(1) Por filas, y fuera de la diagonal términos proporcionales a los coeficientes de regresién
muiltiple de la variable correspondiente a esa fila explicada por todas las demds. Los términos
de la matriz son estos coeficientes cambiados de signo y multiplicados por la inversa de la
varianza residual en esa regresiéon. Es decir, si llamamos s¥ a los elementos de la matriz de
precisién:

s = _//B\ij/si (4)

donde Bij es el coeficiente de regresién de la variable j para explicar la variable i, y s2(i) la
varianza residual de la regresién.

(2) En la diagonal las inversas de las varianzas residuales de cada variable en su regresién
con el resto. Es decir:

= 1/52(0)

(3) Si estandarizamos los elementos de esta matriz para que tenga unos en la diagonal, los
elementos fuera de la diagonal son los coeficientes de correlacién parcial entre estas variables.
Es decir

sY

TijR = — —
J VX YN)
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donde R se refiere al resto de las variables, es decir el conjunto de p — 2 variables z; con
kE=1,...,pyk#1,j.

Por ejemplo, con cuatro variables, la primera fila de la matriz inversa de varianzas y
covarianzas es

3;?,2(1)7 _5;32(1)3127 _3;22(1)31& _5§2<1)Bl4

donde s%(1) es la varianza residual de una regresion entre la primera variable y las otras tres
y B9, Bi3, P14 son los coeficientes de regresién en la ecuacién

Ty = [pmo + B1373 + 1474

donde hemos supuesto, sin pérdida de generalidad, que las variables tienen media cero. Por
tanto, la matriz S™! contiene toda la informacién de las regresiones de cada variable en las
demas.

Ejemplo 3.12 Calculemos e interpretemos la matriz de precision de los datos de los loga-
ritmos de las acciones, tabla A: ACCIONES, del ejemplo 3.5. Esta matriz es

52.0942 —47.9058 52.8796
S™1 = | —47.9058 52.0942 —47.1204
52.8796 —47.1204 60.2094

Por ejemplo, la primera fila de esta matriz puede escribirse como 52.0942x (1.0000, —0.9196, 1.0151)
que indica que la varianza residual de una regresion entre la primera variables y las otras
dos es 1/52.0942 = .0192, y los coeficientes de regresion de las variables Xy y X3 en una
regresion para explicar X1 son —0.9196 y 1.0151 respectivamente. Observemos que, de nuevo,
aparece que la relacion z = X1 — Xo+ X3 tiene poca variabilidad. La varianza de la regresion
, 0.019, es menor que la de la variable z, ya que representa una variabilidad condicionada
cuando se conocen las variables Xs y X3.

3.9 COEFICIENTES DE ASIMETRIA Y KURTOSIS

La generalizacion de los coeficientes de asimetria y kurtosis al caso multivariante no es
inmediata. Una de las propuestas més utilizadas es debida a Mardia (1970), que propone
calcular las distancias de Mahalanobis para cada par de elementos muestrales (i, j) :

dij = (Xi — §>/ S_l (Xj — i) .

y define el coeficiente de asimetria multivariante en la distribucién conjunta de las p variables
como

1 n n
Ay = ﬁzzd?w

i=1 j=1
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y el de kurtosis

K-Ly.
=1

Estos coeficientes tienen las propiedades siguientes:
1. Para variables escalares A, = A% . En efecto, entonces

n n n ==\3)2
Ap = % DD (@i—m)(a;— 7))’ = (21_15;186 D _ p
i=1 j=1

2. El coeficiente de asimetria es no negativo y serd cero si los datos estan distribuidos
homogéneamente en una esfera.

3. Para variables escalares K = K. El resultado es inmediato porque entonces d?, =
(z; — 7)) s

4. Los coeficientes son invariantes ante transformaciones lineales de los datos. Siy =
Ax + b, los coeficientes de asimetria y kurtosis de y y de x son idénticos.

Ejemplo 3.13 Calcularemos los coeficientes de asimetria y kurtosis multivariantes para los
datos sobre de rentabilidad de las acciones . Se comprueba que si tomamos los datos en su
métrica original, el coeficiente de asimetria multivariante es: A, = 16.76.. Este valor serd, en
general, mayor que los coeficientes univariantes, que son, respectivamente, 0,37, 0,04, y 2,71.
Si tomamos logaritmos a los datos A, = 7.5629 , mientras que los univariantes son 0,08,
-0,25 y 1,02. Podemos concluir que , efectivamente, la transformacion logaritmica ha servido
para simetrizar mds estos datos. El coeficiente de kurtosis multivariante es K, = 31.26, que
debe compararse con los valores univariantes de 1,38, 1,40, y 12,44. Al tomar logaritmos
el coeficiente multivariante es K, = 21.35, mientras que los univariantes son 1,43, 1,75, y
4,11, con lo que vemos que también se reduce la kurtosis tomando logaritmos.

EJERCICIOS

Ejercicio 3.1 Calcular el vector de medias y el de medianas para las tres variables de las
ACCIONES, tabla A.7. Comparar sus ventajas como medidas de centralizacion de estas
variables.

Ejercicio 3.2 Se dispone de & indicadores econdmicos X1, Xo, X3, que se miden en cuatro
paises, con los resultados siguientes:

X1 Xy X
2 3 -1
15 -2
2 2 1
2 3 1

Calcular el vector de medias, la matriz de varianzas y covarianzas, la varianza generalizada,
la matriz de correlacion y la raiz y vector caracteristico mayor de dichas matrices.
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Ejercicio 3.3 A partir de los tres indicadores econdmicos X1, Xo, X3 del problema 1 se
construyen dos nuevos indicadores

yr = (1/3)s + (1/3)z2 + (1/3)23

Y2 = T1 —0,51‘2 —0,51‘3

Calcular el vector de medias para 'y’ = (y1,y2), su matriz de varianzas y covarianzas, la
matriz de correlacion y la varianza generalizada.

" } tiene autovalores 1+r y 1—7r y autovectores

Ejercicio 3.4 Demostrar que la matriz { i 1

(1,1) y (1,-1).

A
0 B
son de la forma (u1,0) y (0, ug), donde uy y uy son autovectores de A y B, respectivamente.

Ejercicio 3.5 Demostrar que si una matriz es de la forma C' = } los autovectores

Ejercicio 3.6 Cudl es la relacion entre los autovalores de C' y los de A y B en el ejercicio
5?.

Ejercicio 3.7 Demostrar que si Y = XA dondeY esn xm y X esn X p las matriz de
covarianzas de Y estd relacionada con la de X por S, = A'S,A.

Ejercicio 3.8 Calcular los coeficientes de correlacion mailtiple entre cada variable y todas
las demds para los datos de INVES.

Ejercicio 3.9 Calcular la matriz de correlaciones parciales para los datos de INVES.

Ejercicio 3.10 Demostrar que la varianza residual de una regresion maltiple entre una vari-
able y y un conjunto de x puede escribirse como 33(1 — R?%) donde 332/ es la varianza de la
variable y y R? el coeficiente de correlacion mailtiple.

Ejercicio 3.11 Calcular los coeficientes de correlacion parcial entre las variables del conjun-
to de acciones mediante regresiones y utilizando los elementos de la matriz S™' y comprobar
la equivalencia.

Ejercicio 3.12 Calcular el coeficiente de asimetria multivariante para un vector de dos vari-
ables incorreladas entre si. 5Cudl es la relacion entre el coeficiente de asimetria multivariante
y los univariantes?

Ejercicio 3.13 Repetir el ejercicio anterior para los coeficientes de kurtosis.

Ejercicio 3.14 Demostrar que para un conjunto de datos nlp S (x —X)SHx; —X) =1
(sugerencia, tome trazas y utilice que tr{> 5 (x; —X)'S7H(x; = X)| = tr [ST' Y0 (xs — X)(x; — X)']).
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Ejercicio 3.15 Demostrar que podemos calcular la matriz de distancias euclideas entre los
puntos con la operacion diag(XX/)1 + 1diag(XX/) — 2X'X, donde X es la matriz de datos,
diag(XX7) el vector que tiene por componentes los elementos diagonales y 1 es un vector de
UnoS.

Ejercicio 3.16 Demostrar que podemos calcular la matriz de distancias de Mahalanobis
entre los puntos con la operacion diag(XS™'X/)1 + 1diag(XS™'X/) — 2X'S7'X, donde X
es la matriz de datos, diag(XS *X/) el vector que tiene por componentes los elementos
diagonales de la matriz XS™'X/, y 1 es un vector de unos.

APENDICE 3.1: LA ESTRUCTURA DE LA MA-
TRIZ DE PRECISION

Particionemos la matriz S separando las variables en dos bloques: la variable 1 que
llamaremos y, y el resto, que llamaremos R. Entonces:

s2 c
S _ 1 1R
[ Cir Sr }

donde s? es la varianza de la primera variable, ¢, el vector de covarianzas entre la primera
y el resto y Si la matriz de varianzas y covarianzas del resto. Su inversa, utilizando los
resultados del capitulo anterior sobre la inversa de una matriz particionada, sera:

§7' = l (st — cinSr'cir) | A } .
A21 A22

Supongamos para simplificar que la media de todas las variables es cero. Entonces la
regresion de la primera variable sobre el resto tiene de coeficientes:

/81R = SIEICIRJ
Para encontrar la relacién que buscamos, utilizaremos la identidad bésica del andlisis de la
varianza (ADEVA):
1 1 1
—VI'=—-VE+-VNE
n n n
Apliquemos esta descomposicién a la primera variable. El primer término es s?, la varianza

de la primera variable, y el segundo, como y = XR[A‘i'l r, Puede escribirse:

1 1 . ~1 ~
EVE = " (y'y) = B1rSrBir

/ -1 -1 / -1
= ClRSR SRSR Cirp = ClRSR CiR,

y el tercero, VNE/n = Y. eln/n = s*(1), donde hemos llamado e;z a los residuos de
la regresién de la primera variable respecto a las demds, y s2(1) a la varianza residual, sin
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corregir por grados de libertad, de esta regresiéon. Sustituyendo estos términos en la identidad
bésica de ADEVA, obtenemos que la varianza residual puede calcularse como:

s2(1) = s7 — | pSR'Cir-
Si comparamos esta expresién con el primer término de la matriz S~concluimos que el
término diagonal primero de S™! es la inversa de la varianza de los residuos (dividida por
n y sin correccién por grados de libertad) en una regresion entre la primera variable y el
resto. Como este andlisis puede hacerse para cualquiera de las variables, concluimos que
los términos diagonales de S™! son las inversas de las varianzas residuales en las regresiones
entre cada variable y el resto.

Para obtener la expresion de los términos de fuera de la diagonal en S~! aplicaremos la
férmula para la inversa de una matriz particionada:

—1

A=~ [82(1)] 7 €pSHt = — [2(D)] 7 Big,

y, por tanto, las filas de la matriz S~! contienen los coeficientes de regresién (cambiados de
signo) de cada variable con relacién a las restantes divididos por la varianza residual de la
regresion (sin corregir por grados de libertad).

En resumen, S~! puede escribirse:

~/

5.2(1)  =s.%(1)Big

=5 2(p)B,r  5.2(p)

donde Bj r representa el vector de coeficientes de regresién al explicar la variable j por las
restantes. Observemos que en esta matriz el subindice R se refiere al conjunto de p —
1 variables que queda al tomar como variable respuesta la que ocupa el lugar de la fial

~/
correspondiente ne la matriz. Por ejemplo, B, es el vector de coeficientes de regresion entre
lapylas (1,..p—1).

APENDICE 3.2 LOS DETERMINANTES DES Y R.

Vamos a obtener expresiones para los determinantes de la matriz de varianzas y covari-
anzas y de correlacion, utilizando los resultados para matrices particionadas del capitulo 2.
Escribamos la matriz de varianzas y covarianzas como:

Sp:|: S% CllR }

Cir Spfl

donde s7 es la varianza de la primera variable, ¢ contiene las covarianzas entre la primera
y utilizamos ahora la notacién S, para referirnos a la matriz de varianzas y covarianzas de
las correspondientes p variables. Aplicando la férmula para el determinante de una matriz
particionada, podemos escribir

1Syl = ‘Sp—l‘ 3% (1 - R%.Q...p)
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donde R, , es el coeficiente de correlacién muiltiple entre la primera variable y el resto que
viene dado, utilizando los resultados del apéndice 3.1, por

2 _ /
Ri,5. , = —=CirSp-1CiR
51
Andlogamente si escribimos la matriz de correlacién particionada como

1 1
R, = 1R
P [ rig Ry }

donde r1r y R,,—1 son, respectivamente, el vector de correlaciones de la primera variable con
el resto y la matriz de correlacion entre el resto de las variables. Entonces,

Ry = [Rpa| (1 - Ri,.,) (3.26)
ya que, también
R%.Q...p =r1 xR, 1T1R.

Para demostrar esta igualdad, observemos que la relacién entre los vectores de correla-

. . —1/2 2 . . .
ciones y covarianzas es rig = Dp_{ ci1r/s1, donde Dp_{ contiene las inversas de las desvia-

ciones tipicas de las p — 1 variables. Como R, = D;_l{2Sp,1D;_1{2, tenemos que

_ a _ 1 _
rigRy TR = (CQR/Sl)DPE{ZD;ESp31D;17£21DpE{2(ClR/Sl) = gclmspflcm =R}, ,
1

Aplicando sucesivamente la ecuacién (3.26), se obtiene que

IR,|=(1—R;, ,) (1—R35.,) . (1—ri ).

APENDICE 3.3 CORRELACIONES PARCIALES

El coeficiente de correlacién parcial es el coeficiente de correlacién simple en una regresién
entre residuos. Su cuadrado puede interpretarse de la forma habitual como la proporcién de
variaciéon explicada respecto al total, siendo en este caso la variacién total la no explicada
por otra regresién previa. Vamos a utilizar esta interpretacién para obtener la relacién entre
los coeficientes de correlacion parcial y multiple.

Supongamos p variables y vamos a obtener el coeficiente de correlacién parcial entre las
variables 1, y 2, cuando se controlan xs,...,z,. Para ello haremos una regresién simple
entre dos variables: la primera es e; 3 _,, los residuos de una regresion entre z; y x3, ..., Ty, y la
segunda ey 3 ,, los residuos de una regresién entre xs y 3, ..., . El coeficiente de correlacion
simple de esta regresiéon entre residuos, ri23.., , es el coeficiente de correlacién parcial. Por
construccién este coeficiente es simétrico entre el par de variables, pero suponiendo que
tomamos la primera variable como dependiente en la regresion, la ecuacién estimada entre
los residuos es

€1.3,..p = b12-37---,p62-3,--7-p



3.9. COEFICIENTES DE ASIMETRIA Y KURTOSIS 105

y el coeficiente de correlacion de esta regresion, que es el de correlacién parcial, serd

5(61-3,---717)

=0
T12.3..p 12'3""’p5(€2.3,..,.p)

Vamos a comprobar que estos términos los podemos obtener de la matriz S™!. En esta matriz

s = —5,2(1)B1a3,. , = 51 = —5.%(2)B123,., va que la matriz es simétrica. dividiendo
por la raiz de los elementos s'!' y s?2. Se obtiene
st 5;2(1)512.3,...,;; 5-(2)

Ts2gll s (1)s1(2) - 512.3,...,psr(1)

y puede comprobarse que esta expresion es ri23., , €l coeficiente de correlacién parcial.

En la regresion entre los residuos el cociente entre la variabilidad no explicada y la total
es uno menos el cuadrado del coeficiente de correlacién. La variabilidad no explicada en
esta regresion es la variabilidad no explicada de la primera variable respecto a todas, que
llamaremos VN E; 23, (€1.3., contenfa la parte no explicada por las variables 3, ..,p y ahora
hemos afiadido la z3). La variabilidad total de la regresién es la de los residuos, e; 3. ,, €s
decir la no explicada en la regresién de z; respecto a x, ..., x,. Por tanto, podemos escribir:

L _ %
12.3..p VNE: 3. p

Vamos a expresar estas VINE en funcién de los coeficientes de correlacién muiltiple de las
correspondientes regresiones. Llamando R%&“p al coeficiente de determinacion en la regresién
multiple de z; respecto a 3, ..., zp :

VNE 3
1 _ R2 — * 7"7'p
1.3...p VT1

donde VT3 es la variabilidad de la primera variable. Analogamente, en la regresién muiltiple
entre la primera variable y todas las demds, zs, 3, ..., 7, tenemos que

VNE
2 _ 1~2737---7P
De estas tres ecuaciones deducimos que
1— Ry,
3..p

que permite calcular los coeficientes de correlacién parcial en funcién de los coeficientes de
correlacién multiple. Aplicando reiteradamente esta expresién podemos también escribir

(1 a R%Q&"p) B (1 - 7"%2,3__'1,) (1 o 7“%3_4.__1)) (1 - r%p—l-p) (1 - Tfp)

También puede demostrarse (véase Pena, 2002) que el coeficiente de correlacién parcial
entre las variables (z,z2) cuando se controlan las variables (3, ...,x,) puede expresarse en
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funcién del coeficiente de regresiéon de la variable x5 en la regresiéon de x; con respecto a
(29,3, ...,xp), ¥y su varianza. La expresion es:

T123.p = E12.3...p (\/E?Q.&..p +(n—p—1)s? [312.3...4 ))

> . 2 > . ., . .
donde (55, y su varianza, s [512,3__'1,] se obtienen en la regresién entre variables de media
cero:

T1 = B9 pTo+ 132 pT3 + -+ Brpo. p1Tp



Capitulo 4

ANALISIS GRAFICO Y DATOS
ATIPICOS

4.1 INTRODUCCION

En este capitulo vamos a continuar la descripcién de datos multivariantes, estudiando su
representacién grafica y posibles transformaciones de las variables que conduzcan a una
descripciéon mas simple de los datos. También introduciremos un anélisis inicial de la homo-
geneidad de la muestra mediante el estudio de los posibles valores atipicos, debidos a errores
de medida, o otras causas de heterogeneidad.

Obtener buenas representaciones graficas de datos multivariantes es un problema difi-
cil, y en este capitulo introduciremos los métodos mds simples que se complementaran con
los andlisis gréficos presentados en capitulos posteriores. Recordemos que las correlaciones
miden las relaciones lineales entre las variables, y pueden ser mé interpretadas cuando las
relaciones son no lineales. Por esa razén se intenta transformar las variables para que las
variables transformadas tengan relaciones aproximadamente lineales, y veremos como gener-
alizar las transformaciones univariantes para conseguir este objetivo. Por tltimo, los datos
multivariantes contienen con freuencia observaciones que son heterogeneas con el resto y, que
si no son detectadas, pueden alterar completamente el andlisis descriptivo de las variables
originales. En este capitulo presentaremos métodos para detectar los datos atipicos.

4.2 REPRESENTACIONES GRAFICAS

4.2.1 Histogramas y diagramas de dispersién

El primer paso de cualquier andlisis multivariante es representar graficamente las variables
individualmente, mediante un histograma o un diagrama de caja. Estas representaciones son
muy utiles para detectar asfmetrias, heterogeneidad, datos atipicos etc. En segundo lugar
conviene construir los diagramas de dispersiéon de las variables por pares, y esta posibilidad
se incluye ya en muchos programas de ordenador. Con p variables existen p(p —1)/2 graficos
posibles que pueden disponerse en forma de matriz y son muy ttiles para entender el tipo
de relacién existente entre pares de variables, e identificar puntos atipicos en la relacion

107
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bivariante. En particular, estos gréficos son importantes para apreciar si existen relaciones
no lineales, en cuyo caso la matriz de covarianzas puede no ser un buen resumen de la
dependencia entre las variables.

Podemos simular gréficos de tres variables presentando en la pantalla de un ordenador
proyecciones adecuadas de esta relacion girando el punto de vista del observador para dar
idea del espacio tridimensional. Estas representaciones gréaficas se conocen con el nombre
de Gran Tour de los datos y pueden ser muy 1itiles, utilizados interactivamente con un
ordenador, pero no pueden construirse para dimensiones superiores a tres. También para
variables discretas podemos construir diagramas de barras tridimensionales y para variables
continuas podemos construir los equivalentes multidimensionales de los histogramas. La
figura 4.3 presenta un ejemplo de estas representaciones.

Ejemplo 4.1 La figura muestra los grificos de dispersion de los datos de medidas de desar-
rollo del mundo, MUNDODES, del Anexo I.
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Figura 4.1: Matriz de dispersién para los datos MUNDOES.

La figura 4.1 ilustra claramente que existen relaciones de dependencia fuerte entre las
variables, muchas de cardcter no lineal. Por ejemplo, la relacion entre las variables primera
y sequnda, tasa de natalidad y de mortalidad, es claramente no lineal y se observa un valor
atipico muy destacado en la relacion. En toda la primera fila (o columna) que indica las
relaciones de la primera variable (tasa de natalidad) con las restantes las relaciones parecen
no lineales y , en algunos casos, heteroceddstica. Comentarios similares se aplican a la
sequnda variable. En otros casos parece que la relacion entre dos variables es diferente para
distintos grupos de paises. Por ejemplo, en prdacticamente todas las relaciones en que aparece
la sexta variable, riqueza del pais medida por el PNB, parecen existir dos tipos de paises. En
unos parece no existir relacion entre la variable demogrifica y el PNB, mientras que en los
otros parece existir una clara relacion positiva (como con la tasa de mortalidad) o negativa
(como con la mortalidad infantil) entre las variables demogréficas y el PNB.
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Esta figura muestra ademds que algunas de las relaciones son heteroceddsticas, es decir,
que la variabilidad de la relacion aumenta al aumentar los niveles de las variables. Por
ejemplo, en la relacion entre tasa de natalidad y mortalidad infantil, donde ademds se aprecia
claramente un valor atipico. Este punto aparece muy claramente en la relacion entre las dos
primeras variables (posiciones 1,2 y 2,1 de la matriz) y en los grificos de la sequnda fila y
columna, indicando que el punto es atipico en las dos primeras variables.

Finalmente algunas relaciones son muy fuertes y lineales como entre las esperanzas de
vida y la mortalidad infantil.

Ejemplo 4.2 FEl grifico siguiente presenta los diagramas de dispersion para los datos de las

ACCIONES.

3’0 4‘0 SP 6’0 7’0 B’U QP ‘\?D

F17.0
F1as
F12.0
x1 Fo.5
7.0

[2.0

100-{ o
90
80
70
60
50-]

o.
o

X2

407 34
307

ol o1 F30

X3

T T T T T T T T T T T T T T T T T
20 45 7.0 95 120 145 17.0 5 10 15 20 25 30

Figura 4.2: Matriz de dispersién de los datos de ACCIONES

En la figura 4.2 se observa como la primera observacion aparece como un valor atipico
en todos los diagramas de dispersion. En los grdficos con la tercera variable este punto es un
valor muy extremo en la relacion, mientras que en los graifico de las otras dos variables aparece
como atipico, pero no parece muy influyente en la relacion lineal entre ambas variables. La
accion 34 aparece, al igual que la 1, como una observacion aislada heterogénea con el resto.

En este caso podemos hacer una representacion en tres dimensiones de las tres variables.
En la figura 4.3 se observa que la relacion entre las variables x1 y xo depende del nivel de la
x3. El grifico ilustra también con claridad el cardcter claramente atipico de las observaciones
1y 34 que aparecen muy separadas del resto. Por otro lado, se observa en el grifico tridi-
mendional que las observaciones se agrupan en dos conjuntos distintos. FEsta caracteristica,
que se apunta en los grdficos bidimensionales, aparece claramente de manifiesto en la repre-
sentacion tridimendional, ilustrando las ventajas de construir estas representaciones cuando
sea posible.
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Figura 4.3: Representacion Tridimensional de los datos de ACCIONES

En la figura 4.4 se presenta la matriz de datos de dispersion para los datos de las acciones
ahora en los logaritmos de las variables. Se observa que la transformacion en logaritmos
aporta mayor linealidad a las relaciones entre variables dos a dos y reduce algo el efecto de
la primera observacion que es atipica.
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Figura 4.4: Matriz de dispersién para los logartimos de los datos de ACCIONES.

Ejemplo 4.3 La figura 4.5 representa los datos A.4, INVEST, para las publicaciones cien-
tificas. Se observa que existe una fuerte relacion entre todas las variables. Las relaciones son
aprozimadamente lineales, si bien en algunos casos se observa cierta curvatura que podria
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resolverse tomando logaritmos. No hay valores atipicos muy destacados.
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Figura 4.5: Representacién como matriz de dispersién de los datos de INVES

Ejemplo 4.4 La figura 4.6 presenta los grificos de dispersion para los datos de medidas
fisicas del banco de datos MEDIFIS. Las relaciones son aprorimadamente lineales y no se
detecta la presencia de datos atipicos destacados.

4.2.2 Representacion mediante figuras

Para mds de tres variables se utilizan principalmente dos tipos de métodos graficos. El
primero, es mostrar los datos mediante figuras planas, asociando cada variable a una carac-
terfstica del gréfico. El segundo, es buscar conjuntos de proyecciones en una y dos dimen-
siones que revelen aspectos caracteristicos de los datos. Vamos a presentar en esta seccion
el primer enfoque, en la seccién siguiente hablaremos del segundo.

Existen muchas alternativas posibles para representar los datos mediante figuras. Cher-
noff ha propuesto la utilizacién de caras, que tienen la ventaja de nuestra facilidad para
reconocer patrones en este formato y el inconveniente de que la representacién es muy de-
pendiente de las variables escogidas para representar cada rasgo. Por ejemplo, la boca y la
forma de la cabeza son rasgos més llamativos que las orejas o la longitud de la nariz, y el
mismo conjunto de datos puede sugerir distintos patrones de similitud entre las observaciones
segin la asociacion elegida entre rasgos y variables. La figura 4.7 presenta un ejemplo.

Si asociamos cada variable a un rasgo de una figura plana, podemos representar cada
elemento en la muestra por una figura geométrica. En estas representaciones las similitudes
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entre figuras indican las similitudes entre los elementos, y los valores atipicos aparecerdn
como figuras discordantes con el resto. Una figura muy utilizada es la estrella. Por ejemplo,
para representar cinco variables, podemos escoger una estrella de cinco radios y asociar cada
variable a cada uno de estos radios o ejes. Cada observacién dard lugar a una estrella.
Normalmente las variables se estandarizan de manera que tengan media cero y desviacion
tipica unitaria. Entonces, se marca el cero sobre cada eje y se representa el valor de la
variable en unidades de desviaciones tipicas. La figura 4.8 presenta un ejemplo de su uso.

Ejemplo 4.5 La figura 4.7 presenta una representacion grafica de los datos de investigacion,
INVEST, con las Caras de Chernoff. Cada observacion es convertida en una cara, y cada
variable es asignada a una caracteristica de la misma. Para el siguiente ejemplo se ha uti-
lizado el programa Splus, que asigna las variables a las siguientes caracteristicas: (1) drea de
la cara; (2) forma de la cara; (3) longitud de la nariz; (4) localizacion de la boca; (5) curva
de la sonrisa; (6) grosor de la boca; (7a 11) localizacion, separacion, dngulo, forma y grosor
de los ojos, etc. Se puede representar mas de 15 caracteristicas, vy, originalmente, Chernoff
logré representar 18 variables en una cara. En la figura 4.7 se han representado los paises
contenidos en la base de datos INVEST pero eliminado EEUU, ya que este pais distorsion-
arta la representacion grdfica por tomar un valor muy extremo en todas las variables. En
este tipo de grificos podemos o bien ver el comportamiento por separado de cada variable o
bien la similitud global de cada dato multivariado. Por ejemplo, la variable MEDIC se ha
astgnado a la curva de la sonrisa y vemos que los primeros cuatro paises son claramente
diferentes en cuanto a esta caracteristica. Sin embargo, juzgando globalmente, notamos que
el comportamiento mds parecido lo presentan los cinco primeros paises.

La representacion de las caras de Chernoff nos permite observar las diferencias entre
los paises en cuanto al volumen de publicaciones. Para observar las diferencias entre los
patrones de publicacion de los distintos paises deberiamos aplicar logaritmos a los datos para
reducir la asimetria en las distribuciones univariantes, observada en la figura 4.10, y para
linealizar mds las relaciones.

Ejemplo 4.6 Para representar los paises con las variables en logaritmos se ha optado por
un grafico de estrellas. Como se explicd anteriormente, cada radio de la estrella estd asociado
a una variable, en el ejemplo que trataremos fue utilizado Splus, este programa comienza a
asignar variables desde la derecha en el sentido opuesto a las agujas del reloj. En la figura 4.8
se presenta como es esta asignacion para las variables de la base INVEST.En la figura 4.9
se siguen observando diferencias de tamano entre los primeros cinco paises y el resto, pero
se aprecian ciertos patrones en los que se distinguen paises con tendencia a la investigacion
en algunas dreas frente a otras.

4.2.3 (*)Representaciéon de Proyecciones

En lugar de intentar representar las variables originales por pares podriamos intentar repre-
sentar parejas de variables que resuman en algiin sentido el conjunto de variables. Esperamos
asi obtener una mayor intuicién visual de las propiedades de los datos. Una forma simple de
resumir un vector de variables es construir una variable escalar como combinacién lineal de
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sus valores. Por ejemplo, si x’ = (21, ..., z,) representa el precio de un conjunto de productos
en un mercado, una medida resumen de estos precios es:

p
y=ax= Zajxj. (4.1)
j=1

Si a; = 1/p, la combinacién lineal resultante es la media de los precios. Si a; # 1/p, pero
a;j > 0y > a; =1 lanueva variable es una media ponderada de las variables originales con
pesos a;. En general (4.1) define una nueva variable que informa globalmente del conjunto
de variables X.

La variable escalar obtenida mediante una combinacién lineal puede siempre interpretarse
geométricamente como una proyeccién. El producto escalar del vector x, en ?, por otro
vector a de RPviene dado por:

a'x = |a||x| cosa (4.2)

y si el vector de ponderacién, a, se toma de manera que su norma sea uno, |a] = 1, el
producto escalar es directamente la proyeccion del vector x sobre la direccién del vector a.
En consecuencia, si elegimos una direccién con |a| = 1, la nueva variable escalar

yi = a'x; (4.3)

que tomara valores (Y1, ..., ¥ ), puede interpretarse como la proyeccién de los datos X sobre
la direccién indicada por el vector a. El conjunto de los n valores de la nueva variable y
pueden englobarse en un vector y (n X 1) que vendrd dado por

y = Xa, (4.4)

donde X es la matriz de datos n x p.

Como construir un indicador a partir de variables multivariantes puede interpretarse
como proyectar los datos sobre cierta direccién, es natural preguntarse por direcciones de
proyeccién que sean informativas para revelarnos la disposicién de los puntos en el espacio.
Para ello tenemos que definir un criterio de proyeccién y encontrar la direccién donde ese
criterio se maximiza. Las técnicas disenadas con este objetivo se conocen como biusqueda de
proyecciones (projection pursuit), y se aplican como sigue:

1. Escoger la dimension del espacio sobre el que vamos a proyectar (normalmente 2), y el
criterio que se desea maximizar.

2. Encontrar la direccién que maximiza el criterio analiticamente. Si no es posible en-
contrar la direccién de forma analitica hacerlo de manera aproximada, por ejemplo
seleccionando un nimero grande de direcciones (ay, ..., ay), evaluando el criterio en
cada una y seleccionando la direccién de este conjunto donde el criterio toma el valor
maximo.

3. Encontrar una direccién ortogonal a la primera que maximice el criterio. Esto puede
hacerse por ejemplo proyectando los datos sobre el espacio ortogonal a la primera
direccién, a, lo que supone transformales con Y = (I — aa/)X y aplicar el algortimo
del punto 2 a los nuevos datos Y.
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4. Representar los datos sobre el plano definido por las dos direcciones de proyeccién.

Se suelen considerar interesantes las proyecciones que muestren relaciones no lineales
entre las variables, o distribuciones multimodales que pueden indicar la presencia de clusters
o grupos de observaciones. Inicialmente las funciones objetivo utilizadas se basaban en la
teoria de la informacién. Por ejemplo, una medida de diversidad o heterogeneidad es la
entropfa de Shannon

I(x) = / log f(x) f()dx

que, entre las distribuciones continuas, se minimiza con la distribucién normal. Si maxi-
mizamos esta funcién esperamos obtener proyecciones donde la distribucién resultante se
aparte méas de la normal, en cierto sentido, lo que puede resultar en combinaciones intere-
santes y estructuras inesperadas entre las variables. Naturalmente otros muchos criterios son
posibles, y en la seccién 4.5 utilizaremos otro criterio para buscar direcciones que muestren
la presencia de atipicos. En el capitulo siguiente utilizaremos estas ideas para obtener proye-
ciones que mantengan lo méas posible las distancias entre los puntos en el espacio. Los
capitulos 5, 6 y 7 presentan més ejemplos de estas técnicas gréficas.

4.3 TRANSFORMACIONES LINEALES

4.3.1 Consecuencias

Muchas propiedades importantes de los datos son independientes de las unidades de medida
de las variables y no cambiaran si pasamos de euros a délares o de centimetros a metros. Va-
mos a estudiar como afectan cambios en las unidades de medida a los estadisticos estudiados
en el capitulo 3. Por ejemplo, supongamos que en lugar de medir una variable bidimen-
sional x =(x1,z3) en euros y en unidades lo hacemos en délares y en miles de unidades,
y = (y1,y2)". La relacién entre ambas variables sera:

y = Ax (4.5)

donde A es una matriz diagonal que tiene como términos diagonales los factores de conversién
de euros a ddlares y de unidades a miles de unidades (1/1000). Para el conjunto de las n
observaciones la relacién sera:

Y=XA (4.6)

donde X e Y son n xp, y A es una matriz diagonal p x p. Aplicando la definicién de vector
de medias

1 1 !

y como A = A, el vector de medias se transforma de la misma forma que los hacen las
variables.
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Las matrices de varianzas y covarianzas estaran relacionadas por:

S, = %Y’PY = A’(%X’PX)A =A'S,A. (4.8)

El cambio de unidades es un caso particular de una transformacioén lineal de las vari-

ables para simplificar su interpretacion. Una transformacién lineal importante es la es-

tandarizacién de las variables, que puede hacerse de dos formas distintas, como veremos a
continuacion.

4.3.2 Estandarizacién univariante

Llamando x al vector p x 1 de la variable vectorial, la transformacion lineal

y = DV?(x-x)

donde la matriz D~'/? es cuadrada y diagonal con términos:
s;t0 ... 0
—1/2 _ -1
D=1 0 s' ... 0|,
—1
0 0 ... s,
convierte las variables originales, x, en otras nuevas variables, y, de media cero y vari-
anza unidad. Cada componente del vector x, x; para j = 1,...,p, se transforma con
y; = (x; —T;)/s;. La matriz de varianzas y covarianzas de las nuevas variables serd la

matriz de correlacién de las variables primitivas. Esta transformacion es la estandarizacion
univariante de las variables.
4.3.3 (*)Estandarizacién multivariante

Dada una matriz definida positiva, S,, puede definirse su raiz cuadrada Sglc/ 2, por la condicién
S, = S/%(S:?) (4.9)

La matriz SY? no es tnica (véase 2.4.2). En efecto si Si/? verifica la condicién (4.9)

también la verifica S5/ 2M, donde M es cualquier matriz ortogonal. La matriz Si/? puede
construirse a partir de la descomposicién espectral

S, = ADA’

donde D es diagonal y contiene los valores propios de S, y A es ortogonal y contiene los
vectores propios. Sea D'/2 la matriz diagonal cuyos términos son las raices cuadradas de los
términos de D, que son positivos. Definiendo la raiz cuadrada por la matriz simétrica:

Si/2 — ADY2A’ (4.10)
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la variable

y =8, ?(x—x)
tiene media cero y matriz de varianzas y covarianzas identidad, ya que
S, =S.1?8,8;Y2 =1

Con esta transformacion pasamos de variables correladas, con matriz de covarianza S,, a
variable incorreladas, con matriz de varianzas identidad. El nuevo conjunto de variables
viene dado por

Y = XS /2 = XAD/2A’

Esta estandarizacién se denomina multivariante, ya que utiliza todas las covarianzas para
estandarizar cada variable. Observemos que la estandarizacién univariante utiliza sélo los
términos diagonales de S, para construir D~'/2, y no tiene en cuenta las covarianzas, mientras
que la multivariante utiliza toda la matriz.

Ejemplo 4.7 La tabla A.4 de los daos de INVEST presenta el nimero de publicaciones
recogidas en un trienio en 8 bases de datos de produccion cientifica para los paises de la
OCDE. (La descripcion de las fuentes se encuentra en el apéndice de datos). En la figura
4.10 se presenta un diagrama de cajas multiple (Boxplot) que permite, ademds de la explo-
racion de cada una de las variables, comparar los rangos de todas ellas de forma conjunta.

400000 600000 800000
1 1

200000
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Figura 4.10: Diagrama de cajas de las variables de INVEST.

En el grifico se observa la existencia de un atipico en todas las variables (EEUU) y una
astmetria en la distribucion de todas las variables que puede estar producida por éste dato.
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INTER.A | INTER.F | AGRIC. | BIOLO. | MEDIC. | QUIMI. | INGEN. | FISICA
EE.UU 4.2223 4.0650 3.9773 3.5825 4.1091 3.3889 4.1696 4.0846
UK 0.4845 0.5640 1.2398 1.4429 0.5513 0.2697 | -0.1532 0.4831
JP 0.1627 0.4247 0.1562 0.4567 0.4788 2.2109 0.9060 0.6573
F 0.2375 0.3930 0.1480 0.0406 0.3755 0.5152 | -0.0054 | 0.5237
G 0.0782 0.5000 0.0417 0.7273 0.2177 0.0305 0.0491 0.1381
C -0.0269 0.0698 0.1594 0.4540 | -0.1104 0.3521 0.0793 | -0.0716
I -0.1975 -0.1687 | -0.1545 0.2062 0.0336 | -0.2367 | -0.1770 | -0.1643
A -0.2363 -0.2594 0.0765 | -0.0645 [ -0.3089 | -0.3865 | -0.2156 | -0.3065
H -0.2719 -0.3102 | -0.2232 | -0.2395 [ -0.2811 [ -0.3561 | -0.2611 | -0.2931
S -0.2796 -0.3325 | -0.3551 | -0.0918 [ -0.2606 | -0.3982 | -0.3194 | -0.3839
CH -0.2914 -0.3527 | -0.3861 | -0.5353 [ -0.3287 | -0.3895 | -0.3124 | -0.3210
E -0.3490 -0.3854 | -0.4009 | -0.5092 [ -0.3994 [ -0.4237 | -0.3660 | -0.4081
B -0.3440 -0.3857 | -0.3932 | -0.5069 | -0.3831 | -0.4554 | -0.3448 | -0.3877
D -0.3590 -0.5216 | -0.4241 | -0.3817 | -0.3782 | -0.4348 | -0.3686 | -0.4276
AU -0.3803 -0.3692 | -0.4856 | -0.6308 | -0.4224 | -0.5026 | -0.3636 | -0.4197
FI -0.3800 -0.4502 | -0.4552 | -0.4506 [ -0.4260 | -0.5032 | -0.3767 | -0.4369
N -0.3911 -0.4626 | -0.4667 | -0.5608 [ -0.4428 [ -0.5150 | -0.3803 | -0.4598
Y -0.4162 -0.4925 [ -0.4550 | -0.7199 | -0.4971 | -0.4996 | -0.3849 | -0.4315
GR -0.4217 -0.4950 | -0.5235 | -0.7124 | -0.5024 | -0.5412 | -0.3810 | -0.4454
IR -0.4042 -0.5257 | -0.5368 | -0.7256 | -0.5053 | -0.5620 | -0.3964 [ -0.4574
P -0.4360 -0.5050 | -0.5391 | -0.7810 [ -0.5197 | -0.5627 | -0.3976 | -0.4722

Tabla 4.1: Estandarizacién univariante de INVEST

Vamos a estudiar para estos datos las dos estandarizaciones propuestas:
Se observa que la estandarizacion univariante resalta el valor atipico de EEUU, pero

mantiene sin cambios importantes las variables, que sufren solamente un cambio de escala.

La estandarizacion multivariante transforma totalmente las variables originales. FEn la
primera variable EEUU sigue siendo atipico, pero en las siquientes esta caracteristica desa-
parece. En el capitulo siguiente, componentes principales, interpretaremos las propiedades
de estas nuevas variables transformadas.

4.4 TRANSFORMACIONES NO LINEALES

4.4.1 Simplicidad en las distribuciones

El andlisis de un conjunto de datos multivariante es mds simple cuando su distribucién es
simétrica y las relaciones entre las variables son lineales, y la mayorfa de los métodos multi-
variantes hacen estas hipdtesis. En estas condiciones, la matriz de varianzas y covarianzas
es un buen resumen de las relaciones de dependencia existentes.

Al elegir las variables conviene tener en cuenta que la misma variable puede medirse de
muchas formas, en principio igualmente véalidas. Por ejemplo, el consumo de gasolina de un
automovil se expresa en Europa en litros cada 100 kilémetros (x) mientras que en EE.UU
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Y1 Y2 Ys. Y4 Ys Ye Y7 Us
EE.UU | 4.15 | -0.36 1.53 | -0.22 | -0.46 | -0.12 | 0.12 0.05

UK | 0.64|-2.14 | -2.70 | 2.18 | 0.00 | -0.25 | 0.18 | 0.44
JP | 070 | 3.81|-1.77 | 0.18 [ -0.43 | -0.34 | -0.60 | 0.25
029 | 058 | 0.02 | 1.78 | 3.29 | 0.11 | 0.32 | -0.81
0.23 | -0.70 | -1.11 | -2.88 | 1.90 | 1.81 | -0.65 | -0.57
0.11 | 0.18 | -1.40 | -0.64 | -1.47 | 1.72 | 1.96 | -0.36

-0.11 | -0.48 [ -0.61 | -1.33 | 0.34 | -2.79 | -1.84 | 0.19

-0.22 1 -0.66 | -0.28 | 0.52 | -1.76 | 0.92 | -2.36 | -0.56

-0.29 | -0.23 | 0.05 | -0.03 | -0.42 | -0.29 | -0.66 | -1.06

-0.32 1 -0.35 | -0.28 | -1.14 | -0.06 | -1.25 | 1.71 | 0.94
CH|-038| 0.08| 062] 032 0.24|-0.06 | 0.22 | 0.92

E[-042( 001 040 | 0.18 | -0.01| 0.34| 0.36 | 2.03
B|[-042|-005| 048 0.12 | -0.04 [ 0.14 | -0.18 | 0.91
D |-043|-0.07 | 0.12]-0.19 | -0.48 | -1.67 | 1.41 | -1.15

AU | -0.47 | 0.05| 0.73 | -0.02 | 0.34 | 0.80 | -0.50 | 2.10

FI | -0.46 | -0.12 | 0.31 | -0.32 | -0.17 | -0.33 | 0.65 | -0.96
N |-0.481]-0.03 | 0.51]-0.04|-0.20 | -0.07 | 0.26 | 0.90
Y |-051| 0.14 | 0.77 | 0.68 | -0.27 | 0.47 | -0.59 | -0.62

GR | -053 | 0.12| 0.81 | 0.23 | -0.11 | 0.33 | -0.17 | -1.38

IR | -0.54 | 0.09 | 0.86| 0.26 | -0.14 | -0.00 | 0.70 | -1.31
P [-055( 015 093 | 0.36 | -0.09 | 0.52 | -0.35 | 0.06

o - Q0"

Tabla 4.2: Estandarizacién multivariante de INVEST

se expresa en km recorridos con 1 litro (o galén) de gasolina (y). La relacién entre ambas
medidas es no lineal, ya que y = 100/x. Como segundo ejemplo, para medir el crecimiento
de una variable C} en el tiempo podemos calcular las diferencias Cy; — C;_1, pero en general
resulta mds relevante considerar las diferencias relativas (Cy —Cy_1)/Cy_1 0 (C;—Cy_1)/C}. Si
expresamos la variable en logaritmos, sus diferencias en dicha escala son una buena medida
del crecimiento relativo, ya que:

c, C—Cia\  Ci—Cpy
InC,—InC,_; =1 =1 1+ — )~ — -
ne b = e “( T ) Cr

utilizando que In(1 + ) es aproximadamente z, si x es pequeno. Ademds, es facil demostrar
que, supuesto C; > Cy_1:

G—Cra 1 G GG
Ot - C115—1 - Ct—l

y las diferencias de las variables en logaritmos son una medida promedio de las dos formas
posibles de medir el crecimiento relativo. El logaritmo es una de las transformaciones més
utilizadas para datos positivos ya que:

(1) Las distribuciones que describen el tamano de las cosas (renta de paises o familias
habitantes en las principales ciudades del mundo, tamano de empresas, consumo de energia
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en hogares, etc), son generalmente muy asimétricas, pero se convierten en aproximadamente
simétricas al expresar la variable en logaritmos.

(2) Cuando las diferencias relativas entre los valores de la variable sean importantes,
conviene expresar las variables en logaritmos, ya que las diferencias entre logaritmos equivalen
a diferencias relativas en la escala original.

(3) La variabilidad de las variable transformada es independiente de las unidades de
medida.

Para comprobar esta tltima propiedad, supongamos una variable escalar x que transfor-
mamos con y = log z y la variable transformada tiene media j y varianza 35. Si cambiamos
las unidades de medida de x multiplicando por una constante, z = kx, entonces la variable
logz tiene media 7 + log k£ y la misma varianza que la variable log z.

4.4.2 Simplicidad en las relaciones

Es frecuente con datos econémicos observar fuertes relaciones no lineales entre las variables.
En estos casos, el andlisis de los datos se simplifica mucho si transformamos las variables
de manera que las nuevas variables tengan relaciones lineales. Por ejemplo, una relacion
frecuente es del tipo proporcional

y = ka® (4.11)

que implica que si la variable z aumenta en una unidad la variable y aumenta (supuesto b > 0)
una cantidad que depende del valor de x, pero el incremento proporcional de y cuando x
aumenta un 1% es constante e igual al b%. Esta relacién suele ir unida a heterocedasticidad
en la relacién, manifestada en una mayor variabilidad en el grafico de dispersién cuando las
variables toman valores altos que en la zona de valores bajos. La relacién puede convertirse
en lineal y homocedédstica (varianza constante) transformando las variables en logaritmos.
En efecto, tomando logaritmos en (4.11) y llamando y* = logy, z* = logz tenemos una
relacién lineal entre las nuevas variables (z*y*). A la hora de decidir si transformar o no
las variables es importante tener en cuenta la interpretacion de las nuevas variables.

Las transformaciones habituales de las variables individuales pueden escribirse mediante
la familia potencial de Box-Cox:

A
—1
yN = v T para A # 0

y(A) = logx, para A=0.

Un estudio més detallado de esta transformacién incluyendo la estimacion del pardmetro A
se realizard en el capitulo 10. La transformacién puede extenderse para tratar de transformar
conjuntamente el vector de variables para que todas las distribuciones conjuntas de grupos
de variables sean simétricas. (vease Gnanadesikan, 1997).

Ejemplo 4.8 La figura 4.11 presenta los diagramas de dispersion de las variables de INVES
en logaritmos con los histogramas de las variables en la diagonal principal. Este grifico se
ha hecho con Matlab. Se observa que la transformacion logaritmica hace las relaciones mds
lineales y los histogramas de todas las variables mds simétricos.
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Ejemplo 4.9 La figura 4.12 muestra la representacion de los datos de EPF en logaritmos.
Se observa que las relaciones son aproximadamente lineales y los histogramas simétricos.

4.5 DATOS ATIPICOS

4.5.1 Definiciéon

Llamaremos datos atipicos a aquellas observaciones que parecen haberse generado de forma
distinta al resto de los datos. Pueden ser causadas por errores de medicién o transcripcion,
cambios en el instrumento de medicién o a heterogeneidad intrinseca de los elementos obser-
vados. Por ejemplo, supongamos que estamos estudiando las caracteristicas de las viviendas
en una zona urbana donde la gran mayoria son pisos, pero se ha incluido en la muestra
una gran vivienda unifamiliar con jardin. Esta observacion serd atipica y corresponde a una
heterogeneidad real de los datos. Es importante detectarla ya que obtendremos una mejor
descripcion de los datos separando ambos tipos de viviendas.

Los analisis efectuados sobre datos recogidos en condiciones de estrecho control, revelan
que es frecuente que aparezcan entre un 1% y un 3% de observaciones atipicas respecto al
resto de la muestra. Cuando los datos se han recogido sin un cuidado especial, la proporcién
de datos atipicos puede llegar al 5% y ser incluso mayor.

La caracterizacién de un sélo valor atipico es simple ya que, por definicién, debe estar
alejado del resto, con lo que la distancia entre el atipico y el resto de las observaciones serd
grande. Alternativamente, podemos definir una atipico como aquel punto que se encuentra
lejos del centro de los datos. Llamando X al vector de medias y utilizando como medida de
distancia la distancia euclidea, una observacién x; serd atipica en esta métrica si

_ — —\11/2

dp(x,,X) = [(xi—x) (xi—x)]
es grande. Para identificar las observaciones atipicas podriamos hacer un histograma de
estas distancias y ver si existen puntos mucho mas alejados que los demds. Sin embargo,
como hemos visto, esta medida de distancia no es razonable cuando exista dependencia
entre las observaciones. La figura 4.13 ilustra una situacién donde el punto + es claramente
atipico y, sin embargo, ni estd a una distancia euclidea grande del centro de los datos, ni
aparecerd como atipico al analizar cada variable aisladamente. El problema es que, como
vimos, la distancia euclidea no tiene en cuenta la estructura de correlacién de los datos,
y una posibilidad mejor es estandarizar previamente los datos de forma multivariante. De
esta manera los datos transformados tienen media cero y matriz de covarianzas identidad, y
podemos buscar atipicos con la distancia euclidea, eliminando el problema de la correlacion
entre las variables. Definiendo, como antes, las variables estandarizadas multivariantemente
por:

Q12 =
y = Sw (X_X>
La distancia euclidea al cuadrado entre una observacién, y;, y su media, cero, sera

d%(y;,0) = yiyi = (xi—%)'S; ! (x—X) = d3,(x,.X)
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y la distancia euclidea entre las variables incorreladas equivale a la distancia de Mahalanobis
entre las variables originales. Podrfamos entonces identificar datos atipicos calculando las
distancias de Mahalanobis para todos ellos y viendo si existe algiin punto con una distancia
mucho mayor que el resto.

4.5.2 Los efectos de los atipicos

Las consecuencias de una sola observacion atipica pueden ser graves: distorsionar las medias
y desviaciones tipicas de las variables y destruir las relaciones existentes entre ellas. Para
ilustrar este problema, supongamos que en una muestra multivariante de tamano n se
introduce un valor atipico, x,, donde x, es un vector de falsas observaciones. Llamando X
y S al vector de medias y matriz de covarianzas sin la observacion x,, y X. y S, a los de la
muestra contaminada con este dato atipico, es fécil comprobar (vedse ejercicio 4.4) que

= _ = (Xa—X)
X, =X + n——l—l (412)
y
o (Xa—X)(Xa—X), n
‘T n+1 n+1 ((n+1))' (4.13)

Estas férmulas indican que un solo dato atipico puede afectar mucho al vector de medias
y a todas las varianzas y covarianzas entre las variables. El efecto del atipico depende de
su tamano, medido por su distancia euclidea al centro del resto de las observaciones, pero
también de su posicion, ya que los términos mds afectados de la matriz S dependen de la
posicién del atipico en el espacio. En general, si el tamano del atipico es grande, lo que
supone |x,—X| grande, la media, varianzas y covarianzas de las variables pueden estar muy
distorsionadas.

Para analizar con més detalle la distorsién de los coeficientes de correlacién, consideremos
el caso més simple de p = 2 y supongamos que X = 0, S = I, y n no muy pequeno de manera
que, para simplificar la presentacién, tomaremos n = n+ 1. Sea x,= (a1, a2)’ y supongamos
para simplificar que X, = X = 0. Llamando s{; a los elementos de S, y tomando n = n + 1,
en (4.13) tendremos que
:
o 1=1,2 (4.14)

a;a; . .
S —, 1#]
n
con lo que el coeficiente de correlacion entre las dos variables sera:

a1a9
(n 4 a3)¥2(n + ad)1/?

Te 2

Esta expresién muestra que si a; y as tienen el mismo signo y son grandes con relacién a y/n
el coeficiente tiende a uno, mientras que si tienen signos opuestos, el coeficiente tiende hacia
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menos uno. Vemos que la distorsién que produce el atipico depende no sélo de su tamano
sino también de su posicién en el espacio.

La conclusién de este ejercicio es que una sola observacién puede distorsionar arbitrari-
amente los coeficientes de correlacién entre las variables. En la figura 4.14 hemos anadido
a dos variables incorreladas una observacion atipica, marcada por a, con a = (9,9)" . Como
indica la teorfa que hemos visto, esta inica observacién introduce una alta correlacién entre
las variables, creando una relacién inexistente.

La figura 4.15 ilustra cémo una tnica observacién puede ocultar una relacién existente:
la observacion atipica a destruye la fuerte correlacion existente entre las variables.

Cuando existe més de un atipico en los datos, puede producirse el efecto conocido como
enmascaramiento, que consiste en que observaciones atipicas similares se ocultan entre si.
Por ejemplo, supongamos que en la figura 4.13 en la posicién del atipico hay tres puntos
idénticos. Aunque eliminemos el primero, los otros dos continuaran distorsionando el célculo
de las medias y varianzas, haciendo muy dificil su identificacién, ya que cada punto enmascara
a los otros.

4.5.3 (*)Identificacién de grupos de atipicos

Hay dos filosofias para tratar con la heterogeneidad. La primera es utilizar estimadores
robustos, que son estimadores disenados para verse poco afectados por cierta contaminacion
de atipicos. Comentaremos estos estimadores en el capitulo 11. La segunda es detectar los
atipicos, y aplicar el cédlculo de los estimadores a las muestras limpias de atipicos. Ambos
enfoques son complementarios, y en esta seccién introduciremos el segundo.

El procedimiento para detectar grupos de atipicos es eliminar de la muestra todos los
puntos sospechosos, de manera que evitemos el enmascaramiento y podamos calcular el
vector de medias y la matriz de covarianzas sin distorsiones. A continuacién identificaremos
con estos estimadores la distancia de cada punto sospechoso respecto al centro de los datos, y
consideraremos atipicos a los muy alejados. El primer paso para identificar las observaciones
sospechosas es detectar aquellas que lo sean claramente respecto a una variable. Para ello
podemos utilizar el histograma o los diagramas de caja, como hemos visto en los ejemplos
anteriores. Una regla simple y automadtica es considerar sospechosas aquellas observaciones
tales que

|z; — med(x)]

4
Meda(x) > 45,

donde med(z) es la mediana de las observaciones, que es un estimador robusto del centro
de los datos, y Meda(z) es la mediana de las desviaciones absolutas |z; — med(z)|, que es
una medida robusta de la dispersién. Este método puede verse como una estandarizacion
robusta de los datos.

Esta deteccién univariante no identificard muchos atipicos multivariantes. Por ejemplo, el
punto (-1,1) marcado con + en el gréfico 4.13 es claramente atipico, pero no aparecerd como
tal en los andlisis univariantes. Con frecuencia los atipicos multivariantes corresponden
a situaciones con efectos pequenos sobre todas las variables, como un error sistemético de
observacion en todas ellas, en lugar de un efecto importante sobre una variable. Si el niimero
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de variables no es muy grande, los diagramas de dispersién pueden ayudar visualmente a
determinar datos atipicos en dos dimensiones. Para dimensiones mayores no es recomendable
utilizar la distancia de Mahalanobis, ya que si existen grupos de atipicos, pueden distorsionar
la estimacion del centro y la dispersion de los datos enmascarando los atipicos y quizds
senialando como atipicos a puntos que no lo son.

Para evitar este problema podemos buscar proyecciones de los datos que muestren las
observaciones atipicas. Observemos que cualquier observacién atipica multivariante debe
aparecer como atipica al menos en una direccién de proyeccion: la definida por la recta
que une el centro de los datos con el dato atipico. En base a esta idea, Stahel (1981) y
Donoho (1982) propusieron generar muchas direcciones al azar, proyectar los puntos sobre
estas direcciones y marcar como datos atipicos a aquellas observaciones que aparecen como
extremas en estas proyecciones. Para generar direcciones al azar pueden tomarse muestras
al azar de p puntos, calcular el plano que las contiene y tomar como direccién el vector
ortogonal al plano.

Este método funciona bien con pocas variables, pero al aumentar la dimensién del proble-
ma el nimero de direcciones que necesitamos generar para cubrir razonablemente el espacio
y tener garantias de éxito aumenta exponencialmente. Una solucién propuesta por Pena y
Prieto (2001), es proyectar los datos sobre ciertas direcciones especificas, escogidas de manera
que tengan alta probabilidad de mostrar los atipicos cuando existan. Hemos comentado que
en muestras univariantes una pequena proporcién de atipicos hace aumentar el coeficiente
de kurtosis, lo que sugiere investigar las direcciones donde los puntos proyectados tengan
méxima kurtosis univariante. Por otro lado, un grupo grande de atipicos puede producir
bimodalidad y baja kurtosis, por lo que conviene también explorar las direcciones donde
los puntos proyectados tengan minima kurtosis. La idea del procedimiento es buscar p di-
recciones ortogonales de méxima kurtosis y p direcciones ortogonales de minima kurtosis,
eliminar provisionalmente los datos extremos en estas direcciones, calcular la media y la ma-
triz de covarianzas con los datos no sospechosos y después identificar los datos atipicos como
aquellos que son extremos con la distancia de Mahalanobis calculada con las estimaciones no
contaminadas. Dada la muestra multivariante (xy, ..., X, ), el proceso se realiza como sigue:

1. Sean X y S el vector de medias y la matriz de covarianzas de los datos. Estandarizar
los datos de forma multivariante y sean z; = S, Y 2(Xi— X) los datos estandarizados

(1)

con media cero y matriz de covarianzas identidad. Tomar j =1y z,’ = z,.

2. Calcular la direccién d; con norma unidad que maximiza el coeficiente de kurtosis

univariante de los datos proyectados. Llamando ygj ) = d;-zgj ), a las datos proyectado
sobre la direccién d;, esta direccién se obtiene como solucién de:

max Z(ygj) — gt £ M\dd — 1)
que puede resolverse como se indica en el apéndice 4.1.

3. Proyectar los datos sobre un espacio de dimensién p — j definido como el espacio
ortogonal a la direccién d;. Para ello tomar zU+V= (I — djd;-)z(j). Hacer j = j + 1.

4. Repetir (2) y (3) hasta obtener las p direcciones, dy, ..., d,.
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5. Repetir (2) y (3) pero ahora minimizando la kurtosis en lugar de maximizarla para
obtener otras p direcciones, dp41, ..., dg,

6. Considerar como sospechosos aquellos puntos que en alguna de estas 2p direcciones
estdn claramente alejados del resto, es decir, verifican

y? = med(yV)
Meda(y))

> 5

A continuacién se eliminan todos los valores sospechosos detectados y se vuelve a 2 para
analizar los datos restantes. La estandarizacién multivariante ahora se realizard con la nueva
media y matriz de covarianzas de los datos restantes. Los pasos 2 a 6 se repiten hasta que
no se detecten mas datos atipicos o se haya eliminado una proporcién de datos prefijada,
por ejemplo un méximo del 40% de los datos.

Una vez que la muestra no contenga méas valores sospechosos con el criterio anterior se
calcula el vector de medias, Xg, y la matriz de covarianzas, Sg, de los datos no sospechosos,
y las distancias de Mahalanobis para los sospechosos como:

dy(x;Xr) = (xi—Xr)Sg’' (xi—Xr)’
Por razones que veremos mas adelante al estudiar contrastes de valores atipicos en el capitulo
10, aquellos valores mayores que p + 3+/2p se consideran atipicos (recordemos que el valor
promedio de la distancia de Mahalanobis es p). Algunos puntos del conjunto de sospechosos
seran atipicos y otros no. Los atipicos son desechados, y los buenos incoporados al conjunto
de puntos. Finalmente, se calculard un vector de medias, Xy, y una matriz de covarianzas,
S¢, con los puntos no atipicos, que serdn las estimaciones finales obtenidas de los datos.

En el capitulo 11 presentaremos métodos formales para contrastar si unos datos son
atipicos respecto a un modelo. En el apéndice 4.1 se detalla el célculo de las direcciones que
maximizan la kurtosis. El procedimiento converge rdpidamente en general. Un programa de
ordenador en Matlab para ejecutar este algoritmo puede bajarse de la direccién http: /*####*

Los datos detectados como potencialmente atipicos deben ser estudiadas con detalle para
determinar las causas de la heterogeneidad. Si estos datos no tienen un error detectable,
conviene, cuando sea posible, investigar las causas de su tamano anémalo ya que puede
llevar a importantes descubrimientos. Si no hay un error en el dato y, sin embargo, es
muy distinto de los demads, hay que sospechar que sobre esa observacion ha actuado alguna
causa que no ha estado activa en el resto de las observaciones. Por ejemplo, una variable no
incluida en el estudio ha tomado un valor distinto en esa observacién y es responsable del
cambio observado. El descubrimiento de esta variable insospechada puede ser el resultado
méas importante del estudio estadistico. Muchos descubrimientos cientificos importantes,
(por ejemplo la penicilina) y muchas patentes industriales, han surgido de la investigacién
para determinar las razones de un dato anémalo.

Ejemplo 4.10 Buscaremos datos atipicos en los datos de la EPF. En primer lugar calcu-
lamos las distancias de Mahalanobis de cada dato al centro de todos ellos. FEstas distancias
se presentan en el histograma de la figura 4.16. Las provincias mds alejadas del centro de
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los datos son, por este orden, Madrid (D=4.29), Gerona (D=3.98) y Navarra (3.97). Si
aplicamos ahora el procedimiento de buscar direcciones extremas en la kurtosis, obtenemos
los grificos de las figuras 4.17, 4.18, 4.19 y 4.20. Si eliminamos estos nueve posibles datos
extremos y calculamos las distancias de Mahalanobis con las medias y covarianzas calcu-
ladas sin estos datos obtememos el histograma de la figura 4.21 . Las dos observaciones
claramente extremas corresponden a Madrid y Barcelona. Observemos que en el andlisis
inicial Barcelona quedaba oculta (enmascarada) por la presencia de Madrid, pero aparece
claramente como atipica cuando se elimina el efecto de Madrid.

Ejemplo 4.11 Vamos analizar los datos de los sectores industriales en Furopa. EUROSEC.
Como las variables suman 100 aprorimadamente eliminaremos la dltima y trabajaremos por
tanto con ocho variables. La figura 4.22 presenta el histograma de estas distancias. Hay tres
paises muy alejados del resto que son Yugoeslavia (D = 4.17), Luxemburgo (D = 4.16) y
Turquia (D = 4.02). Estos tres paises estdn separados del resto y son atipicos en su estructura
de empleo.

Para entender la razon dividiremos los valores de cada uno de estos tres paises por la
media. La tabla siguiente presenta los valores medios, el pais mds proximo en la distancia
de Mahalanobis a esta estructura media (Francia, D = 1.4) y los cocientes entre los valores

del pais mas extremo y los valores medios.
Media 19.1 1.25 27.00 0.91 8.16 12.95 4.00 20.02

Francia /Med 0.56 0.64 1.01 .99 1.09 1.30 1.50 1.18

Yugoes/Med — 2.54 1.19 0.62 1.21 0.60 0.49 2.82 0.20

En esta tabla aparece claramente el cardcter atipico de Yugoslavia: tiene mds del doble
de poblacion empleada en Agricultura y finanzas que el pais medio y la mitad de empleo en
los servicios.

Vamos a comparar este resultado con el que se obtendria buscando posibles grupos de
atipicos. Las figuras 4.23, 4.24, y ?7?7 presentan las proyecciones sobre la direccion que
mazimiza la kurtosis de los datos y dos direcciones ortogonales a ella.

En la primera direccion aparece como extremo el punto 7 (Luxemburgo), en la sequnda
el 26 (Yugoeslavia) y en la tercera el 15 (Espania) y el 18 (Turquia). Es interesante que si
eliminamos estos cuatro puntos y calculamos las distancias de Mahalanobis del resto a estos
cuatro paises, Espania aparece mds alejada que Luxemburgo.

4.6 Lecturas complementarias

El libro de Gnanadesikan (1997) amplia el material de este capitulo incluyendo otros métodos
graficos para los datos, como las curvas de Andrews, donde cada observacién se representa
for una funcién f(¢). Este libro también considera con detalle la transformacién Box- Cox
multivariante, que ha sido estudiada, entre otros por Velilla (1993,1995) y Atkinson (19 ). La
deteccién de atipicos multivariantes ha sido objeto de numeros trabajos. Algunas referencias
recientes son Rousseeuw y van Zomeren (1990), Atkinson (1994), Maronna y Yohai (1995),
, Rocke y Woodruff (1996) y Juan y Prieto (2001). Volveremos sobre este tema al presentar
los estimadores robustos en el capitulo 11.

EJERCICIOS

4.1 Construir los diagramas de dispersién con un programa de ordenador como Matlab,
Minitab o Spss para los datos de EUROSEC.

4.2 Demostrar que un cambio de medida de las variables que equivale a una transforma-
cién lineal no modifica su matriz de correlacién.

4.3 Demostrar que la estandarizacién univariante no modifica la matriz de correlacién de
las variables.

4.3 Demostrar que la estandarizacion multivariante hace cero los coeficientes de cor-
relacién parcial entre las nuevas variables.

4.4 Demostrar que si introducimos un dato atipico en una muestra con vector de medias

_— 1 qe 1 1 1 — — —_—\ ]/ 4\
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Figura 4.6: Matriz de dispersién para los datos de la medidas fisicas (MEDIFIS)
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Figura 4.7: Representacion de las contribuciones cientificas de los pafses de INVEST en caras
de Chernoff
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Figura 4.8: Esquema de asignacién de los radios de la estrella a la variables para los datos
de la investigacion de los paises de la OCEDE
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Figura 4.9: Representaciéon mediante estrellas de los pafses de INVEST en logaritmos una
vez eliminado EEUU.

Figura 4.11: Distribuciones conjuntas y marginales de las variables de INVES en logaritmos.
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Figura 4.12: Los datos de EPF en logaritmos. Representaciones bivariantes e histogramas.

Figura 4.13: Una observacién atipica multivariante que no aparece como tal en los anélisis
univariantes.
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Figura 4.14: En esta figura las variables estaban originalmente casi incorreladas (r = —.11),
pero la presencia del valor atipico ha creado una fuerte correlacién positiva (r = .71).

Figura 4.15: En esta figura el coeficiente de correlacién sin el dato atipico es de 0,91 y
disminuye hasta 0,41 por la presencia del atipico marcado con a.
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Figura 4.16: Distribucién de las distancias de Mahalanobis entre cada dato y el centro para
los datos de la EPF
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Figura 4.17: Primera proyeccién en la direccién de maxima kurtosis para los datos de la
EPF
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Figura 4.18: Segunda proyeccién en la direcciéon de méaxima curtosis para los datos de la
EPF
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Figura 4.19: Tercera proyeccién en la direccién de méxima curtosis para los datos de la EPF
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Figura 4.20: Cuarta proyeccién sobre la direccién de maxima curtosis para los datos de la
EPF

Figura 4.21: Distancias de Mahalanobis para los datos de la EPF calculadas de manera
robusta, eliminando los datos extremos.
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4.5

Figura 4.22: Distancias de Mahalanobis de cada dato al centro de la muestra para los datos

de EUROSEC.
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Figura 4.23: Proyeccién sobre la direccién de méxima curtosis



4.6. LECTURAS COMPLEMENTARIAS 135

34

32+

*
0L, * * ¥

28+

26+

24|

22

Figura 4.24: Proyeccion sobre la segunda direccién de méxima curtosis ortogonal a la primera
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Capitulo 5

COMPONENTES PRINCIPALES

5.1 INTRODUCCION

Un problema central en el andlisis de datos multivariantes es la reduccién de la dimen-
sionalidad: si es posible describir con precisién los valores de p variables por un pequeno
subconjunto r < p de ellas, se habra reducido la dimensién del problema a costa de una
pequena pérdida de informacién.

El andlisis de componentes principales tiene este objetivo: dadas n observaciones de p
variables, se analiza si es posible representar adecuadamente esta informacién con un niimero
menor de variables construidas como combinaciones lineales de las originales. Por ejemplo,
con variables con alta dependencia es frecuente que un pequeno nimero de nuevas variables
(menos del 20% de las originales ) expliquen la mayor parte (més del 80%) de la variabilidad
original.

La técnica de componentes principales es debida a Hotelling (1933), aunque sus origenes
se encuentran en los ajustes ortogonales por minimos cuadrados introducidos por K. Pearson
(1901). Su utilidad es doble:

1. Permite representar éptimamente en un espacio de dimensién pequena, observaciones
de un espacio general p-dimensional. En este sentido componentes principales es el
primer paso para identificar posibles variables ”latentes” o no observadas, que estdn
generando la variabilidad de los datos.

2. Permite transformar las variables originales, en general correladas, en nuevas variables
incorreladas, facilitando la interpretacién de los datos.

En este capitulo presentamos tnicamente esta técnica como una herramienta exploratoria
para facilitar la descripcién e interpretacién de los datos. El problema de inferir si las
propiedades de reduccién de la dimensién encontradas en los datos puede extenderse a una
poblacién se estudiara en el capitulo de anélisis factorial.

137
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5.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Supongamos que se dispone de los valores de p-variables en n elementos de una poblacién
dispuestos en una matriz X de dimensiones n X p, donde las columnas contienen las variables
y las filas los elementos. Supondremos en este capitulo que previamente hemos restado a
cada variable su media, de manera que las variables de la matriz X tienen media cero y su
matriz de covarianzas vendréd dada por 1/n X'X.

El problema que se desea resolver es como encontrar un espacio de dimensién més re-
ducida que represente adecuadamente los datos. El problema puede abordarse desde tres
perspectivas equivalentes.

a) Enfoque descriptivo

Se desea encontrar un subespacio de dimensién menor que p tal que al proyectar sobre él los
puntos conserven su estructura con la menor distorsién posible. Veamos como convertir esta
nocién intuitiva en un criterio matematico operativo. Consideremos primero un subespacio
de dimensién uno, una recta. Se desea que las proyecciones de los puntos sobre esta recta
mantengan, lo méds posible, sus posiciones relativas. Para concretar, consideremos el caso
de dos dimensiones (p = 2). La figura 5.1 indica el diagrama de dispersién y una recta
que, intuitivamente, proporciona un buen resumen de los datos, ya que las proyecciones de
los puntos sobre ella indican aproximadamente la situaciéon de los puntos en el plano. La
representacién es buena porque la recta pasa cerca de todos los puntos y estos se deforman
poco al proyectarlos. Esta propiedad puede concretarse exigiendo que las distancias entre
los puntos originales y sus proyecciones sobre la recta sean lo méas pequenas posibles. En
consecuencia, si consideramos un punto x; y una direccién a; = (a1, ..., a1p)’, definida por
un vector a; de norma unidad, la proyeccion del punto x; sobre esta direccién es el escalar:

!/
Zi = a11Tj1 + ...+ ApTip = A1X; (51)

y el vector que representa esta proyeccién serd z;a;. Llamando r; a la distancia entre el punto
X;, ¥ su proyeccion sobre la direccion ay, este criterio implica:

n n

minimizar Z r? = Z Ix; — zia|?, (5.2)

=1 =1

donde |u] es la norma euclidea o médulo del vector u.
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Figura 5.1: Ejemplo de la recta que minimiza las distancias ortogonales de los puntos a ella.

La figura (5.1) muestra que al proyectar cada punto sobre la recta se forma un tridngulo
rectangulo donde la hipotenusa es la distancia al origen del punto al origen, (x/x;)!/?, y los
catetos la proyeccion del punto sobre la recta (z;) y la distancia entre el punto y su proyeccién
(r;). Por el teorema de Pitagoras, podemos escribir:

XX = 2 + 17, (5.3)

y sumando esta expresién para todos los puntos, se obtiene:

i X X; = i 22+ i 7. (5.4)
i=1 i=1 i=1

Como el primer miembro es constante, minimizar Y ., 77, la suma de las distancias a
la recta de todos los puntos, es equivalente a maximizar Y . 27, la suma al cuadrado de
los valores de las proyecciones. Como las proyecciones z; son, por (9.21) variables de media
cero, maximizar la suma de sus cuadrados equivale a mazimizar su varianza. Este resultado
es intuitivo: la recta de la figura 5.1 parece adecuada porque conserva lo méds posible la
variabilidad original de los puntos. El lector puede convencerse considerando una direccién
de proyeccion perpendicular a la de la recta en esta figura: los puntos tendrian muy poca
variabilidad y perderiamos la informacién sobre sus distancias en el espacio.

El objetivo de proyectar los puntos con minima deformacién puede abordarse desde otro
punto de vista que conduce al mismo resultado final. En el espacio de p-dimensiones, lo
caracteristico de la nube de puntos son sus distancias relativas. Tratemos de encontrar un
subespacio de dimensién 1, es decir, un recta tal que los puntos proyectados conserven lo
més posible sus distancias relativas. Si llamamos d7; = x/x; a los cuadrados de las distancias

originales entre los puntos y c/i?j = (z; — z;)? a las distancias entre los puntos proyectados
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sobre una recta, deseamos que
D= (d — d2)
ij ©J
(A

sea minima. Como la suma de las distancias originales es fija, minimizar D require maximizar
> 2_;dij, las distancias entre los puntos proyectados. Se demuestra en el apéndice 5.1 que
la direccién es la misma que proporciona una variable escalar de varianza méaxima.

b) Enfoque estadistico:

Representar puntos p dimensionales con la minima pérdida de informacién en un espacio de
dimensién uno es equivalente a sustituir las p variables originales por una nueva variable,
z1, que resuma éptimamente la informacién. Esto supone que la nueva variable debe tener
globalmente maxima correlaciéon con las originales o, en otros términos, debe permitir prever
las variables originales con la méxima precisién. Esto no serd posible si la nueva variable
toma un valor semejante en todos los elementos, y, se demuestra en el apéndice 5.2, que
la condicién para que podamos prever con la minima pérdida de informacién los datos
observados, es utilizar la variable de méxima variabilidad.

Volviendo a la figura 5.1 se observa que la variable escalar obtenida al proyectar los
puntos sobre la recta sirve para prever bien el conjunto de los datos. La recta indicada en
la figura no es la linea de regresiéon de ninguna de las variables con respecto a la otra, que
se obtienen minimizando las distancias verticales u horizontales, sino que al minimizar las
distancias ortogonales o de proyeccion se encuentra entre ambas rectas de regresion.

Este enfoque puede extenderse para obtener el mejor subespacio resumen de los datos
de dimensiéon 2. Para ello calcularemos el plano que mejor aproxima a los puntos. El
problema se reduce a encontrar una nueva direcciéon definida por un vector unitario, as,
que, sin pérdida de generalidad, puede tomarse ortogonal a a;, y que verifique la condicion
de que la proyeccién de un punto sobre este eje maximice las distancias entre los puntos
proyectados. Estadisticamente esto equivale a encontrar una segunda variable 2o, incorrelada
con la anterior, y que tenga varianza maxima. En general, la componente z,(r < p) tendrd
varianza maxima entre todas las combinaciones lineales de las p variables X originales, con
la condicién de estar incorrelada con las z1, ..., 2,_; previamente obtenidas.

c) enfoque geométrico

El problema puede abordarse desde un punto de vista geométrico con el mismo resultado
final. Si consideramos la nube de puntos de la figura 5.1 vemos que los puntos se sitian
siguiendo una elipse y podemos describir su orientacién dando la direccién del eje mayor de
la elipse y la posicién de los punto por su proyeccién sobre esta direccién. Puede demostrarse
que este eje es la recta que minimiza las distancias ortogonales y volvemos al problema que
ya hemos resuelto. En varias dimensiones tendremos elipsoides y la mejor aproximacion a
los datos es la proporcionada por el eje mayor del elipsoide. Considerar los ejes del elipsoide
como nuevas variables originales supone pasar de variables correladas a variables ortogonales,
como veremos a continuacion.
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5.3 CALCULO DE LOS COMPONENTES

5.3.1 Calculo del primer componente

El primer componente principal serd la combinacion lineal de las variables originales que
tenga varianza méxima. Los valores de este primer componente en los n individuos se
representardn por un vector z;, dado por

Z, = Xal.

Como las variables originales tienen media cero también z; tendrda media nula. Su vari-
anza sera:

1 1
Var(z)) = 5z/1z1 = ga’lX’Xal = a}Sa; (5.5)

donde S es la matriz de varianzas y covarianzas de las observaciones. Es obvio que podemos
maximizar la varianza sin limite aumentando el médulo del vector a;. Para que la maxi-
mizacién de (5.5) tenga solucién debemos imponer una restricciéon al médulo del vector ay,
y, sin pérdida de generalidad, impondremos que aja; = 1 . Introduciremos esta restriccién
mediante el multiplicador de Lagrange:

M = ajSa; — \(aja; — 1)

y maximizaremos esta expresion de la forma habitual derivando respecto a los componentes
de a; e igualando a cero. Entonces

M
a— = 2831 - 2)\3.1 =0
8a1

cuya solucién es:
Sa1 = )\al, (56)

que implica que a; es un vector propio de la matriz S, y A su correspondiente valor propio.
Para determinar qué valor propio de S es la solucién de la ecuacién (5.6) tendremos en cuenta
que, multiplicando por la izquierda por a) esta ecuacién,

ajSa; = Aaja; = \

y concluimos, por (5.5), que A es la varianza de z;. Como esta es la cantidad que queremos
maximizar, A serd el mayor valor propio de la matriz S. Su vector asociado, a;, define los
coeficientes de cada variable en el primer componente principal.

Ejemplo 5.1 Ilustraremos con detalle el cdlculo de la primera componente principal con los
datos de los logaritmos de las ACCIONES, tabla A.7. Los paquetes estadisticos habituales
(Minitab, SPSS, Statgraphics, etc) proporcionan directamente los componentes principales,
pero vamos a indicar con detalle como se realizan los cdlculos para el lector interesado.
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La matriz de varianzas y covarianzas de estos datos en logaritmos, que ya utilizamos en
el ejemplo 3.5, es,

035 015 -0.19
S=1| 015 013 -0.03
-0.19 —-0.03 0.16

Para el cdlculo de los autovalores tenemos que calcular las raices de la ecuacion:

0 = [S—AI|=
035 015 —0.19 A0 0
= 015 013 —003|—|0 X 0 ||=
—0.19 —0.03 0.16 00 A

= 0,000382 — 0,0628\ + 0, 64\* — \3

Las raices del polinomio, obtenidas con MATLAB son A\ = 0.521, Xy = 0.113, A3 =
6.51 x 1073, El autovector asociado a A1 nos da los pesos de la primera componente principal.
Para calcular el primer autovector resolvemos el sistema

Sa1 = )\1&1
que conduce a:

0.35 0.15 —0.19 a1 i a1
0.15 0.13 —0.03 a9 = 0.521 x aio
—0.19 —-0.03 0.16 a3 i ais
—0.171&11 + 0.150,12 — 0.19(113 i 0

0.15(1,11 — 0.391(1,12 — 0.03&13 = 0

—0.19&11 — 0.03(1,12 — 0.361(1,13 ] 0

el sistema es compatible indeterminado. Para encontrar una de las infinitas soluciones
tomemos la primera variable como pardmetro, x, y resolvamos el sistema en funcion de
x. La solucion es,

{au =T, Q12 = 04271‘, a3 — —0562.7?}

El valor de x se obtiene ahora imponiendo que el vector tenga morma unidad, con lo que
resulta:

—0.817
a; = | —0.349
0.459

y el primer componente es

Z; = —0.817X; — 0.349X5 + 0.459.X5
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donde X1, X y X3 son las variables en logaritmos. Por ejemplo, el valor de esta nueva
variable, la primera componente principal, para la primera observacion (la primera accion)
es

z1 = —0.817 x log(3.4) — 0.349 x log(89.7) + 0.459 x log(30.2) = —1.0049
El primer componente principal puede aproximadamente escribirse
Z1 2 —0.82X7 4+ 0.35(X3 — X3) + 0.11.X;5
y utilizando la definicion de las variables originales este componente puede escribirse
Zy = —0.82log(d/p) + 0.35log(p/d) + 0.11log(pN/b)
es decir,
Zy = —1.17log(d/p) + 0.111log(pN/b)

que indica que este primer componente depende basicamente de la variable Xy, la rentabilidad
por dividendos. Llamando z, = log Z, este primer componente puede escribirse también como

1.27
p

()
B
que es, aproximadamente, de nuevo la variable x1, el cociente entre el precio de la accion
y los dividendos recibidos. Esta variable es la que explica mejor la variabilidad conjunta de
las acciones.

1= JL16

Ejemplo 5.2 La encuesta de presupuestos familiares en Espana (Tabla A.3 ) presenta
los gastos medios de las familias espanolas en nueve epigrafes: X, = alimentacion, Xy =
vestido y calzado, X3 = vivienda, X4 = mobiliario doméstico, X5 = gastos sanitarios, X¢ =
transportes, X; = ensenanza y cultura, Xg = turismo y ocio, X9 = otros gastos, para las
51 provincias espatniolas (Ceuta y Melilla aparecen unidas como una provincia). La matriz
de covarianzas resume la variabilidad de estas 9 variables en los 51 elementos observados.
Como las distribuciones de los gastos son muy asimétricas, las variables se han expresado
en logaritmos. El vector propio asociado al mayor valor propio, 0,348, define la siguiente
variable:

z1 = 0,12z1 +0,18z2 + 0, 30z3 + 0, 31z4 + 0, 4625 + 0, 34z
+0, 50x7 + 0, 31zg 4+ 0, 31xzg

Se observa que z; es una suma ponderada de todos los gastos con mayor peso en los gastos
en ensenanza y cultura (r7) y gastos sanitarios (rs). El menor peso lo tiene el gasto en
alimentacion ().

Si calculamos las coordenadas z1 para las provincias espanolas y las ordenamos por esta
nueva variable las provincias quedan prdacticamente ordenadas por su renta. La primera
componente principal tiene pues en este caso una explicacion inmediata: redescubre la renta
de cada provincia.
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5.3.2 Calculo del segundo componente

Vamos a obtener el mejor plano de proyeccién de las variables X. Lo calcularemos estable-
ciendo como funcién objetivo que la suma de las varianzas de z;= Xa; y zs= Xas sea
méxima, donde a; y as son los vectores que definen el plano. La funcién objetivo sera:

¢ = ajSa; +apSas — \j(aja; — 1) — Ag(asay — 1) (5.7)

que incorpora las restricciones de que las direcciones deben de tener médulo unitario (ala;) =
1, i =1, 2. Derivando e igualando a cero:

% = 2831 - 2)\131 =0
aal
% = 2832 — 2)\2&2 =0
aag

La solucién de este sistema es:

Sa1 = )\1&1, (58)

Sa2 = )\2&2 (59)

que indica que a; y as deben ser vectores propios de S. Tomando los vectores propios de
norma uno y sustituyendo en (5.7), se obtiene que, en el maximo, la funcién objetivo es

o=+ A (5.10)

es claro que A1 y Ay deben ser los dos autovalores mayores de la matriz S y a; y as sus
correspondientes autovectores. Observemos que la covarianza entre z; y z,, dada por aj S
ay es cero ya que aja; = 0, y las variables z; y z, estarén incorreladas. Puede demostrarse
(véase el ejercicio 5.7) que si en lugar de maximizar la suma de varianzas, que es la traza de la
matriz de covarianzas de la proyeccién, se maximiza la varianza generalizada (el determinante
de la matriz de covarianzas) se obtiene el mismo resultado.

Ejemplo 5.3 FEl sequndo componente principal para las variables de gastos de la EPF definidas
en el ejemplo 5.1 es el asociado al seqgundo valor propio mayor que es 0,032. El vector propio
asociado a este valor propio define la nueva variable:

zo = 0,05z; 40,1625 — 0,1723 + 0,074 — 0, 2125 + 0, 2926 —
0,40x7 — 0,17xg + 0, 78x9 =
(0,05x1 + 0,16x5 4+ 0,074 + 0,29x6 + 0, 78x9) —
(0,17x3 + 0,21x5 + 0,40x7 + 0, 17xg)

Esta variable puede verse como la diferencia entre dos medias ponderadas de los gastos. La
primera da sobre todo peso a otros gastos (xg), y transporte (rg). En la variable otros gastos
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estdan incluidas las transferencias fuera de la provincia a miembros de la familia mayores de
14 anos que no residan en ella, podemos conjeturar esta variable separa las provincias que
reciben transferencias de las que las envian. Es también significativo que estas provincias
tienen altos gastos en transporte. La primera media ponderada puede considerarse un indi-
cador de como esta provincia envia recursos a otras. La sequnda media da mayor peso a las
variables ensenanza y cultura (x7) y gastos sanitarios (xs).

Este seqgundo componente va a separar a provincias que envian recursos a otras (alto
valor de xg) y que tienen también altos gastos de transporte, respecto a las que transfieren
relativamente poco y tienen altos gastos de educacion y sanidad. Las provincias con valores
mds altos de este componente son Zamora, Ledon, Lugo, Toledo, Huesca, Lérida, Segovia,
Soria y Palencia. FEstas provincias no han tenido tradicionalmente universidad, por lo que
tienen que enviar los estudiantes fuera y tienen bajos costes de educacion. Por el contrario,
las provincias con valores bajos de este componente zy incluyen a Madrid y Barcelona, cen-
tros receptores netos de estudiantes de otras provincias, asi como a Salamanca, Zaragoza y
Tenerife. La Tabla 5.1 presenta la ordenacion de las provincias segin el primer y sequndo
componente. La figura 7?7 representa cada provincia en el plano de las dos primeras compo-
nentes principales. Cada punto aparece representado por sus coordenadas respecto a los ejes
definidos por las componentes principales y puede interpretarse como la proyeccion de los
puntos, que estdn en un espacio de dimension 9, tantos como variables, sobre el plano que
mejor mantiene sus distancias relativas, que es el definido por las dos primeras componentes.

Proyeccion de los datos de la EPF sobre el plano definido por las dos primeras componentes
principales

5.3.3 Generalizacion

Puede demostrarse andlogamente que el espacio de dimensién r que mejor representa a los
puntos viene definido por los vectores propios asociados a los r mayores autovalores de S.
Estas direcciones se denominan direcciones principales de los datos y a las nuevas variables
por ellas definidas componentes principales. En general, la matriz X ( y por tanto la S) tiene
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Comp. 1 Comp. 2
Navarra Zamora
Madrid Leén
Barcelona Lugo
Lérida Toledo
Vizcaya Huesca
Gerona Murcia
Baleares Navarra
Tarragona Lérida
Guipuzcoa Segovia
Las Palmas Soria

Ciudad Real Mailaga

Cuenca Salamanca
Avila Cadiz

Teruel Madrid
Castellén Badajoz
Orense Jaén

Zamora, Ceuta y Melilla
Badajoz Zaragoza
Ceuta y Melilla | Huelva
Salamanca Tenerife

Jaén Barcelona

Tabla 5.1: Ordenacién de las provincias de la EPF, segtin los dos primeros componentes

rango p, existiendo entonces tantas componentes principales como variables que se obtendran

calculando los valores propios o raices caracteristicas, Ai,... ,\,, de la matriz de varianzas
y covarianzas de las variables, S, mediante:
S—AIl=0 (5.11)

y sus vectores asociados son:
(S—=A\I)a, =0. (5.12)

Los términos \; son reales, al ser la matriz S simétrica, y positivos, ya que S es definida
positiva. Por ser S simétrica si A\; y A, son dos raices distintas sus vectores asociados son
ortogonales. En efecto:

/ _ !/ 4!
a;Sa; = (a,Sa;) = a)Sa,

/ o /
a,Sa; = aj)\hah

. !/ ol _
y si Aj # Ap, aja; = aja, = 0y son ortogonales.

Si S fuese semidefinida positiva de rango p < p, lo que ocurrirfa si p — p variables fuesen
combinacién lineal de las demds, habria solamente p raices caracteristicas positivas y el resto
serfan ceros.
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Llamando Z a la matriz cuyas columnas son los valores de los p componentes en los n
individuos, estas nuevas variables estdn relacionadas con las originales mediante:

Z =XA

donde A’A = 1. Calcular los componentes principales equivale a aplicar una transformacion
ortogonal A a las variables X (ejes originales) para obtener unas nuevas variables Z incorre-
ladas entre si. Esta operacion puede interpretarse como elegir unos nuevos ejes coordenados,
que coincidan con los ”ejes naturales” de los datos.

Ejemplo 5.4 Los restantes valores propios de la matriz de covarianzas de los datos de la
EPF son 0.027, 0.0175, 0.0126, 0.0107, 0.010, 0.0059, y 0.00526. A partir del tercero son
muy pequenos y de valor similar. El tercer componente principal es

z3 = 0,12z 40,0529 + 0,34x3 + 0, 11x4 — 0,855 4+ 0, 04x¢ —
0,30x7 + 0,20zs + 0,003z9 =
(0,12x1 + 0,05x9 + 0, 34x3 + 0, 11x4 + 0, 04xg + 0, 20z5) —
(0,85x5 + 0, 30z7)

y puede de nuevo interpretarse como la diferencia entre dos medias ponderadas. La
primera da sobre todo peso a las variables 3, vivienda, 8, turismo y ocio, 1, alimentacion y 4
, mobiliario doméstico. La sequnda a la 5, gastos sanitarios, y a la 7, ensenanza y cultura.
Separd provincias con bajos costes en sanidad y altos en vivienda y ocio de las que tengan la
estructura opuesta. La figura 7?7 representa las observaciones proyectadas sobre el plano de
las componentes primera y tercera. Se observa que la tercera dimension es independiente de
la primera (riqueza o renta) y separa provincias con altos gastos en sanidad, como Salamanca
y Palencia, de otras de aquellas con gastos relativamente bajos en esta magnitud y mdas en
vivienda 1y octo.

Representacion de los datos de la EPF em el plano definido por loso componentes primero
Yy tercero.
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Ejemplo 5.5 La tabla 5.2 presenta la matriz de varianzas y covarianzas entre nueve indi-
cadores econdmicos medidos en distintas empresas.

X1 X9 X3 X4 X5 X X7 Xg Xg
177 179 95 96 53 32 -7 -4 -3
419 245 131 181 127 -2 1 4
302 60 109 142 4 4 11

158 102 42 4 3 2

137 96 4 5 6

128 2 2 8

34 31 33
39 39
48

Tabla 5.2: Matriz de varianzas covarianzas de los nueve indicadores

Las raices caracteristicas de esta matriz se presentan en la tabla 5.35.

Componente 1 2 3 4 5 6 71 8 9
by 878,5 | 196,1 | 128,6 | 1034 | 81,2 | 37,8 | 7,0 | 5,7 | 3,5

Tabla 5.3: Autovalores de la matriz tabla 5.2

La suma de los valores propios de la matriz es 1441, 8, practicamente igual, salvo por
errores de redondeo, a la suma de las varianzas de las variables, que es 1442. Ya veremos
que esta concordancia ocurre siempre. Los vectores propios de los tres primeros componentes
se indican en la tabla 5.4. Se observa que el primer componente principal es una media
ponderada de las primeras seis variables. El sequndo contrapone la primera, la sequnda y la
cuarta a la tercera y la sexta. El tercer componente contrapone las tres primeras al resto de
las variables.

Estos resultados son consistentes con la matriz de la tabla 5.2. El rasgo mds caracteristico
de esta tabla es la distinta magnitud de las seis primeras variables respecto al resto. Esto
lo recoge el primer componente principal. El sequndo rasgo es la presencia de covarianzas
negativas en las filas de las dos primeras variables y esto se recoge en el sequndo componente.
El tercero incorpora por un lado las tres tltimas variables vy, por otro, contrapone las tres
primeras variables frente al resto.

Componente T i) I3 Ty Iy Tg Ty xTs Tg
1 0.30 | 0.66 | 0.48 | 0.26 | 0.32 | 0.27 | 0.00 | 0.00 | 0.01
2 -0.48 1 -0.15| 0.58 | -0.49 | -0.04 | 0.37 | 0.06 | 0.04 | 0.08
3 -0.41 [ -0.18 [ -0.23 | 0.45 | 0.49 | 0.27 | 0.26 | 0.28 | 0.29

Tabla 5.4: Vectores propios de la matriz tabla 5.2
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5.4 PROPIEDADES DE LOS COMPONENTES

Los componentes principales como nuevas variables tienen las propiedades siguientes:

1. Conservan la variabilidad inicial: la suma de las varianzas de los componentes es igual
a la suma de las varianzas de las variables originales, y la varianza generalizada de los
componentes es igual a la original.

Comprobemos el primer punto. Como Var (z;,) = A, y la suma de las raices carac-
teristicas es la traza de la matriz:

tr(S) =Var (x1)+...+Var (z,) =M +...+ X,

por tanto Y b, Var(z;) =Y A = > 7, Var(z). Las nuevas variables z; tienen con-
juntamente la misma variabilidad que las variables originales, la suma de varianzas es
la misma, pero su distribucién es muy distinta en los dos conjuntos.

Para comprobar que los componentes principales también conservan la Varianza gen-
eralizada, valor del determinante de varianzas y covarianzas de las variables, como el
determinante es el producto de las raices caracteristicas, tenemos que, llamando S, a
la matriz de covarianzas de los componentes, que es diagonal con términos \; :

ISzl =M. A, =11 Var(z) =|S,|.

2. La proporciéon de variabilidad explicada por un componente es el cociente entre su
varianza, el valor propio asociado al vector propio que lo define, y la suma de los
valores propios de la matriz.

En efecto, como la varianza del componente h es Ay, el valor propio que define el
componente, y la suma de todas las varianzas de las variables originales es Y >, \;, igual
como acabamos de ver a la suma de las varianzas de los componentes, la proporcién
de variabilidad total explicada por el componente h es Ap/ > ;.

3. Las covarianzas entre cada componente principal y las variables X vienen dadas por
el producto de las coordenadas del vector propio que define el componente por el valor
propio:

OOU(ZZ'; T1y... .YIp) = )\iai = ()\iaila ey )\iaip)

donde a; es el vector de coeficientes de la componente z;.
Para justificar este resultado, vamos a calcular la matriz p X p de covarianzas entre los
componentes y las variables originales. Esta matriz es:

Cov(z,x) =1/nZ'X

y su primera fila proporciona las covarianzas entre la primera componente y las p
variables originales. Como Z = XA, sustituyendo

Cov(z,z) = 1/nA’X'X = A’'S = DA/,
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donde A contiene en columnas los vectores propios de S y D es la matriz diagonal
de los valores propios. En consecuencia, la covarianza entre, por ejemplo, el primer
componente principal y las p variables vendra dada por la primera fila de A’S, es decir
a|S o también A;a}, donde aj es el vector de coeficientes de la primera componente
principal.

4. Las correlacién entre un componente principal y una variable X es proporcional al
coeficiente de esa variable en la definicién del componente, y el coeficiente de propor-
cionalidad es el cociente entre la desviacién tipica del componente y la desviacién tipica
de la variable.

Para comprobarlo:

CO’U(Zi.?Ij) )\iaij \/)\_Z

Corr(z;;z;) = = = q;;—

— — = a;
VVar(z)Var(z;) \/)\isjz s,

5. Las r componentes principales (r < p) proporcionan la prediccién lineal éptima con r
variables del conjunto de variables X.

Esta afirmacion puede expresarse de dos formas. La primera demostrando que la mejor
prediccién lineal con r variables de las variables originales se obtiene utilizando las r
primeras componentes principales. La segunda demostrando que la mejor aproximacion
de la matriz de datos que puede construirse con una matriz de rango r se obtiene
construyendo esta matriz con los valores de los r primeros componentes principales.
La demostracion de estas propiedades puede verse en el apéndice 5.1.

6. Si estandarizamos los componentes principales, dividiendo cada uno por su desviacién
tipica, se obtiene la estandarizacién multivariante de los datos originales.

Estandarizando los componentes Z por sus desviaciénes tipicas, se obtienen las nuevas
variables

Y.=ZD '? = XAD '

donde D~/2 es la matriz que contienen las inversas de las desviaciénes tipicas de las com-
ponentes. Hemos visto en el capitulo anterior que la estandarizacién multivariante de una
matriz de variables X de media cero viene dada por se define como:

Y, = XAD /2A’

y ambas variables estdn incorreladas y tienen matriz de covarianzas identidad. Se diferencian
en que unas pueden ser una rotacién de las otras, lo que es indiferente al tener todas las
mismas varianzas. Por tanto,la estandarizacién multivariante puede interpretarse como :

(1) obtener los componentes principales;

(2) estandarizarlos para que tengan todos la misma varianza.

Esta relacién se presenta graficamente en la figura 5.2. La transformaciéon mediante
componentes principales conduce a variables incorreladas pero con distinta varianza, puede
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interpretarse como rotar los ejes de la elipse que definen los puntos para que coincidan
con sus ejes naturales. La estandarizacién multivariane produce variables incorreladas con
varianza unidad, lo que supone buscar los ejes naturales y luego estandarizarlos. En conse-
cuencia, si estandarizamos los componentes se obtiene las variables estandarizadas de forma
multivariante.

Z=XA

Figura 5.2: Representacion grifica de la relacién entre componentes principales y es-
tandarizacién multivariante.

5.5 ANALISIS NORMADO O CON CORRELACIONES

Los componentes principales se obtienen maximizando la varianza de la proyecciéon. En
términos de las variables originales esto supone maximizar:

M = i(I?S? + Qi i a;A;Sij (513)
=1

i=1 j=i+1

con la restricciéon a’a = 1. Si alguna de las variables, por ejemplo la primera, tiene una vari-
anza s2, mayor que las demds, la manera de aumentar M es hacer tan grande como podamos
la coordenada a; asociada a esta variable. En el limite si una variable tiene una varianza mu-
cho mayor que las demads el primer componente principal coincidird muy aproximadamente
con esta variable.

Cuando las variables tienen unidades distintas esta propiedad no es conveniente: si dis-
minuimos la escala de medida de una variable cualquiera, de manera que aumenten en
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magnitud sus valores numéricos (pasamos por ejemplo de medir en km. a medir en metros),
el peso de esa variable en el andlisis aumentard, ya que en (5.13):

(1) su varianza serd mayor y aumentard su coeficiente en el componente, a?, ya que con-
tribuye mds a aumentar M;

(2) sus covarianzas con todas las variables aumentardn, con el consiguiente efecto de in-
crementar a;.

En resumen, cuando las escalas de medida de las variables son muy distintas, la maxi-
mizacién de (5.13) dependera decisivamente de estas escalas de medida y las variables con
valores mds grandes tendrdan méds peso en el andlisis. Si queremos evitar este problema,
conviene estandarizar las variables antes de calcular los componentes, de manera que las
magnitudes de los valores numéricos de las variables X sean similares.

La estandarizacién resuelve otro posible problema. Si las variabilidades de las X son
muy distintas, las variables con mayor varianza van a influir méds en la determinacién de la
primera componente. Este problema se evita al estandarizar las variables, ya que entonces
las varianzas son la unidad, y las covarianzas son los coeficientes de correlacién. La ecuacién
a maximizar se transforma en:

M/ =142 i i ;575 (514)

i=1 j=i+1

siendo r;; el coeficiente de correlacién lineal entre las variables ij. En consecuencia la solucién
depende de la correlaciones y no de las varianzas.

Los componentes principales normados se obtiene calculando los vectores y valores propios
de la matriz R, de coeficientes de correlacién. Llamando )\5' a las raices caracteristicas de
esa matriz, que suponemos no singular, se verifica que:

p
Z M= traza(R) = p (5.15)
i=1

Las propiedades de los componentes extraidos de R son:
1. La proporcién de variacion explicada por )\f sera:

)\R
r 5.16

2. Las correlaciones entre cada componente z; y las variables X originales vienen dados
directamente por a’y/\; siendo z; = Xa,.

Estas propiedades son consecuencia inmediata de los resultados de la seccién 5.4.
Cuando las variables X originales estdn en distintas unidades conviene aplicar el andlisis
de la matriz de correlaciones o andlisis normado. Cuando las variables tienen las mismas
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unidades, ambas alternativas son posibles. Si las diferencias entre las varianzas de las vari-
ables son informativas y queremos tenerlas en cuenta en el anélisis no debemos estandarizar
las variables: por ejemplo, supongamos dos indices con la misma base pero uno fluctua mu-
cho y el otro es casi constante. Este hecho es informativo, y para tenerlo en cuenta en el
andlisis, no se deben estandarizar las variables, de manera que el indice de mayor variabilidad
tenga maés peso. Por el contrario, si las diferencias de variabilidad no son relevantes podemos
eliminarlas con el anélisis normado. En caso de duda, conviene realizar ambos andlisis, y
seleccionar aquel que conduzca a conclusiones més informativas.

Ejemplo 5.6 La matriz de correlacion de los nueve indicadores economicos del ejemplod. 4
es

1 .66 41 .57 34 21 —.09 —.05 —.03 ]
1 .69 .51 .76 55 —-.01 .01 .03

1 .28 54 .72 .04 .00 .09

1 .69 30 .06 .03 .02

R = 1 .73 .06 .07 .07
1 .03 .03 .10

1 85 .82

1 .90

1

Los valores propios son:

)\i|3.70 2.72 1.06 .70 .30 .23 .16 .09 .03

y los vectores propios asociados a los tres primeros valores propios son:

A T Tog T3 X4 Xz Tg Ty Ty g
3.7 | .34 46 41 36 46 .40 .06 .06 .08
272 |-11 -07 -.03 -04 -02 -01 .56 .B8 .57
1.06 | -.54 -05 .38 -52 .07 .53 -.04 -.07 .00

Tabla 5.5: Vectores propios de la matriz de correlaciones

Si comparamos estos resultados con los del ejemplo 5.4 vemos que el primer vector propio
cambia apreciablemente. Con la matriz de varianzas las variables con mdas peso en el compo-
nente eran las que tenian una mayor varianza: la 2, luego la 3 y finalmente las 1,4,5 y 6 con
un peso parecido. FEstos pesos siguen estrechamente la relacion relativa entre las varianzas
de las variables. Sin embargo, al utilizar la matriz de correlaciones este efecto desaparece,
y el peso de las variables estd mdas relacionado con las correlaciones. La proporcion de vari-
abilidad explicada por el primer componente cambia mucho: de 878,5/1441,8 = 60,9% a
3.7/9 =41%

El segundo componente cambia completamente: ahora estd practicamente asociado a las
tres tultimas variables. La proporcion de variabilidad que explica ha aumentado considerable-
mente, del 196/1441,8 = 13,6% a 2.72/9 = 30% . El tercer vector propio es también distinto
en ambas matrices.
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Ejemplo 5.7 Consideremos los datos de INVEST publicaciones cientificas en los paises de
la OCDE. Los datos tienen magnitudes muy distintas (unos bancos de datos tienen muchos
mds trabajos que otros). Si deseamos conservar esta propiedad, que esta asociada a que en
algunos campos cientificos se publica mucho mds que en otros, haremos el andlisis sobre
la matriz de covarianzas. St no queremos dar mds peso a unos campos que a otros, es
conveniente realizar el andlisis normado o sobre la matriz de correlacion. Los resultados en
este 1iltimo caso se indican en la tabla 5.6

Comp. )\h Ph Z?:l Ph
7.630 | 0.954 0.954
0.207 | 0.026 0.980
0.121 | 0.015 0.995
0.019 | 0.002 0.997
0.017 | 0.002 0.999
0.004 | 0.001 1.000
0.001 | 0.000 1.000
0.000 | 0.000 1.000

00 O Ul W N

Tabla 5.6: Variabilidad explicada por los componentes principales

Se observa que el primer componente principal explica una proporcion muy alta de la vari-
abilidad, el 95,4%. Con los tres primeros componentes se explica el 99,5% de la variabilidad.
Ademds, después del tercer vector propio la variabilidad explicada disminuye claramente,
(véase la tabla 5.6 y la figura 5.3 )lo que indica que sdélo debemos preocuparnos de los tres
primeros componentes ya que los siguientes tienen poca capacidad explicativa. En la tabla
5.7 se indican los valores de los componentes para estos tres vectores propios.

Comp. 1 | Comp. 2 | Comp. 3

INTER.A 0.358 -0.173 0.36
INTER.F 0.360 -0.098 0.08
AGRIC. 0.355 -0.366 -0.10

BIOLO. 0.346 -0.359 -0.69

MEDIC. 0.361 -0.070 0.15

QUIMI. 0.334 0.786 -0.41

INGEN. 0.354 0.268 0.40

FISICA 0.361 0.054 0.17

Tabla 5.7: Vectores propios de los tres primeros componentes

Ejemplo 5.8 Para interpretar los componentes consideramos sus coordenadas en las vari-
ables. Estas se indican en la tabla 5.7 y en la figura 5.4. Se observa que el primer componente
es un factor de tamano, ya que es una media ponderada de todas las variables con mayor
peso de los bancos interdisciplinarios y del banco médico. El sequndo componente es un fac-
tor de forma y contrapone la investigacion en Quimica e Ingenieria frente a la realizada en
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Figura 5.3: Gréfico para la seleccién del nimero de componentes.

Agricultura y Biologia. El tercero contrapone ingenieria, fisica y el banco interA con respecto
a Biologia y Quimica.

5.6 INTERPRETACION DE LOS COMPONENTES

Componentes de tamano y forma

Cuando existe una alta correlacién positiva entre todas las variables, el primer componente
principal tiene todas sus coordenadas del mismo signo y puede interpretarse como un prome-
dio ponderado de todas las variables (véase el ejercicio 5.2). Se interpreta entonces como
un factor global de ”tamano”. Los restantes componentes se interpretan como factores ”de
forma” y tipicamente tienen coordenadas positivas y negativas, que implica que contraponen
unos grupos de variables frente a otros. Estos factores de forma pueden frecuentemente es-
cribirse como medias ponderadas de dos grupos de variables con distinto signo y contraponen
las variables de un signo a las del otro. Por ejemplo el segundo componente principal de
los datos de la EPF del ejercicio 5.3 puede escribirse aproximadamente, despreciando los
coeficiente pequenios (menores que 0,1):

2z = (0,05z1 + 0, 1625 + 0,074 + 0, 2926 + 0, 7829) —
(0, 1725 + 0, 2125 + 0, 4027 + 0, 1728) ~ Iy — Is
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Figura 5.4: Representacion de los pesos de las dos componentes.

donde
Iy =0,16x2 + 0,2926 + 0, 7829
es un indicador de los gastos de transporte y transferencias a otras provincias y
Is =0,1723 40,2125 40,4027 4+ 0, 1725

es un indicador de gastos en servicios (educacién y sanidad). Ademsds, cuando las vari-
ables van en logaritmos, los componentes suelen poder escribirse como ratios de promedios
geométricos de las variables. Por ejemplo, supongamos que un componente tiene la expresion

z1 = —0.5logx1 + 0.31log x5 4+ 0.2log x3

este componente puede escribirse también como
x x
z1 = 0.31og 2 0.21og =
1 T

que indica que es un promedio de estos dos ratios (véase el ejemplo 5.1).

La interpretacién de los componentes se simplifica suponiendo que los coeficientes pequenos
son cero y redondeando los coeficientes grandes para expresar el componente como cocientes,
diferencias o sumas entre variables. Estas aproximaciones son razonables si modifican poco
la estructura del componente y mejoran su interpretacién. Una medida del cambio introduci-
do al modificar un vector propio de a; a a;j; es el cambio en la proporciéon de variabilidad
explicada por el componente. Si el valor propio asociado a a; es \;, el componente explica el
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Ai/ > Aj de la variabilidad. Si ahora modificamos el vector a a;y, la varianza de la proyec-
ci6én de los datos sobre este componente es A\;yy = a},,Sa; = (f(ai ) (Xai ) /n, la varianza
del componente, y la proporcién de variabilidad explicada serd A;ps/ Y A;. El cambio relativo
serd (A; — Ainr)/ i, ya que siempre \; > Ay, v si este cambio es pequeno, esta justificada la
modificacién si favorece la interpretacion.

Ejemplo 5.9 Vamos a calcular el cambio relativo que experimenta el sequndo componente
principal de los datos de la EPF si despreciamos los coeficientes mas pequenos, la varianza del
sequndo componente modificado es 0,0319. La varianza del componente original es 0,0320,
por lo que el cambio de explicacion por tomar el coeficiente simplificado es sélo de (0,0320-
0,0319)/0,0320=1/320=0,0051.

Ejemplo 5.10 Supongamos 6 observaciones xi,...,xs en dos dimensiones, cada obser-
vacion corresponde a un rectangulo y las variables son longitud de la base y altura del rec-
tangulo. Grdficamente las observaciones son,

1

4

que corresponden a la matriz de datos,

15 0.5
0.7 0.5
0.5 15
0.5 0.7
| 0.7 0.7 |

aplicamos logaritmos a estos datos para facilitar la interpretacion de las componentes,

[ 0.301  0.301
0176 —0.301
—0.155 —0.301
log(X) =1 _1301 0.176
—0.301 —0.155
| —0.155 —0.155 |

cuya matriz de varianzas covarianzas es,

(639 1417 .,
5= { 1.41 6.39}10

Los autovalores y autovectores de la descomposicion espectral de esta matriz son,

M o= 0.78 Ay =0,0498

~[o0.707 T 0.707
Y= 0707 “2=1 _p.707
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las dos primeras componentes son

[ 0.426 ]
—0.088
—0.322
—0.088
—0.322

| 0219
0
0.337

X 0.103

Zy Xay =0.7071og(X;) — 0.707 log(X>) 0.70710g(X2) 0337

—0.103

0

Zi = Xaj =0.707log(X;) + 0.707log(X5) = 0.707log(X1X5) =

Si ordenamos los rectdngulos segin el valor de la primera y sequnda componente obten-
emos,

La primera ordenacion coincide con la inducida por el volumen de los rectangulos, es
una transformacion creciente del producto de la base por la altura, y el primer componente
describe el tamano. FEl sequndo componente relaciona la base con la altura y ordena las
observaciones en funcion de su forma.

5.6.1 Seleccion del nimero de componentes

Se han sugerido distintas reglas para seleccionar el niimero de componentes a mantener:

(1) Realizar un grafico de ); frente a i. Comenzar seleccionando componentes hasta que los
restantes tengan aproximadamente el mismo valor de \;. La idea es buscar un ”codo”
en el gréfico, es decir, un punto a partir del cual los valores propios son aproximada-
mente iguales. El criterio es quedarse con un niimero de componentes que excluya los
asociados a valores pequenos y aproximadamente del mismo tamano.

(2) Seleccionar componentes hasta cubrir una proporcién determinada de varianza, como el
80% o el 90%. Esta regla es arbitraria y debe aplicarse con cierto cuidado. Por ejemplo,
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es posible que un tinico componente de ”tamano” recoja el 90% de la variabilidad y
sin embargo pueden existir otros componentes que sean muy adecuados para explicar
la ”forma” de las variables.

(3) Desechar aquellos componentes asociados a valores propios inferiores a una cota, que
suele fijarse como la varianza media, »_ A;/p. En particular, cuando se trabaja con
la matriz de correlacion, el valor medio de los componentes es 1, y esta regla lleva a
seleccionar los valores propios mayores que la unidad. De nuevo esta regla es arbitraria:
una variable que sea independiente del resto suele llevarse un componente principal
(véase ejercicio 5.8) y puede tener un valor propio mayor que la unidad. Sin embargo,
si esta incorrelada con el resto puede ser una variable poco relevante para el andlisis,
y no aportar mucho a la comprensién del fenémeno global.

5.6.2 Representacion grafica

La interpretacién de los componentes principales se favore representando las proyecciones de
las observaciones sobre un espacio de dimensién dos, definido por parejas de los componentes
principales m&s importantes. Este punto se ha ilustrado en los ejemplos anteriores, donde se
ha indicado que la proyeccién de cualquier observacion sobre un componente es directamente
el valor del componente para esa observacién. La representaciéon habitual es tomar dos
ejes ortogonales que representen los dos componentes considerados, y situar cada punto
sobre ese plano por sus coordendas con relacion a estos ejes, que son los valores de los dos
componentes para esa observacién. Por ejemplo, en el plano de los dos primeros componentes,
las coordenadas del punto x; son z3; = a)X; y 29; = a5X;.

La interpretacién se favorece representando en el mismo plano ademés de las observa-
ciones las variables originales. Esto puede hacerse utilizando como coordenadas su coeficiente
de correlacién con cada uno de los ejes. El vector de correlaciones entre el primer compo-
nente y las variables originales viene dado por )\]i/ Zale, donde D es una matriz diagonal
cuyos términos son las inversas de las desviaciones tipicas de cada variable. La matriz de
correlaciones R, entre los p componentes y las p variables tendra como filas los términos
)\]1./ 2a;-D y puede escribirse

R., = A'Y?AD

donde A es la matriz de vectores propios, A'/? es la matriz diagonal con términos v/A; y En
el andlisis normado como las variables se estandarizan a varianza unidad las correlaciones
serd simplemente A'/2A.

Una representacion equivalente es el biplot que presentamos en la seccién siguiente. Tiene
la ventaja de representar al mismo tiempo las variables y las observaciones en un mismo
grafico.

Conviene investigar si transformando las variables se obtiene una interpretacién més sim-
ple. Como regla general, cuando al tomar logaritmos las variables X tienen una distribucién
aproximadamente simétrica, conviene realizar el andlisis de componentes principales sobre
los logaritmos de las variables.
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Es importante recordar que las covarianzas (o correlaciones) miden unicamente las rela-
ciones lineales entre las variables. Cuando entre ellas existan relaciones fuertes no lineales el
andlisis de componentes principales puede dar una informacién muy parcial de las variables.

Ejemplo 5.11 La figura 5.5 presenta la proyeccion de los datos de INVEST, los paises de
la OCDE, sobre el plano formado por los dos primeros componentes principales extraidos de
la matriz de correlacion, que se estudiaron en el ejemplo 5.6. Se observa que el primer eje
ordena a los paises por su cantidad de investigacion, mientras que el sequndo tiene en cuenta
sus caracteristicas: separa a Japon, con gran énfasis en investigacion tecnoldgica, del Reino
Unido, que tiene mas énfasis en la investigacion biomédica

Figura 5.5: Proyeccion de las observaciones en las dos primeras componentes principales.

Como indicamos en el Capitulo la observacion de EEUU es atipica y existe una marcada
astmetria en las distribuciones de las variables. Vamos a presentar los datos excluyendo
a EEUU y con una transformacion logaritmica de las variables para reducir la asimetria.
La figura 5.6 muestra el nuevo diagrama de cajas mailtiple. Como la varianza de las nuevas
variables transformadas es similar, el andlisis de componentes principales se realizard direc-
tamente sobre la matriz de varianzas covarianzas. Los resultados obtenidos figuran en las
tablas 5.8 y5.9

Los tres primeros componentes explican el 97% de la variabilidad y tienen la siguiente
interpretacion. El primero es una media ponderada de todos los bancos con mayo peso del
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Figura 5.6: Diagrama de cajas de los logaritmos de las variables de INVEST una vez elimi-

nado EEUU.

Mo P X P
Comp. 1 14.98 0.90 0.90
Comp. 2 0.83 0.05 0.94
Comp. 3 0.50 0.03 0.97
Comp. 4 0.21 0.01 0.99
Comp. 5 0.10 0.01 0.99
Comp. 6  0.08 0.00 1.00
Comp. 7 0.02 0.00 1.00
Comp. 8 0.02 0.00 1.00

Tabla 5.8: Variabilidad explicada por los componentes principales
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banco quimico. El sequndo, contrapone la investigacion en Quimica frente a la general del
banco INTER.F y a la de ingenieria y fisica. El tercero contrapone el banco INTER.F y
Quimica al resto.

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3

INTER.A 0,31 0,05 -0,40
INTER.F 0,37 0,63 0,63
AGRIC. 0,30 0,07 -0,14
BIOLO. 0,27 -0,06 -0,30
MEDIC. 0,32 0,01 -0,25
QUIML 0,56 -0,70 0,41
INGEN. 0,28 0,25 -0,18
FISICA 0,32 0,21 -0,26

Tabla 5.9: Pesos de las tres primeras componentes principales

Los paises proyectados en estos tres componentes se presentan en la figura 5.7. Se ha
anadido también la proyeccion sobre el cuarto componente, que separa completamente a UK
de Japon.

5.6.3 Datos atipicos

Antes de obtener los componentes principales conviene asegurarse de que no existen datos
atipicos, ya que, como hemos visto en el capitulo anterior, los atipicos pueden distorsionar
totalmente la matriz de covarianzas.

Para ilustrar su efecto sobre los componentes, supongamos el caso méds simple en que un
error de medida en una variable introduce un valor atipico grande en la primera variable. Su
efecto serd aumentar mucho la varianza de esta variable y disminuir las covarianzas con las
restantes, con lo que, si hacemos el atipico muy grande, la matriz S serd, aproximadamente:

o ... 0
0 Sa2

donde 0'=(0, 0, ..., 0). Esta matriz tiene un vector propio (1, 0,... ,0) unido al valor propio
0?2 y si 0?2 es muy grande este serd el primer componente principal. Por tanto, un valor
atipico suficientemente grande distorsiona todos los componentes que podemos obtener de
la matriz afectada (véase el ejemplo 5.9).

El resultado anterior sugiere que las componentes principales podrian utilizarse para
detectar datos atipicos multivariantes, ya que un valor muy extremo se llevara un componente
principal y aparecerd como extremo sobre esta componente. Desgraciadamente, aunque los
componentes pueden identificar atipicos aislados, no hay garantia de que funcionen cuando
existen grupos de atipicos, debido al problema de enmascaramiento. Por esta razén conviene
utilizar para detectarlos el método presentado en el capitulo anterior, basado en proyecciones
sobre las direcciones extremas de kurtosis, que al ser capaz de identificar todos los posibles
atipicos permite calcular una la matriz de covarianzas libre de distorsiones graves.
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Figura 5.7: Representacién de las observaciones de INVEST en losplanos definidos por las
cuatro primeras componentes.

5.6.4 Distribuciéon de los componentes

Los componentes principales pueden verse como un conjunto nuevo de variables y estudiar
su distribucién individual y conjunta. Por construccién estardn incorrelados, pero pueden
exitir fuertes relaciones no lineales entre ellos.

Ejemplo 5.12 Vamos a calcular los componentes principales de la matriz de correlacion
de las 27 medidas fisicas, MEDIFIS. Aunque todas las variables van en centimetros, los
tamanos de las variables son muy distintos, lo que aconseja utilizar la matriz de correlacion.
La proporcion de varianza que explica cada vector propio se indica en la tabla 5.10

Para decidir cudntos componentes tomar utilizaremos la figura 5.8 que indica que a partir
del tercer componente hay una caida en la capacidad predictiva. Los tres primeros compo-
nentes explican conjuntamente el 93.5% de la variabilidad.
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An | 556 0.62 039 0.17 0.14 0.10 0.05
P% | 7896 8.87 5.65 248 1.98 1.37 0.68

Tabla 5.10: Variabilidad explicada por las componentes

Figura 5.8: Grafico para seleccionar el niimero de componentes.

Los tres primeros vectores propios son:

| est pes pie lbr aes der drt
Comp. 1 .41 .39 .40 .39 .38 .29 .37
Comp. 2 -.16 .04 -20 -30 .11 .89 -.15
Comp. 8 .04 -.29 .18 ~-.15 -.57 .20 .71

El primer componente es una media de todas las medidas fisicas, y por tanto una medida del
tamano del cuerpo, siendo la variable con menor peso el diametro del crdaneo. La segunda
variable es de forma, y esta dominada por el didmetro del crdneo. Observemos que esta
variable estd poco correlada con el resto y, por lo tanto, arrastra ella sola un componente
principal, ya que no puede explicarse como combinacion de otras. El tercer componente
principal diferencia longitud frente a anchura: da mayor peso a la longitud de la pierna (drt)
y lo contrapone al peso y a la anchura de la espalda.

La figura 5.9 presenta un grifico de las observaciones sobre el plano de los dos primeros
componentes principales. Las coordenadas son las puntuaciones estandarizadas z; = X*a;, 1 =
1,2, donde X* es la matriz de variables estandarizadas (de media cero y varianza uno). En
este grdfico cada punto se indica con un 1, cuando la observacion corresponde a un varon
y un 0 cuando es mugjer. Puede verse que la primera componente de “tamano” separa casi
perfectamente los hombres de las mugjeres. El seqgundo componente no parece reflejar ningin
efecto del sexo. Observemos que la primera componente es capaz, por si misma, de explicar
casi el 80% de variabilidad. Dado que el didmetro del craneo estd poco correlado con el resto
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de las variables, siendo casi en exclusiva responsable de una dimension, vamos a repetir el
andlisis eliminando esta variable.

Figura 5.9: Proyeccién de las observaciones en las dos primeras componentes principales.

Los resultados de eliminar la variable didmetro del crdaneo del andlisis se presentan en la

tabla siguiente. Se incluyen los dos primeros valores y vectores propios que explican por si
mismos el 92% de la variabilidad.

A | Ph% | est pes pie lbr  aes drt
5.0 85 | 43 41 42 41 .39 .38
4 7 08 -.32 17 -.04 -.60 .71
Corr(zz;) | .97 .93 .95 .93 .88 .86
Corr(zoz;) | .05 -.20 .11 -.030 -.38 .45

El primer componente es de nuevo una media ponderada que indica el tamano de las personas,
dando el mayor peso a la estatura de la persona. El sequndo es de forma, ya que contrapone
la longitud de la pierna a la anchura de la espalda y tiene peso positivo en las longitudes (del
pie y estatura), y negativo en el peso. La proyeccion de los datos sobre el plano definido por
los dos componentes se presenta en la figura 5.10. Se observa que el primer componente de
“tamano” separa como antes los hombres de las mujeres, y que el sequndo componente al ser
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ortogonal al tamano no parece depender del sexo. Fste componente separa para ambos sexos
pesonas con constitucion delgada de gruesa.

La figura 5.11 presenta de forma grifica las correlaciones entre el primer y sequndo com-
ponente y cada variable, calculadas como \/Apap;. Se observa que el primer componente estd
correlado con la altura y las restantes longitudes, mientras que el sequndo estd especialmente
relacionado con la longitud de la pierna y la anchura de la espalda.

Figura 5.10: Proyeccién de las observaciones en las dos primeras componentes principales.

Ejemplo 5.13 Vamos a analizar la base de datos de MUNDODES (tabla A.6 del Anéxo).
Esta matriz de datos estd constituida por 91 paises en los que se han observado 9 variables:
Xi1: ratio de natalidad, Xo: ratio de mortalidad, X3: mortalidad infantil, Xy: esperanza de
vida en hombres X5: esperanza de vida de mujeres y Xg: PNB per capita.

La representacion grifica de las variables dos a dos, presentada en el capitulo anterior,
muestra relaciones claramente no lineales. Aplicando transformaciones logaritmicas a las
variables mejoramos la linealidad en estas relaciones dos a dos.

Como las variables estan medidas en distintas unidades se debe realizar un andlisis de
componentes principales normado (basado en la matriz de correlaciones), los resultados se
presentan en la figura 5.12.

La figura 5.13 presenta el grdfico en forma de codo para seleccionar el nimero de compo-
nentes. El primer valor propio es 4.7278, y explica el 78,8% de la variabilidad. El sequndo
es 0.7261, y explica el 12%. Hay un valor propio de 0,002 que corresponde a una variable
que es practicamente constante. Los vectores propios se presentan a continuacion.
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Figura 5.11: Correlacién de las variables con las componentes principales.

variable PC1  PC2 PC3 PCj, PC5 PC6

X1 -0.454 0.034 -0.130 0.159 0.378 0.780

Xo 0.416 0.196 0.513 0.683 0.233 0.067

X3 0.341 -0.680 -0.524 0.307 0.225 -0.051

Xy 0.440 -0.052 0.222 -0.632 0.578 0.145

X5 -0.452 0.085 -0.029 0.114 0.639 -0.605

X6 -0.326 -0.699 0.628 -0.039 -0.100 0.002
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0.796

Variances

0.988 0.997 1

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3 Comp. 4 Comp. 5 Comp. 6

Figura 5.12: Proporcién de variabilidad explicada por cada componente para los datos de
MUNDODES.

Figura 5.13:

El primer componente explica el 79% de la variabilidad, el sequndo corresponde a un
valor propio inferior a 1, pero lo incluiremos para interpretarlo. La primera componente se
puede interpretar como una medida de desarrollo de un pais, dado que las variables con peso
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positivo son las esperanzas de vida de hombres y mujeres y la renta, mientras que las de peso
negativo son la mortalidad infantil y las tasas de natalidad y mortalidad, que son bajas en
los paises mds desarrollados. El sequndo componente esta asociado a la mortalidad infantil
y a la renta, con lo que resulta de dificil interpretacion ya que mide una dimension que estd
incorrelada con el primer término de desarrollo. Para interpretarla, la figura 5.14 muestra los
paises en el plano de los dos componentes. Se observa que existe una fuerte relacion no lineal
entre ambos y aunque los componentes estdan incorrelados no son claramente independientes.
El primer componente podemos suponer que ordena a los paises por desarrollo y el sequndo
tiene en cuanta la mortalidad infantil y tiene una relacion no lineal con la renta.

Figura 5.14: Representacion de los dos primeros componentes para los datos de Mundodes

En los diagramas de dispersion vimos que relaciones entre las variables eran no lineales,
por lo que vamos a repetir el andlisis para las variables en logaritmos. Los valores propios de
la matriz de correlaciones de las variables en logaritmos no cambian mucho, pero los vectores
propios st lo hacen. Son ahora:

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6

0.403 0.435 -0.376 -0.436 -0.562 0.033

0.307 -0.831 0.011 -0.457 -0.077 -0.020

0.433 0.267 -0.023 -0.331 0.793 0.051

-0.441 0.147 0.224 -0.531 0.019 -0.672

-0.446 0.071 0.213 -0.454 -0.012 0.738

-0.403 -0.149 -0.873 -0.057 0.223 -0.008

El primero sigue siendo una medida de desarrollo pero ahora el sequndo esta sobre todo
ligado a la tasa de mortalidad. Separa paises con alta tasa de mortalidad de los de baja.
Vemos que el dltimo vector propio también tiene una interesante interpretacion. Nos dice
que la diferencia en logaritmos entre las esperanzas de vida de hombres y mujeres es practi-
camente constante en todos los paises, ya que el valor propio que corresponde a este vector
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propio es muy pequenio (0,015). Los pesos asociados a cada una de las variables se presentan
en la figura 5.15

Comp. 1

N

o

=~

<

EspMuj EspHom MortInf PNB TasaNat. TasaMort

Comp. 2

<

o

=

<

TasaMort TasaNat. MortInf PNB EspHom EspMuj

Figura 5.15: Pesos de las variables en los dos primeros componentes para los datos de
MUNDODES

La figura 5.16 presenta la representacion de los paises en los dos primeros componentes.
El primero es una medida del desarrollo y el sequndo depende principalmente de la tasa de
mortalidad, y separa paises que tienen alto (o bajo) valor aparente de desarrollo de otros
que tienen una mortalidad mucho mayor de la que corresponderia de acuerdo a su nivel
de desarrollo. Ambas dimensiones estan incorreladas pero no son independientes, como se
observa en la figura. Sin embargo, el grado de dependencia entre las variables es menor que
con las variables sin transformar.

Figura 5.16: Grafico de los datos de Mundodes sobre los dos primeros componentes princi-
pales de los datos en logaritmos.
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5.7 Generalizaciones

La idea de componentes principales puede extenderse para buscar representaciones no lin-
eales de los datos que expliquen su estructura. Este enfoque es especialmente interesante
si sospechamos que los datos pueden disponerse siguiendo una determinada superficie en
el espacio. Como hemos visto los vectores propios ligados a valores propios préximos a
cero sonmuy importantes porque revelan relaciones de poca variabilidad de los datos. Por
ejemplo, supongamos para simplificar una variable bidimensional donde, aproximadamente,
f(z1) + f(x2) = c. Entonces, si hacemos componentes principales de las cuatro variables
(21, 22, f(z1), f(x2),) encontraremos un valor propio muy préximo a cero con un vector pro-
pio de la forma (0,0, 1,1).

Generalizando esta idea, si existe una relacién cualquiera no lineal entre las variables,
como esta relaciéon podemos aproximarla por una relacién polinémica

f(.??l, ceey .Yip) = Z(Iﬂ?i + Z bij.YIﬂIj + Zcijkxixjxk + ...

si incluimos nuevas variables adicionales como x?, ...,azf, o productos de variables xix5 etc

y extraemos los componentes principales de la matriz de correlaciones entre todas estas
variables, si los puntos tienen una relacién no lineal esta se detectard ligada a un valor propio
préximo a cero. Este enfoque se conoce a veces como componentes principales generalizados,
y el lector interesado puede encontrar ejemplos de su aplicacién en Gnandesikan (1977).
El inconveniente de introducir nuevas variables, transformaciones de las iniciales, es que
inmediatamente aumenta mucho la dimensién del problema con lo que si la muestra no es muy
grande podemos tener una matriz de correlaciones singular. Por otro lado la interpretacion
de los resultados de este andlisis, salvo en casos muy especiales, no suele ser facil, con lo que
esta herramienta no suele ayuda mucho en para la exploracién de datos multivariantes.

5.8 Lecturas complementarias

Todos los textos generales de analisis multivariante que se indican en las referencias estudian
componentes principales. Johnson y Wichern (1998) y Rechner (1998) son buenas presenta-
ciones con similar filosofia a la utilizada en el libro mientras que Flury (1997) presenta un
enfoque distinto al aqui expuesto. Componentes principales es un caso particular de los
métodos de proyeccién introducidos en la seccién 4.2.3 que se conocen como Projection Pur-
suit (Busqueda de la Proyeccién). Véase Krzanowski y Marriot (1994) para mds detalles.
Un excelente tratado sobre componentes principales y sus extensiones es el libro de Jackson
(1991), que contiene numerosas referencias. La idea de componentes principales puede ex-
tenderse al caso no lineal, y Gnanadesikan (1997) es una buena referencia. Los componentes
principales puede aplicarse para investigar si varios grupos de datos tienen componentes
comunes. Este aspecto ha sido investigado por Krzanowski (1979) y Flury (1984, 1986).
Cuadras, C.M. (1991) y Aluja, T. y Morineau, A. (1999) son buenas referencias en espanol.

EJERCICIOS
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Ejercicio 5.1 Dada la matriz de covarianzas

1+d 1 1

encontrar los componentes principales. Calcular la proporcion de variabilidad explicada por
cada uno y las correlaciones entre los componentes y las variables. Interpretar los compo-
nentes en funcion del tamano de d.

Ejercicio 5.2 Dada la matriz de correlacion:

1 ddd
d 1 d d
S_ddld
d d d 1

encontrar la primera componente principal. (Nota, utilizar que >, = [d.1.1"+ (1 —d)I] para
encontrar los componentes y discutir su interpretacion).

Ejercicio 5.3 Supongamos que Z, X, ..., X, tienen una distribucion normal (p+ 1) dimen-
stonal. Sean Y, ..., Y, los componentes principales de X1, ..., X,. Demostrar que el coeficiente
de correlacion maltiple de las regresiones:

Z = ZazXz
7 = me

es idéntico.

A 0
0 B
ra y T los vectores propios de S son de la forma (u1,0) y (0,u3), donde uy es un vector
propio de A y us un vector propio de B.

Ejercicio 5.4 Demostrar que st S = , donde A y B son no singulares de rango

Ejercicio 5.5 Indicar las implicaciones del resultado del ejercicio 5.4 para calcular compo-
nentes principales.

Ejercicio 5.6 Demostrar que st S = { } los valores propios de S son los de A mds

los de B.

0 B

Ejercicio 5.7 Demostrar que el espacio que maximiza la varianza generalizada de la proyec-
cion es el definido por z1 = Xay y zo = Xas donde 2, y zo son los dos primeros componentes
principales.
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Ejercicio 5.8 Demostrar que si una variable x1 estd incorrelada con el resto de manera que
20
0 S
tiene un componente principal asociado unicamente a la primera variable, es decir, el vector
(1, 0...0) es un vector propio de S.

la matriz S tiene la forma S = [ donde 0 y Q" son vectores de ceros, la matriz S

Ejercicio 5.9 Demostrar que la direccion donde la variabilidad de la proyeccion es minima
es la dada por el vector propio ligado al menor valor propio de la matriz de covarianzas.

Ejercicio 5.10 Demostrar la siguiente acotacion para formas cuadrdticas : Appmw'w <
wBw < Apaxw'w, donde Apin Y Amax S0n el menor y el mayor valor propio de la matriz
B. (Sugerencia, mazimizar la forma cuadrdtica como se hizo para obtener el primer compo-
nente principal)

PR YE@&?(%\? I, DISTANCIAS ENTRE PUNTOS Y

Vamos a demostrar que maximizar las distancias al cuadrado entre los puntos proyectados
equivale a maximizar la varianza de la variable definida por las proyecciones de los puntos.
Sea z; = a)x; la proyeccién de una observacion sobre la direccién a;, donde suponemos aja; =
1. La variable z; tendra media cero ya que si las x tienen media cero > z; = > - ajx; =
a) Y, x; =0. La suma de las distancias al cuadrado entre los puntos proyectados es

D, = Z Z (2 — zn)*.
i=1 h=i+1

Para interpretar este sumatorio observemos que cada término z; aparece al cuadrado
n — 1, veces ya que cada punto se compara con los otros n — 1, y que habré tantos dobles
productos como parejas de puntos, es decir (;) =n(n — 1)/2. Por tanto:

(n—1) Zz —22 Z z@zh—nZz —

=1 h=i+1

siendo B :

B = Zz +22 Z ZiZh

i=1 h=i+1

que puede escribirse,

B = zn(zni+zm+...20)+zn(a+. o +zm)+ (a2

n n
= E Zi E Zi = 0.
=1 =1
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Por tanto, maximizar las distancias entre los puntos equivale a maximizar:

A:nsz

que es el criterio de maximizar la varianza de la nueva variable, obtenida anteriormente.
Algunos autores han propuesta minimizar

Yo> wildy = dy)’

donde w;; es una funcién de ponderacién. El problema asi planteado no tiene una solu-
cién simple y debe resolverse mediante un algoritmo iterativo no lineal. Vedse por ejemplo
Krzanowski (1990, cap2).

APENDICE 5.2. LOS COMPONENTES COMO PRE-
DICTORES OPTIMOS

Demostraremos que los componentes principales son predictores 6ptimos de las X. Comence-
mos demostrando que si queremos aproximar la matriz X, de rango p, por otra matriz X,
de rango r < p, la aproximacién éptima es XA, A/ = Z,.A!, donde la matriz A, esp X ry
sus columnas son los vectores propios asociados a los r mayores valores propios de la matriz
S.

El problema de aproximar la matriz X puede establecerse asi: Consideremos un espacio
de dimensién r definido por una base U, ortonormal, donde U, es pxry U/ U, = I. Se desea
encontrar una aproximaciéon de la matriz X utilizando una base de ese espacio, es decir,
queremos prever cada una de las filas (xy, ..., X,,) de la matriz, donde x; es el vector p x 1 de
observaciones en el elemento i de la muestra, mediante los vectores U,. La prediccién de la
variable x; serd la proyeccion ortogonal sobre el espacio generado por estos vectores que es

5:\7; = UT -U-;XZ

y queremos determinar los vectores U,. tal que el error cuadrético de aproximacion total para
todas las filas de la matriz, dado por

p n n

E=>") (x5 —25)" =) (xi — %)/ (x; — %) (5.17)

j=1 i=1 i=1

sea minimo. El error puede escribirse
n n
/ / !/
E= E X; X — E X; UrUrXi (518)
i=1 i=1

y minimizar el error equivale a maximizar el segundo término. Utilizando que un es-
calar es igual a su traza, > .  x/U,Ux; = tr(}_ x/U,Ulx;) = >, tr(U,U.x;x;/) =
tr(U, UL > | x;x;). Introduciendo que S = " | x;x;/n y sustituyendo en tr(U, U, Y% | x;x;'),
tenemos que esta expresion es ntr(U,U.S) = ntr(U,SU,). Por tanto:

Y x/U,U,x; = ntr(U,SU,) (5.19)

i=1
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Segun esta expresién, minimizar el error (5.18) implica encontrar un conjunto de vectores
U, = [uy, ..., u,] que maximicen la suma de los elementos diagonales de U/SU,, es decir,
2221 u;Su;. Si r = 1, este es el problema que se ha resuelto para encontrar el primer
componente. Si 7 = 2, como el nuevo vector debe ser ortogonal al primero, obtenemos el
segundo componente, y asf sucesivamente. Por tanto, U, = A, y la aproximacién 6ptima a

la matriz X vendrd dada por X, = XA,A/. Ademds, como en (5.18) el primer término es

ixi'x = tr( ixi'x) :itr(x/x) =
i=1 =1 =1

tr Z(xxi’) = ntr(S) =n Z i

i=1

y el segundo es, segin (5.19), igual a n > ;_, A; , tenemos que el error de la aproximacién
z p .
serd ny v 4 A
Es interesante senalar que esta aproximaciéon a una matriz es la que proporciona la
descomposicion en valores singulares, es decir la mejor aproximacién a la matriz X por otra
matriz X, de rango r < p es

7

X, =U,D2V. =Y A\ uv
i=1

donde U, es la matriz de los 7 mayores vectores propios de XX’ , D;’? contiene los mayores

valores propios y V, contiene los vectores propios de X’'X:. En efecto, segiin hemos visto en
la seccién 5.7 X, = Z, A, que es el resultado anterior.

El problema puede enfocarse desde otro punto de vista. Busquemos unas variables
2,,...,2,] que sean combinaciones lineales de las originales y que tengan la propiedad de
preverlas de manera 6ptima. Por ejemplo, si » = 1, buscamos un vector a; de manera que
la nueva variable:

Z, = Xa1

permita prever con minimo error los valores observados para el conjunto de variables que
forman las columnas de la matriz X. Por ejemplo, el valor previsto para la variable z; en
el individuo i, 7;;, conocido el valor de la variable z; para ese individuo, z;; seré:

Tij = bjzu

y el error de prediccién serd e;; = x;; — Z;;. Vamos a demostrarlo para simplificar en el caso
r = 1. Calcularemos el vector a; para que minimice estos errores de predicciéon. Es conocido
que el coeficiente de regresion b; viene dado por:

Z?: Lij21i
b= =5 (5.20)
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como 1/n 2% = 1/na’X'Xa = a’Sa, la varianza de z; puede crecer indefinidamente si no
imponemos ninguna restriccién. Exigiremos que sea unitaria, es decir que:

a'Sa=1=(1/n)> 2, (5.21)

Entonces:

bj = 1/7121‘@'212' = 1/71X;X31 = V;al (522)

donde V; es el vector fila j de la matriz S de varianzas y covarianzas. Impongamos la
condicién minimo cuadrética para obtener ay:

n

1 o 1
L 2
— E e, = Minimo = — E (fl:ij — V'.alzli)
J J
n & n
1= 1=

y el segundo miembro puede escribirse:

1 & 1 . 1 &
E Z ZL’?j + EafleV;al Z Zi — QVQaE Z xijzli
i=1 i=1 i=1
utilizando ahora (5.21) y (5.22), se obtiene

n

1 « 1
- Zegj —— § zl; —ayV;Via,.
n < 1 n

1=

=1

Aplicando este mismo razonamiento a las otras variables X y sumando para todas ellas:

M = %ife?j = %iixi - zp:a/lvjvgal
j=1

i=1 j=1 i=1 j=1

como el primer miembro es la traza de S que es fija, maximizar M equivale a minimizar:

p
aj ZVjV;al = a}SS'a) = a|S?%a, (5.23)

J=1

ya que S es simétrica. Por lo tanto, el problema es minimizar la expresién (9.14) con la
restriccion (5.21):

L = a/S%a; — \(a;Sa; — 1)
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oL _ 2S%2a—\2Sa =0
Oa
S2a = \Sa

de donde incluimos que a debe de ser un vector propio de S y A un valor propio, ya que si:

Sa = )a

multiplicando por S

S2a = \Sa

Con lo que finaliza la demostracién. Es interesante resaltar que este resultado es simple-
mente la implicacién estadistica de la propiedad que tienen los vectores y raices caracteristicos
de ”generar” la matriz de base.
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Capitulo 6

ESCALADO MULTIDIMENSIONAL

6.1 INTRODUCCION

Las técnicas de escalado multidimensional son una generalizacion de la idea de componentes
principales cuando en lugar de disponer de una matriz de observaciones por variables, como
en componentes principales, se dispone de una matriz, D, cuadrada n x n de distancias
o disimilaridades entre los n elementos de un conjunto. Por ejemplo, esta matriz puede
representar las similitudes o distancias entre n productos fabricados por una empresa, las
distancias percibidas entre n candidatos politicos, las diferencias entre n preguntas de un
cuestionario o las distancias o similitudes entre n sectores industriales. FEstas distancias
pueden haberse obtenido a partir de ciertas variables, o pueden ser el resultado de una
estimacién directa, por ejemplo preguntando a un grupo de jueces por sus opiniones sobre
las similaridades entre los elementos considerados.

El objetivo que se pretende es representar esta matriz mediante un conjunto de variables
ortogonales y,. .. ,¥yp, donde p < n , de manera que las distancias euclideas entre las coor-
denadas de los elementos respecto a estas variables sean iguales (o lo més préximas posibles)
a las distancias o disimilaridades de la matriz original. Es decir, a partir de la matriz D
se pretende obtener una matriz X, de dimensiones n X p, que pueda interpretarse como la
matriz de p variables en los n individuos, y donde la distancia euclidea entre los elementos
reproduzca, aproximadamente, la matriz de distancias D inicial. Cuando p > 2, las vari-
ables pueden ordenarse en importancia y suelen hacerse representaciones graficas en dos y
tres dimensiones para entender la estructura existente.

Este planteamiento presenta dos interrogantes: ;Es siempre posible encontrar estas vari-
ables? ;Como construirlas? En general no es posible encontrar p variables que reproduzcan
exactamente las distancias iniciales, sin embargo es frecuente encontrar variables que repro-
duzcan aproximadamente las distancia iniciales. Por otro lado, si la matriz de distancias se
ha generado calculando las distancias euclideas entre las observaciones definidas por ciertas
variables, recupereraremos las componentes principales de estas variables.

El escalado multidimensional comparte con componentes principales el objetivo de de-
scribir e interpretar los datos. Si existen muchos elementos, la matriz de similaridades sera
muy grande y la representacién por unas pocas variables de los elementos nos permitira
entender su estructura: qué elementos tienen propiedades similares, si aparecen grupos entre

179



180 CAPITULO 6. ESCALADO MULTIDIMENSIONAL

los elementos, si hay elementos atipicos, etc. Ademads, si podemos interpretar las variables
aumentara nuestro conocimiento del problema, al entender cémo se han generado los datos.
Por ejemplo, supongamos que se realiza una encuesta para determinar que similitudes en-
cuentran los consumidores entre n productos o servicios, y que la informacién se resume en
una matriz cuadrada de similitudes entre los productos. Supongamos que descubrimos que
estas similitudes pueden generarse por dos variables. Entonces, es razonable suponer que los
consumidores han estimado la similitud entre los productos utilizando estas dos variables.

El escalado multidimensional representa un enfoque complementario a componentes prin-
cipales en el sentido siguiente. Componentes principales considera la matriz p x p de correla-
ciones (o covarianzas) entre variables, e investiga su estructura. El escalado multidimensional
considera la matriz n X n de correlaciones (o covarianzas) entre individuos, e investiga su
estructura. Ambos enfoques estdn claramente relacionados, y existen técnicas graficas, como
el biplot que estudiaremos en este capitulo, que aprovechan esta dualidad para representar
conjuntamente las variables y los individuos en un mismo grafico.

El escalado multidimensional (Multidimensional Scaling) tiene sus origenes en los estu-
dios de psicologia experimental, en los anos 50, para descubrir la similaridad entre estimulos
aplicados a distintos individuos. Su desarrollo actual es debido a las investigaciones de Torg-
erson, Shepard, Kruskal y Gower, entre otros, y se han aplicado, preferentemente, en las
ciencias sociales. Los métodos existentes se dividen en métricos, cuando la matriz inicial es
propiamente de distancias, y no métricos, cuando la matriz es de similaridades. Los métodos
métricos, también llamados coordenadas principales, utilizan las diferencias entre similitudes
mientras que los no métricos parten de que si A es més similar a B que a C, entonces A
esta mas cerca de B que de C, pero las diferencias entre las similitudes AB y AC no tienen
interpretacion.

6.2 ESCALADOS METRICOS: COORDENADAS PRIN-
CIPALES

6.2.1 Construccién de variables a partir de las distancias

Vimos en el Capitulo 3 que dada una matriz X de individuos por variables obtenemos
variables con media cero mediante la operacién:

< 1
X = (I--11)X = PX
n

A partir de esta matriz 5( de variables con media cero y dimensiones n X p, podemos construir
dos tipos de matrices cuadradas y semidefinidas positivas: la matriz de covarianzas, S,
definida por X’X/ n y la matriz de productos cruzados, Q = XX’ que vamos a ver que
puede interpretarse como una matriz de similitud (covarianzas) entre los n elementos. En
efecto, los términos de esta matriz, g;;, contienen el producto escalar por pares de elementos:
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P
Qi = insxjs = X;;Xj; (6~1)
s=1

donde hemos llamado % a la fila i de la matriz X. Por la expresion del producto escalar,
¢i; = |xi||x;|cosf;;, silos dos elementos tienen coordenadas similares, cosf;; ~ 1y ¢;;
serd grande. Por el contrario, si los dos elementos son muy distintos, cos;; ~ 0 y ¢;; serd
pequeno. En este sentido podemos interpretar la matriz XX’ como la matriz de similitud
entre elementos.

Las distancias entre las observaciones se deducen inmediatamente de esta matriz de simil-
itud. La distancia euclidea al cuadrado entre dos elementos es:

p

d?j = Z<xzs - xj3)2 = zp: x?s + zp:x?s —2 zp:xisxjs (62)
s=1 s=1 s=1

s=1

que puede calcularse en funcién de los términos de la matriz Q, por la expresion

;= i + 45 — 2435 (6.3)

Por tanto, dada la matriz X podemos construir la matriz de similitud Q = XX y, a
partir de ella, la matriz D de distancias al cuadrado entre elementos con ayuda de (6.3).
Llamando diag(Q) al vector que contiene los términos diagonales de la matriz Q, y 1 al
vector de unos, la matriz D viene dada por

D =diag(Q)1’ + 1diag(Q)' — 2Q

El problema que vamos a abordar es el inverso: reconstruir la matriz X a partir de una
matriz de distancias al cuadrado, D, con elementos d?j. Para ello, obtendremos primero la

matriz QQ, y a continuacion la X.

Comencemos estudiando cémo obtener la matriz Q dada la matriz D. En primer lugar,
observemos que no hay pérdida de generalidad en suponer que las variables tienen media
cero. Esto es consecuencia de que las distancias entre dos puntos, d?j no varfan si expresamos
las variables en desviaciones a la media, ya que

p p

4 = (@i — 2ja)> =Y [(wis — Ta) — (250 — )] (6.4)

s=1 s=1

Dado que estamos suponiendo que la tnica informacién existente son las distancias entre
elementos, para resolver esta indeterminacién vamos a buscar una matriz X con variables de
media cero. En consecuencia, como X'1 = 0 también Q1 = 0, es decir, la suma de todos los
elementos de una fila de la matriz de similitudes, Q, (y de una columna ya que la matriz es
simétrica) debe de ser cero. Para imponer estas restricciones, sumemos en (6.3) por filas:
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Z dfj = Z Qi + ngj; =t + ng;; (6.5)
=1

i=1

donde t = > ¢ = traza (Q), y hemos utilizado que la condicion Q1 = 0 implica
> 1 ¢; = 0. Sumando (6.3) por columnas

Z 43 =t 4 ngs; (6.6)
=1

y sumando ahora (6.5) por filas de nuevo

Z Z 42 = 2nt. (6.7)

=1 j=1

Sustituyendo en (6.3) g;; obtenida en (6.5) y g;; en (6.6), tenemos que

= Zd ——+ Zd — 2q;;, (6.8)

y llamando d} = 37" d; y d% = >, di;, a las medias por filas y por columnas y
utilizando (6.7), tenemos que

donde d* es la media de todos los elementos de D, dada por

. n2 szw’

Finalmente, de (6.9) resulta que

1
Gij = _E(d?j —di —d%+ &) (6.10)
expresion que indica cémo construir la matriz de similitud Q a partir de la matriz D de
distancias.
Pasemos ahora al problema de obtener la matriz X dada la matriz Q. Suponiendo que

la matriz de similitud es definida positiva de rango p, puede representarse por

Q= VAV’
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donde V es n x p y contiene los vectores propios correspondientes a valores propios no nulos
de Q, A es diagonal p X p y contiene los valores propios y V' es p x n. Escribiendo:

Q = (VAYH)(AV2V) (6.11)

y tomando

Y = VA2

hemos obtenido una matriz n X p con p variables incorreladas que reproducen la métrica
inicial. Observemos que si partimos de unas variables X y calculamos a partir de estas vari-
ables la matriz de distancias con (6.2) y luego aplicamos el método descrito a esta matriz de
distancias no obtendremos las variables originales, X, sino sus componentes principales. Esto
es inevitable, ya que existe una indeterminacién en el problema cuando la tinica informacién
disponible son las distancias. En efecto, las distancias entre elementos no varian si:

(1) modificamos las medias de las variables

(2) rotamos los puntos, es decir multiplicamos por una matriz ortogonal.

Las distancias son funcién, por (6.3) de los términos de la matriz de similitud, Q, y esta
matriz es invariante ante rotaciones de las variables. En efecto:

Q= XX = XAA'X'

para cualquier matriz A ortogonal. La matriz Q s6lo contiene informacién sobre el espacio
generado por las variables X. Cualquier rotacién preserva las distancias. En consecuencia,
cualquier rotacion de las variables originales podria ser solucién.

6.3 Matrices compatibles con métricas euclideas

Para poder calcular la raiz cuadrada de la matriz de similitud mediante (6.11) es necesario
que los valores propios de la matriz Q, que construimos a partir de la matriz D original, sean
no negativos. Dada una matriz de distancias, D, diremos que ésta matriz es compatible con
una métrica euclidea si la matriz de similitud que se obtiene a partir de ella

1
Q= —;PDP

es semidefinida positiva, donde P =1 — %11’ .

Vamos a demostrar que esta condicién es necesaria y suficiente, es decir, si D se ha
construido a partir de una métrica euclidea Q es no negativa y si Q es no negativa es posible
encontrar una métrica euclidea que reproduzca D.

Demostraciéon
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Demostraremos primero que si D se ha construido a partir de una métrica euclidea Q
es no negativa. Para ello comprobaremos en primer lugar que la matriz —%PDP tiene los
términos (6.10). En efecto, los términos de la matriz Q seran

1 1 1 1 1 1 1
=—I--11)Dd—--11)= —~(D - -11'D — —D11' + =11'D1Y’ A2
Q=—5I— —1)D(I-~11) = —(D - ~1I'D - D11+ —11'D11) (6.1

y llamando ¢;; a los elementos de Q:

1
qij = —a(dfj —d? — d?‘j + d?). (6.13)

Vamos a comprobar ahora que Q puede expresarse como XX’ y por tanto es semidefini-
da positiva. Como ahora, por hipétesis, los términos d?j son los cuadrados de distancias

euclideas, por (6.2), podemos escribir

1 2
d2] = gZZIEi‘FZCE?S — gzziﬂisl’js
df - Zzz23+%zzzj23_ %Zz$iszjs
s i s J s

1 1 1
d2 = —gZZCEi—FEZZI’fs — EZZZI’ISZB]‘S
7 S J S 7 J s

Como

% S e = T (6.14)

DB BERI) DENED e (6.15)

se verifica que

qi; = Zl’piflfpj — prl’pj — prflfpi + ZTE = (Xi — i),(Xj — i) (616)
p p p p

y, por tanto, en general
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(x1 — %)’
Q= : (x1 —%)...(X, — %) = XX, (6.17)
(xn —X)'

que es siempre semidefinida positiva, de rango p.

Vamos a demostrar ahora que si Q es semidefinida positiva podemos encontrar ciertas
variables, y1, . .. , yp, que reproduzcan las distancias observadas. Si Q es semidefinida positiva
de rango p podemos expresarla como:

Q = i )\iViV;

donde \; son sus valores propios y v; los vectores propios. Llamando y; = +/A\;v; a la
estandarizacién de los vectores propios para que tengan varianza unidad, podemos escribir

Las variables y; representan la solucién buscada: son un conjunto de p variables n-

dimensionales incorreladas entre si y tales que el cuadrado de la distancia euclidea que
inducen entre dos puntos es:

83 = (20 — 2;) (2 — 25) (6.19)

donde z; = (y;1,- .. ,Yip) es igual a las distancias originales observadas dfj. Para demostrar-
lo observemos que (6.18) implica que la matriz cuadrada de similitud Q puede también
escribirse:

Q:[y17"'7YZ)] = [z17"-azn]

donde estamos llamando y a las p variables n-dimensionales y z al vector de dimension p
formado por los valores de estas variables en un individuo de la poblacién. Entonces:

Qi = 2;Z; (6.20)

La distancia al cuadrado entre dos puntos es, por (6.19)

2 ! !
0i; = 2,2, + 2,2; — 22,7
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y, por (6.20)

5?]' = Qi + qj; — 2q5j,

y como esta expresion es idéntica a (6.3), concluimos que:

2 _

y las nuevas variables reproducen exactamente las distancias euclideas.

6.3.1 Construccion de las Coordenadas Principales

En general la matriz de distancias no serd compatible con una métrica euclidea, pero es
frecuente que la matriz de similitud obtenida a partir de ella tenga p valores propios positivos
y mds grandes que el resto. Si los restantes n — p valores propios no nulos son mucho menores
que los demds, podemos obtener una representacién aproximada de los puntos utilizando los
p vectores propios asociados a valores propios positivos de la matriz de similitud. En este
caso, las representaciones grificas conservaran sélo aproximadamente la distancia entre los
puntos.

Supongamos que tenemos una matriz de distancias al cuadrado D. El procedimiento para
obtener las coordenadas principales es:

1. Construir la matriz Q = —%PDP, de productos cruzados.

2. Obtener los valores propios de Q. Tomar los r mayores valores propios, donde r
se escoge de manera que los restantes n — r valores propios sean préximos a cero.
Observemos que como P1 = 0, donde 1 es un vector de unos, la matriz Q tiene rango
méximo n — 1 y siempre tendrd el vector propio 1 unido al valor propio cero.

3. Obtener las coordenadas de los puntos en las variables mediante v;v/)\;, donde \; es
un valor propio de Q y v; su vector propio asociado. Esto implica aproximar Q por

Q ~(V.A,2)(A2V])

y tomar como coordenadas de los puntos las variables

Y, = VA2

El método puede también aplicarse si la informacién de partida es directamente la matriz
de similitud entre elementos. Diremos que se ha definido una funcién de similitud entre
elementos si existe una funcién, s;;, con las propiedades siguientes:

(1) sii =1,

(2) 0 S Sij S 1,

(3) Sij = Sji-
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La similaridad es pues una funcién no negativa y simétrica. Si la matriz de partida, Q,
es una matriz de similitud, entonces ¢;; = 1,¢;; = ¢;; y 0 < ¢;; < 1. La matriz de distancias
asociadas serd, por (6.3),

&y = i + 455 — 2q55 = 2(1 — giy)

y puede comprobarse que 4/2(1 — ¢;;) es una distancia y verifica la desigualdad triangular
al corresponder a la distancia euclidea para cierta configuracién de puntos.

Pueden obtenerse medidas de la precisién conseguida mediante la aproximacion a partir
de los p valores propios positivos de la matriz de similitud. Mardia ha propuesto el coeficiente:

>N
>0 Al

Ejemplo 6.1 Las distancias en kilométros por carretera entre las ciudades espanolas sigu-
tentes se encuentran en el cuadro adjunto, que llamaremos matriz M, donde las ciudades se
han representado por las letras siguientes: M es Madrid, B Barcelona, V Valencia, S Sevilla,
SS San Sebastian y LC La Coruna.

mip = 100 x

M B vV S 8§ LC

M 0 627 351 550 488 603
B 627 0 361 1043 56656 1113
V. 351 361 0 567 564 954
S 550 1043 567 0 971 950
SS 488 565 564 971 0 713
LC 603 1113 954 950 713 0

Llamando D a esta matriz de distancias, la matriz de similitud es Q
dividiendo cada término por 10,000 se obtiene la matriz:

— 5PDP y

0.1176 -0.3908 -0.1795 0.3856 -0.3180 0.3852
-0.3908  5.0321 1.2421 -2.0839 0.7338 -2.5333
-0.1795  1.2421  0.7553  0.6095 -0.3989 -2.0285

0.3856 -2.0839  0.6095 3.6786 -2.0610 -0.5288
-0.3180  0.7338 -0.3989 -2.0610 1.6277 0.4165

0.3852 -2.5333 -2.0285 -0.5288 0.4165 4.28859

que tiene los siguientes vectores propios, por columnas:
-0.0960 -0.0443 -0.2569 0.1496 0.8566 0.4082

0.6270  0.1400 -0.4155 -0.4717 -0.15953 0.4082

0.2832 -0.2584 -0.0094  0.7670 -0.3130 0.4082
-0.2934 -0.7216  0.2205 -0.4017 -0.1285 0.4082

0.1241  0.4417 0.7812 -0.0687 0.0885 0.4082
-0.6449  0.4426 -0.3198 0.0255 -0.3443 0.4082

ligados a los siguientes valores propios:
7.8792  5.9106 0.5947 -0.3945 0.0104 0.0000

La matriz Q tiene dos valores propios grandes y los otros tres son muy pequenos. Ademds
tenemos el autovalor cero ligado al vector propio unidad. FEsto sugiere que las distancias
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pueden explicarse aproximadamente mediante dos variables. Tomando los dos vectores pro-
pios asociados a los mayores valores propios, y estandarizindoles por la raiz de su valor
propio, resultan las siguientes coordenadas para cada ciudad

Madrid -82.44
Barcelona 538.61
Valencia 243.29
Sevilla -252.04
San Sebastidn  106.60
La Coruna -554.02

_34.05
107.67
-198.62
-554.79
389.55
340.25

Si representamos estas coordenadas se obtiene la figura 6.1. Se observa que las coorde-
nadas de las ciudades reproducen, con cierta aproximacion, el mapa de Espana.

Figura 6.1: Representacion de las coordenadas principales de seis ciudades espanolas

El grado de bondad de esta representacion puede medirse por el coeficiente

m = 100

7.3792 4+ 5.9106
i — 93%

7.3792 4+ 5.9106 + 0.5947 + 0.3945 + 0.0104
y vemos que la representacion en dos dimensiones es muy adecuada para estos datos.

Ejemplo 6.2 La matriz adjunta indica las similitudes encontradas por un grupo de consum-
tdores entre 7 productos de consumo.

A B C D FE F
A0 7 5 9 5 7
B 7 0 4 6 4 6
¢ 5 4 0 3 4 5
D 9 6 3 0 3 2
E 5 4 4 3 0 5
F 76 5 2 5 0
G 9 7 6 2 4 4

G

O N O ©
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Aplicando la transformacion a la matriz Q, los valores propios son 6.24, 3.37, 2.44,
2.04, 1.25, -.06, 0. La representacion de los productos correspondiente a los dos vectores
principales se presenta en el figura 6.2. El grado de ajuste de esta representacion es

9.61
=100— =624

15.4 %

0.6 :
* oA
0.4
% F
0.2 ‘o
° * E “o

0.2} * ¢
0.4L
-0.6 -

+ B
0.8

I I I I I I
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 6.2: Representacién de los productos en el plano de las dos primeras coordenadas
principales.

Podemos concluir que los consumidores parecen utilizar dos dimensiones de valoracion
que explican el 62.4% de la variabilidad, aunque existen otras dimensiones que se tienen en
cuenta con menor peso.

6.4 RELACION ENTRE COORDENADAS Y COM-
PONENTES PRINCIPALES

Cuando los datos originales forman una matriz X de individuos por variables y construimos
la matriz D de distancias utilizando las distancias euclideas entre los puntos a partir de dichas
variables originales, las coordenadas principales obtenidas de la matriz D son equivalentes a
los componentes principales de las variables.

En efecto, con variables de media cero los componentes principales son los autovectores
de 1X’ X mientras que, como hemos visto en la seccién 6.3 (ecuacién 6.18), las coordenadas

principales son los vectores propios estandarizados por v/A; de los autovalores de Q = XX'.
Vamos a comprobar que X'X y XX’ tienen el mismo rango y los mismos autovalores no
nulos. Si a; es un autovector de X’X con autovalor \;,

X’Xai = )\iai (621)
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y multiplicando por X ambos miembros,

es decir, Xa; es un autovector de XX’ con el mismo valor propio \;. Sin > p y la matriz
X' X tiene rango completo tendréd p autovalores no nulos que serd los autovalores no nulos
de XX'. Los vectores propios de XX’ son las proyecciones de la matriz X sobre la direccién
de los vectores propios de X' X.

Por otro lado, la matriz n X p que proporciona los valores de los p componentes principales
en los n individuos es:

Z =XA (6.23)

donde Z es n x p y tiene por columnas los componentes principales y A es p X p y contiene
en columnas los vectores propios de X'X. La matriz n X p de coordenadas principales viene
dada por:

vV
Y =[vy,..., V) = VL (6.24)

ow

donde v; es un vector propio de XX’ la matriz V es n X p y contiene los p autovectores no
nulos de X’X y L es p X p y diagonal. Como V = X es claro que, aparte de un factor de
escala, ambos procedimientos conducen al mismo resultado.

El andlisis en coordenadas principales o escalado multidimensional, estd muy relacionado
con componentes principales. En ambos casos tratamos de reducir la dimensionalidad de
los datos. En componentes partimos de la matriz X’X, obtenemos sus valores propios,
y luego proyectamos las variables sobre estas direcciones para obtener los valores de los
componentes, que son idénticas a las coordenadas principales, que se obtienen directamente
como vectores propios de la matriz XX’. Si la matriz de similaridades proviene de una
métrica euclidea ambos métodos conducirdn al mismo resultado. Sin embargo, el concepto
de coordenadas principales o escalado multidimensional puede aplicarse a una gama mas
amplia de problemas que componentes, ya que las coordenadas principales pueden obtenerse
siempre, aunque las distancias de partida no hayan sido exactamente generadas a partir de
variables, como veremos en el caso de escalado no métrico.

6.5 BIPLOTS

Se conocen como biplots a las representaciones gréficas conjuntas en un plano de las filas y
de las columnas de una matriz. En el caso de una matriz de datos, el biplot es un gréfico
conjunto de las observaciones y las variables. La representacion se obtiene a partir de la
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descomposicién en valores singulares de una matriz (vedse la seccién 2.4.2). Una matriz X
de dimensiones n x p puede siempre descomponerse como

X = VD'2A’
o graficamente
i1 - Tip V11 - Vi
)\1/2 0 a1 A1p
= 0 0
1/2
0 A ap1 App
[ Tn1 Lnp | L Unp Unp |

donde V es n x p y contiene en columnas los vectores propios asociados a valores propios
no nulos de la matriz XX’', D es una matriz diagonal de orden p que contiene las raices
cuadradas de los valores propios no nulos de XX’ o X’X y A’ es una matriz ortogonal de
orden p y contiene por filas los vectores propios de X'X. Las matrices de vectores propios
verifican V'V =1, A’A =1.

La descomposicién en valores singulares tiene gran importancia practica porque, como se
demuestré en el apéndice 5.2, la mejor aproximacién de rango r < p a la matriz X se obtiene
tomando los r mayores valores propios de X'X y los correspondientes vectores propios de
XXy X’'X y construyendo

X=V,D}?A!

donde V, es n X r y contiene las primeras r columnas de V correspondientes a los » mayores
valores propios de XX, D,ln/ ? es diagonal de orden r y contiene estos r valores propios y A/
es r X p y contiene las r primeras filas de A’ que corresponden a los r vectores propios de
X’'X ligados a los r mayores valores propios.

La representacion biplot de una matriz X consiste en aproximarla mediante la descom-

posicién en valores singulares de rango dos, tomando r = 2 :
X ~ V,DY2A, = (V,DY?* /*)(DY?AL) = FC

donde Vyesnx2, Dé/ % es diagonal de orden 2 y A} es 2xp . Tomando 0 < ¢ <1 se obtienen
distintas descomposiciones de la matriz X en dos matrices. La primera, F representa las
n filas de la matriz X en un espacio de dos dimensiones y la segunda, C, representa en el
mismo espacio las columnas de la matriz. Segiin el valor de ¢ se obtienen distintos biplots.
Los més utilizados son para ¢ = 0,0,5, y 1.

Vamos a interpretar el biplot cuando ¢ = 1, que es el caso mds interesante. Entonces
representaremos las observaciones, filas de X, por las filas de la matriz Vs, y las variables,
columnas de X, por las columnas de la matriz Dé/ 2A’2. Para distinguir ambas representa-
ciones las observaciones se dibujan como puntos y las variables como vectores en el plano.
Se verifica que:



192 CAPITULO 6. ESCALADO MULTIDIMENSIONAL

(1) La representacién de las observaciones como puntos en un plano mediante las filas de
Vs, equivale a proyectar las observaciones sobre el plano de las dos componentes principales
estandarizadas para que tengan varianza unidad.

(2) Las distancias euclideas entre los puntos en el plano equivale, aproximadamente, a
las distancias de Mahalanobis entre las observaciones originales.

(3) La representacion de las variables mediante vectores de dos coordenadas es tal que el
angulo entre los vectores equivale, aproximadamente, a la correlacién entre las variables.

Para demostrar estas propiedades utilizaremos la relaciéon entre los componentes y los
vectores propios de XX'. Las coordenadas de los componentes principales son Z = XA, vy,
como hemos visto en la seccién anterior, los vectores que forman las columnas de Z son
vectores propios sin normalizar de XX'. En efecto, los vectores propios de X'X verifican

X’Xai = )\iai
y multiplicando por X tenemos que

por tanto, z; = Xa; es un vector propio de la matriz XX', pero no esta normalizado a norma
unidad. El vector propio normalizado sera

1
VA
Generalizando, la matriz de vectores propios de XX’ normalizados a norma unidad serd

1 1
,Vp = \/)\_iZb”" \/)\_izp

y es inmediato que con esta normalizacién V'V = D-Y2Z'ZD~Y? = D-1/2DD~/2 —I. Por
tanto si representamos los puntos por Vs, tenemos las proyecciones estandarizadas a varianza
uno de las observaciones sobre los dos primeros componentes.

Vamos a comprobar la segunda propiedad. Una observacién se representa por los compo-
nentes principales por x;A, y si estandarizamos los componentes a varianza uno x,AD~1/2,
Las distancias euclideas al cuadrado entre dos observaciones en términos de sus coordenadas
en los componentes estandarizados seran:

|

y como S = ADA’ entonces S'= AD 1A’ y obtenemos la distancia de Mahalanobis entre
las observaciones originales. Si en lugar de tomar los p componentes tomamos sélo los dos
mds importantes esta relacién serd aproximada y no exacta.

Comprobaremos por iltimo que si representamos las variables como vectores con co-
ordenadas Dé/ 2A’2 = C los dngulos entre los vectores representan, aproximadamente, la
correlacién entre las variables. Para ello escribiremos

V; = Z;.

= ZD /2

V= [Vl,

2
x;AD’I/2—X;AD’1/2 = (x; — x;)AD*A (x; — %)’

/
Y]

S~ A,D,A,=CC'= | .. [ C1 ... C }

/
Cp
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donde c; es un vector 2 X 1 correspondiente a la primera columna de la matriz C. De esta
expresion es inmediato que

C;C; = S;
y
/
CiCj = Sij
y finalmente
cic;
riy; = ———— = cos(c;c;)
el o

Por tanto, aproximadamente el dngulo entre estos vectores es el coeficiente de correlaciéon
entre las variables.

La precision de la representacion del biplot depende de la importancia de los dos primeros
valores propios respecto al total. Si (A1 + Ag)/tr(S) es préximo a uno la representacion serd
muy buena. Si este valor es pequeno el biplot no proporciona una representacién fiable de
los datos.

Ejemplo 6.3 Vamos a utilizar la base de datos de MUNDODES (tabla A.6 del Anéxo),
cuyos componentes principales se obtuvieron en el capitulo anterior (véae el ejemplo ***).
Esta matriz de datos estd constituida por 91 paises en los que se han observado 9 variables:
Xi1: ratio de natalidad, Xo: ratio de mortalidad, X3: mortalidad infantil, Xy: esperanza de
vida en hombres Xs: esperanza de vida de mujeres y Xg: PNB per capita.

La figura 6.3 es un biplot donde se han representado conjuntamente las observaciones por
su proyeccion estandarizada en el plano de los dos componentes principales. FEl lector debe
observar que ahora la variabilidad en ambos componentes es la misma como consecuencia de
la estandarizacion, lo que no ocurria en los grificos anteriores donde las escalas eran muy
diferentes. Se han representado también las variables como vectores de manera que el dngulo
entre las variables sea aproximadamente igual a sus correlaciones. En el biplot se observa
una separacion de los paises en dos grupos y, por otro lado, una division de las variables en
tres grupos: en el primero estdn las tasas de mortalidad infantil y natalidad que estdn muy
correladas entre st, por otro la tasa de mortalidad, que tiene baja correlacion con el resto de
variables, y por otro la renta y las esperanzas de vida de hombres y mujeres que estdn muy
correladas con la renta.

En el grifico 6.4 se muestra la misma representacion conjunta que en la figuras 6.3 en el
caso de realizar el andlisis normado de componentes principales en las variables originales.
Se aprecia una relacion no lineal entre las dos primeras componentes.

6.6 ESCALADO NO METRICO

En los problemas de escalado no métrico se parte de una matriz de diferencias o disimili-
tudes entre objetos que se ha obtenido generalmente por consultas a jueces, o a partir de
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Figura 6.3: Representaciéon de observaciones y variables en el plano de las dos primeras
componentes, variables en logaritmos.

procedimientos de ordenacién de los elementos. Por ejemplo, el escalado no métrico se ha
aplicado para estudiar las semejanzas entre las actitudes, preferencias o percepciones de per-
sonas sobre asuntos politicos o sociales o para evaluar preferencias respecto a productos y
servicios en marketing y en calidad. Los valores de una tabla de similaridades o distancias
se obtienen habitualmente por alguno de los procedimientos siguientes:

1. Estimacién directa. Un juez, o un conjunto de jueces, estiman directamente las
distancias entre los elementos. Una escala muy utilizada es la escala 0-100, de manera que
la distancia o disimilaridad entre un elemento y si mismo sea cero y la distancia entre dos
elementos distintos refleje la percepcién de sus diferencias. Con n elementos esto requiere
n(n — 1)/2 evaluaciones.

2. Estimacién de rangos. Se selecciona un elemento y se pide al juez, o grupo de jueces,
que ordene los n— 1 restantes por mayor o menor proximidad al seleccionado. A continuacién
se selecciona el siguiente y se ordenan los n — 2 restantes, y asi sucesivamente. Existen
algoritmos de célculo que transforman estas ordenaciones en una matriz de distancias (véase
Green y Rao, 1972).

3. Rangos por pares. Se presentan al juez los n(n — 1)/2 pares posibles y se le pide
que los ordene de mayor a menor distancia. Por ejemplo, con cuatro objetos supongamos
que se obtienen los resultados en orden de distancia: (3,4), (2,3), (2,4), (1,4), (1,2) y (1,3).
Entonces, los méas préximos son los objetos 3 y 4, y a esta pareja se le asigna el rango 1.
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Figura 6.4: Representacion de observaciones y variables en el plano de las dos primeras
componentes, variables originales.

A la pareja siguiente, (2,3), se le asigna rango dos y asi sucesivamente hasta la pareja de
los elementos mds alejados, el 1 y el 3, que reciben rango n(n — 1)/2, que es 6 en este caso.
A continuacion se calcula un rango medio para cada objeto, promediando los rangos de los
pares donde aparece. Por ejemplo, el objeto 1 aparece en pares que tienen rango 4, 5y 6,
con lo que el rango del objeto 1 es :

rango(1) = A¥5+6 = 5.
3
Igualmente obtenemos que rango(2)= (2 + 3+ 5)/2 = 3,3; rango(3)= (1+2+6)/3 =3
y rango(4) = (1+3+4)/3 = 2,7. Las diferencias entre los rangos se toman ahora como
medidas de distancia entre los objetos.

Se supone que la matriz de similaridades estd relacionada con un matriz de distancias,
pero de una manera compleja. Es decir, se acepta que los jueces utilizan en las valoraciones
ciertas variables o dimensiones, pero que, ademads, los datos incluyen elementos de error y
variabilidad personal. Por tanto, las variables que explican las similitudes entre los elementos
comparados determinardn una distancias euclideas entre ellos, d;;, que estén relacionadas con
las similitudes dadas, é;; , mediante una funcién desconocida

6ij = f(di)
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donde la tinica condicién que se impone es que f es una funcién monétona, es decir, si
5@' > 6ih = dij > d;p, .

El objetivo que se pretende es encontrar unas coordenadas que sean capaces de reproducir
estas distancias a partir tinicamente de la condicién de monotonia. Para ello hay que definir:

(1) Un criterio de bondad del ajuste que sea invariante ante transformaciones monétonas
de los datos.

(2) Un algoritmo para obtener las coordenadas, optimizando el criterio establecido.

Estos problemas no tienen solucién tnica y se han presentado muchos procedimientos
alternativos. El mds utilizado es minimizar las diferencias entre las distancias derivadas
de las coordenadas principales, d;; , y las similitudes de partida 6;; , es decir minimizar
Y6y — c/i\ij )? para todos los términos de la matriz. Esta cantidad se estandariza para
favorecer las comparaciones, con lo que se obtiene el criterio de ajuste denominado STRESS,
dado por:

D oici (85 —diy )?
2
Zz<g 61,3

Un criterio alternativo es minimizar las distancias al cuadrado, con lo que se obtiene el
criterio S-SSTRESS.  Se han propuesto otros criterios que el lector puede consultar en Cox
y Cox (1994). Las distancias d;; se determinardn encontrando p coordendas principales
que se utilizan como variables implicitas y;;,7 = 1,...,n, j = 1,...p, que determinardn unas
distancias euclideas entre dos elementos:

S? = (6.25)

=

= (s — 3s)” (6.26)
s=1

El método de célculo es partir de la soluciéon proporcionada por las coordenadas principales e
iterar para mejorar esta solucién minimizando el criterio (6.25). Normalmente se toma p = 2
para facilitar la representacion gréfica de los datos, pero el nimero de dimensiones necesario
para una buena representaciéon de los datos puede estimarse probando distintos valores de
p y estudiando la evolucién del criterio de forma similar a como se determina el nimero de
componentes principales. Fijado p el problema es minimizar (6.25) donde las distancias se
calculan por (6.26). Derivando respecto a los valores de las coordenadas en los individuos
(véase apéndice 6.1) se obtiene un sistema de ecuaciones no lineales en las variables y cuya
solucién requiere un algoritmo de optimizacién no lineal. Suele tomarse como solucién inicial
la obtenida con las coordenadas principales. Remitimos al lector interesado en los detalles
de los algoritmos a Cox y Cox (1994).

Ejemplo 6.4 Utilizaremos la matriz de similitudes entre productos. Con el programa SPSS
se obtiene la solucion indicada en la figura 6.5. Los productos A, B, C, etc se han repre-
sentado en el grdifico como mi1, m2, m3,... Como puede verse la solucion es similar a la
obtenida con coordenadas principales, pero no idéntica.
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Dimensién 2

Figura 6.5: Representacién de los productos con el escalado no métrico
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El valor del coeficiente al finalizar la estimacion no lineal es Stress = .14134 y la propor-
cton de variabilidad explicada, RSQ) = .87957.

La figura 6.6 presenta la relacion entre las distancias obtenidas y las observaciones. Se

aprecia que la relacion es mondtona, aunque no lineal.

Distancias

Gréafico Transformacion

Modelo de distancia euclidea

35

30n

25y

2.0+

Obsenvaciones

N

(o)

[oo] ]

Figura 6.6: Relacién entre las distancias originales y las calculadas por el escalado multidi-

mensional
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6.7 Lecturas complementarias

Los capitulos 11 y 12 de Jackson (1991) contienen ampliaciones sobre este tema y muchas
referencias. El libro de Dillon y Goldstein (1984) presenta una introduccién clara y simple
del escalado multidimensional no métrico. Gnanadesikan (1997) presenta también una buena
introduccién al tema. Libros dedicados al escalado multidimensional son los de Schiffman et
al (1981), Coxon (1982), Davidson (1983), Kruskal y Wish (1978), Green et al (1989) y Cox
y Cox (1994). Young (1987) contiene muchos ejemplos de aplicacién. Gower y Hand (1996)
esta integramente dedicado a los biplots.
EJERCICIOS

Ejercicio 6.1 Si la distancia euclidea entre dos elementos se define por dfj = (x;—x;) (x;—
x;) demostrar que puede escribirse como dfj = @i +qj; — 2q;; donde los q;; son elementos de
la matriz XX'.

Ejercicio 6.2 Demostrar que d?j = (x; —x;)(x; —x;) puede escribirse como dfj = Qi +qj; —
2g;; donde ahora los q;; son elementos de la matriz XPX', siendo P la matriz proyeccion
que elimina las medias definida en 6.12

Ejercicio 6.3 Demostrar que si tenemos una solucion Y, de coordenadas principales tam-
bién es solucion Z, = Y,C + b, donde C es una matriz ortogonal y b cualquier vector.

Ejercicio 6.4 Demostrar que si la matriz Q es semidefinida positiva se verifica que q; +
¢;; — 2q;; > 0. (Ayuda: utilice que si Q es definida positiva u'Qu > 0 para cualquier vector
wy tome u = (0,...,1,—1,0,...,0))

Ejercicio 6.5 Demostrar que si () es semidefinida positiva las magnitudes d?j = ¢ii+qj;—2qi;
verifican las propiedades de una distancia. (Ayuda: para comprobar la propiedad triangular
utilice que para tres puntos w'Qu > 0 con u = (1,—1,—1)" implica q11 + qa2 + ¢33 — 2q12 —
2q13 + 2g32 > 0)

Ejercicio 6.6 Demostrar que se verifica la relacion Q = PQP.

Ejercicio 6.7 Demostrar que la descomposicion biplot puede escribirse como Y, Al donde
el primer término contiene las coordenadas principales y el sequndo las componentes princi-
pales.

Apéndice 6.1Maximizacién del STRESS

El procedimiento de optimizacién del criterio se obtiene derivando el STRESS respecto
a cada término, y;p, que nos indica como se modifica el criterio si modificamos el valor de la
variable p en el elemeto i, lo que conduce a las ecuaciones

052 " ~ 0d;;
yzp
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El cambio en las distancias del punto i a todos los deméds cuando cambiamos la coordenada
p de este punto es, por (6.26):
Odij _ (Yip — Yjip)

— —~

ayz’p dZ j

y sustituyendo en (6.27) tenemos que la ecuacién a resolver es

" (85 — di; " (855 — di;
y@.pz%_z(agfa)yjpzo,
1) )

j=1 j=1

Si derivamos para los np valores de las coordenadas principales, el sistema de ecuaciones
resultante puede escribirse conjuntamente como

FX=0
donde F es una matriz cuadrada y simétrica de orden n con coeficientes

S —diy) .,
fij = —( 1 J)v i J

fa = > fg i=i

=1,
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Capitulo 7

ANALISIS DE
CORRESPONDENCIAS

7.1 INTRODUCCION

El andlisis de correspondencias es una técnica descriptiva para representar tablas de contin-
gencia, es decir, tablas donde recogemos las frecuencias de aparicién de dos o més variables
cualitativas en un conjunto de elementos. Constituye el equivalente de componentes princi-
pales y coordenadas principales para variables cualitativas. La informacién de partida ahora
es una matriz de dimensiones I X .J, que representa las frecuencias absolutas observadas
de dos variables cualitativas en n elementos. La primera variable se representa por filas, y
suponemos que toma [ valores posibles, y la segunda se representa por columnas, y toma
J valores posibles. Por ejemplo, la tabla 7.1 presenta la clasificacion de n = 5387 escolares
escoceses por el color de sus ojos, que tiene cuatro categorias posibles y I = 4, y el color
de su cabello, que tiene cinco categorias posibles y J = 5. Esta tabla tiene interés histérico
ya que fué utilizada por Fisher en 1940 para ilustrar un método de andlisis de tablas de
contingencia que estd muy relacionado con el que aqui presentamos.

En general, una tabla de contingencia es un conjunto de mimeros positivos dispuestos
en una matriz, donde el nimero en cada casilla representa la frecuencia absoluta observada
para esa combinacién de las dos variables.

Una manera de llegar a una tabla de contingencia I x J es definir I variables binarias para

Color del pelo
C. ojos  rubio pelirrojo castano oscuro negro total
claros 688 116 584 188 4 1580
azules 326 38 241 110 3 718
castanos 343 84 909 412 26 1774
oscuros 98 48 403 618 85 1315
total 1455 286 2137 1391 118 5387

Tabla 7.1: Tabla de Contingencia del color de los ojos y el color del pelo de escolares escoceses.
Recogida por Fisher en 1940

201
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las categorfas de las filas y J para las de las columnas y diponer estas variables en matrices
X, para las filas y X, para las columnas. Por ejemplo, la matriz X, para la variable color de
los ojos contendra 4 variables en columnas correspondientes a las 4 categorfas consideradas
para indicar el color de ojos, y en cada fila sélo una columna tomard el valor uno, la que
corresponda al color de ojos de la persona. La matriz tendra 5387 filas correpondientes a las
personas incluidas en la muestra. Por tanto, la matriz X, de dimensiones 5387 x 4 serd de
la forma:

S =
o O
o O
i)

0001

0100

donde hemos tamado las categorias para el color de ojos en el mismo orden que aparecen en las
filas de la tabla 7.1. Por ejemplo, el primer dato corresponde a una persona de ojos claros, ya
que tiene un uno en la primera columna. El segundo dato tiene un uno en la cuarta categoria,
que corresponde a ojos oscuros. Finalmente, el tiltimo elemento de la matriz corresponde a
una persona de ojos azules. De la misma forma, la matriz X, tendrd dimensiones 5387 x 5 y
las columnas indicarén el color del cabello de cada persona. Observemos que estas matrices X
de variables binarias tienen tantas columnas como categorfas y sus variables son linealmente
dependientes, ya que siempre la suma de los valores de una fila es uno, al ser las categorias
excluyentes y exhaustivas. Al realizar el producto X,X; sumaremos todas las personas que
tienen cada par de caracteristicas y se obtiene la tabla de contingencia.

El anélisis de correspondencias es un procedimiento para resumir la informacién contenida
en una tabla de contingencia. Puede interpretarse de dos formas equivalentes. La primera,
como una manera de representar las variables en un espacio de dimensién menor, de forma
andloga a componentes principales, pero definiendo la distancia entre los puntos de manera
coherente con la interpretacién de los datos y en lugar de utilizar la distancia euclidea
utilizamos la distancia ji-cuadrado. Desde este enfoque, el andlisis de correspondencias es el
equivalente de componentes principales para datos cualitativos. La segunda interpretacion
estd mas préxima al escalado multidimensional: es un procedimiento objetivo de asignar
valores numéricos a variables cualitativas. Vamos a analizar estos dos aspectos.

7.2 BUSQUEDA DE LA MEJOR PROYECCION

En adelante trabajaremos con la matriz F' de frecuencias relativas obtenida dividiendo cada
casilla por n, el total de elementos observados. Llamaremos f;; a las frecuencias relativas
que verifican

1 J

XD fyi=1

i=1 j=1

La matriz F puede considerarse por filas o por columnas. Cualquier andlisis 16gico de esta
matriz debe de ser equivalente al aplicado a su transpuesta, ya que la eleccién de la variable
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Sobre. | Not. | Aprob. | Sus. | Total

Zona A | 0,03 | 0,06 0,15 |006 | 0,3

Zona B | 0,07 | 0,14 0,35 0,14 0,7
Total 0,1 0,2 0,5 0,2 1

Tabla 7.2: Clasificacién de estudiantes por zona geogréfica y calificacién obtenida

que se coloca en filas, en lugar de en columnas, es arbitraria, y no debe influir en el anélisis.
Vamos a presentar primero el andlisis por filas de esta matriz, que serd simétrico al andlisis
por columnas, que estudiaremos a continuacion.

7.2.1 Proyeccién de las Filas

Vamos a analizar la matriz de frecuencias relativas, F, por filas. Entonces las [ filas pueden
tomarse como I puntos en el espacio /. Vamos a buscar una representacién de estos [
puntos en un espacio de dimensién menor que nos permita apreciar sus distancias relativas.
El objetivo es el mismo que con componentes principales, pero ahora tendremos en cuenta
las peculiaridades de este tipo de datos. Estas peculiaridades provienen de que la frecuencia
relativa de cada fila es distinta, lo que implica que:

(1) Todos las filas (puntos en R’) no tienen el mismo peso, ya que algunas continen més
datos que otras. Al representar el conjunto de las filas (puntos) debemos dar mas peso a
aquellas filas que contienen més datos.

(2) La distancia euclidea entre puntos no es una buena medida de su proximidad y
debemos modificar esta distancia, como veremos a continuacién.

Comenzando con el primer punto, cada fila de la matriz F tiene una frecuencia relativa
fi= Z}]:1 fij, y el conjunto de estas frecuencias relativas se calcula con:

f=F1

debemos dar a cada fila un peso proporcional a su frecuencia relativa y los términos del
vector f pueden directamente considerarse como pesos, ya que son nimeros positivos que
suman uno.

Con relacién a la medida de distancia a utilizar entre las filas, observemos que la dis-
tancia euclidea no es una buena medida de las diferencias reales entre las estructuras de las
filas. Por ejemplo, supongamos la tabla 7.2 donde se presentan las frecuencias relativas de
estudiantes clasificados por su procedencia geogréfica, (A 6 B) y sus calificaciones. Aunque
las frecuencias relativas de las dos filas son muy distintas, las dos filas tienen exactamente la
misma estructura relativa: simplemente, hay més del doble de estudiantes de la zona B que
de la A, pero la distribucién de calificaciones es idéntica en ambas zonas. Si calculamos la
distancia euclidea entre las zonas obtendremos un valor alto, que no refleja una estructura
distinta de las filas sino s6lo que tienen distinta frecuencia relativa. Suponganos que dividi-
mos cada casilla por la frecuencia relativa de la fila, f;. Con esto se obtiene la tabla 7.3
donde los mimeros que aparecen en las filas representan la frecuencia relativa de la variable
columna condicionada a la variable fila. Ahora las dos filas son idénticas, y esto es coherente
con una distancia euclidea cero entre ambas.
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Sobre. | Not. | Aprob. | Sus. | Total
ZonaA| 01 [02] 05 |02] 1
ZonaB| 01 |02 ] 05 |02] 1

Tabla 7.3: Clasificacién de estudiantes por zona geogréfica y calificacién obtenida

Color del cabello
C. ojos rubio pelirrojo castano oscuro negro total
claros 0.435 0.073 0.369 0.119  0.003 1
azules 0.454 0.053 0.336 0.153 0.004 1
castanos 0.193 0.047 0.512 0.232 0.015 1
oscuros  0.075 0.037 0.307 0.518  0.065 1

Tabla 7.4: Tabla de frecuencias relativas del color del cabello condicionada al color de los
ojos para los escolares escoceses

Para analizar que medida de distancia debemos utilizar, llamaremos R a la matriz de
frecuencias relativas condicionadas al total de la fila, que se obtiene con:

R=D,;'F (7.1)

donde Dy es una matriz diagonal I x I con los términos del vector f, f;, frecuencias rela-
tivas de las filas, en la diagonal principal. Esta operacién transforma la matriz original de
frecuencias relativas, F', en otra matriz cuyas casillas por filas suman uno. Cada fila de esta
matriz representa la distribucién de la variable en columnas condicionada al atributo que
representa la fila. Por ejemplo, la tabla 7.4 presenta las frecuencias relativas condicionadas
para la tabla 7.1. En este caso I =4, J = 5. Esta tabla permite apreciar mejor la asociacion
entre las caracteristicas estudiadas.

Llamaremos r; a la fila i de la matriz R de frecuencias relativas condicionadas por
filas, que puede considerarse un punto (o un vector) en el espacio ®/. Como la suma de los
componentes de r’, es uno, todos los puntos estén en un espacio de dimensién J—1. Queremos
proyectar estos puntos en un espacio de dimensién menor de manera que las filas que tengan
la misma estructura estén proximas, y las que tengan una estructura muy diferente, alejadas.
Para ello, debemos definir una medida de distancia entre dos filas r,, r,. Una posibilidad es
utilizar la distancia euclidea, pero esta distancia tiene el inconveniente de tratar igual a todos
los componentes de estos vectores. Por ejemplo, en la tabla 7.1 las personas de cabello rubio
tienen una diferencia en frecuencia relativa entre los ojos azules y claros de 0,454-0,435=
0,019, y las personas de cabello negro tienen un diferencia en frecuencia relativa entre los
ojos castanos y azules de 0,015 - 0,004=0,011. Hay una diferencia mayor en el primer caso
que en el segundo y, sin embargo, intuitivamente vemos que la segunda diferencia es mayor
que la primera. La razén es que en el primer caso el cambio relativo es pequeno, del orden
del 4% ( 0,019/0,454), mientras que en el segundo caso el cambio relativo es muy grande:
las personas de cabello negro tienen ojos castanos casi cuatro veces mas frecuentemente (
0,015/0,004=3,75 veces) que ojos azules. Como los componentes representan frecuencias
relativas, no parece adecuado que una diferencia de 0,01 se considere igual en un atributo
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de alta frecuencia (por ejemplo, pasar de 0,60 a 0,61) que en un atributo de baja frecuencia
(por ejemplo, pasar de 0,0001 a 0,0101).

Para obtener comparaciones razonables entre estas frecuencias relativas tenemos que
tener en cuenta la frecuencia relativa de aparicién del atributo que estudiamos. En atributos
raros, pequenas diferencias absolutas pueden ser grandes diferencias relativas, mientras que
en atributos con gran frecuencia, la misma diferencia serd poco importante. Una manera
intuitiva de construir las comparaciones es ponderar las diferencias en frecuencia relativa
entre dos atributos inversamente proporcional a la frecuencia de este atributo. Es decir, en
lugar de sumar los términos (ro; — r4;)* = (fa;/fa. — fo5/ f5.)* que miden la diferencia que las
filas a y b tienen en la columna j sumaremos los términos (r,; —r;)?/ f; donde f; = Zi]:l fij
es la frecuencia relativa de la columna j . La expresion de la distancia entre dos filas, r, y
r;, de R vendrd dada en esta métrica por

2 o 4 faj fb] ! Taj Tb_]
D(rg,1p) = Y (5% - =y (7.2)

j=1 fa. b. =1
que puede escribirse matricialmente como
D?*(rq, 1) = (v —13)'D. (r, — 1) (7.3)

donde D, es una matrlz diagonal con términos f;. A la distancia (7.2) 6 (7.3) se la conoce
como distancia y?, y se analizard con més detalle en la seccién siguiente.

Observemos que estd distancia equivale a la distancia euclidea entre los vectores trans-
formados y; = D¢ 1 ’r;. Podemos pues simplificar el problema definiendo una matriz de
datos transformada, sobre la que tiene sentido considerar la distancia euclidea entre filas.
Llamando:

Y=RD, " =D,;'F D, (7.4)

obtenemos una matriz Y que contiene términos del tipo

fzg
yij_{fzflm} (7.5)

que ya no suman uno ni por filas ni por columnas. Las casillas de esta matriz representan las
frecuencias relativas condicionadas por filas, fi;/fi., pero estandarizadas por su variabilidad,
que depende de la rafz cuadrada de la frecuencia relativa de la columna. De esta manera
las casillas son directamente comparables entre si. La tabla 7.5 indica esta matriz resultado
de estandarizar las frecuencias relativas de la tabla 7.1 dividiendo cada casilla por la raiz

cuadrada de la frecuencia relativa de la columna correspondiente, que se obtiene de la tabla
7.1. Por ejemplo, el primer elemento de la tabla 7.5 se obtiene como 0.435/+/(1455/5387) =
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837 316 .587 .235 .015
873 .228 .536  .301 .029
374,205 815 .455 .095
147 0161 .484  1.022 .440

Tabla 7.5: Matriz estandarizada por fila y por variabilidad del color de los ojos y el color del
pelo de escolares

0.0114. En esta tabla la estructura de las columnas es similar a la de la tabla 7.1 de
frecuencias relativas, ya que hemos dividido todas las casillas de cada columna por la misma
cantidad.

Podriamos tratar a esta matriz como una matriz de datos estdndar, con observaciones en
filas y variables en columnas, y preguntarnos como proyectarla de manera que se preserven
las distancias relativas entre las filas, es decir, las filas con estructura similar aparezcan
proximas en la proyeccién. Esto implica encontrar una direccién a de norma unidad,

a'a=1 (7.6)

tal que el vector de puntos proyectados sobre esta direccion,

yp(a) =Y a (7.7)

tenga variabilidad maxima. El vector a se encontrard maximizando y,(a)y,(a) = a'Y'Y a
con la condicién (7.6), y este problema se ha resuelto en el capitulo 5 al estudiar componentes
principales: el vector a es un vector propio de la matriz Y'Y. Sin embargo, este tratamiento
de la matriz Y como una matriz de variables continuas no es del todo correcto porque las filas
tienen una distinta frecuencia relativa, f;, y por tanto deben tener distinto peso. Aquellas
filas con mayor frecuencia relativa deben de tener més peso en la representacién que aquellas
otras con frecuencia relativa muy baja, de manera que las filas con gran nimero de individuos
estén bien representadas, aunque esto sea a costa de representar peor las filas con pocos
elementos. En consecuencia, daremos a cada fila un peso proporcional al nimero de datos
que contiene. Esto puede hacerse maximizando la suma de cuadrados ponderada.

m=aYD;Ya (7.8)
sujeto a (7.6), que equivale a
m =a'D,*F'D;'FD;"” a, (7.9)
Alternativamente, podemos construir una matriz de datos Z definida por
Z =D, " FD;'/? (7.10)

cuyos COIIlpOIlGIlteS son

L Jij
. {\/f?.f‘.j}
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y que estandariza las frecuencias relativas en cada casilla por el producto de las raices
cuadradas de las frecuancias relativas totales de la fila y la columna, y escribir el problema
de encontrar el vector a como el problema de maximizar m = a’ Z'Za sujeto a la restriccién
(7.6). Este es el problema resuelto en componentes principales, cuya solucién es

D, '’F'D;'FD,"%a =)a (7.11)

y a debe ser un vector propio de la matriz Z'Z donde Z estd dado por (7.9) y A su valor
propio.

Vamos a comprobar que la matriz Z'Z tiene como mayor valor propio siempre el 1 y como
vector propio D/, Multiplicando por la izquierda en (7.11) por D, /256 obtiene:

D,'F'D;'F(D,"?a) =A(D,"a)

Las matrices D;lF y FD_! representan matrices de frecuencias relativas por filas y por
columnas y su suma por filas y columnas respectivamente es uno. Por tanto DJIIFl =1
y D_'F'1 = 1, que implica que la matriz DC*IF/D?F tiene un valor propio 1 unido a un
vector propio 1. En consecuencia, haciendo (Dc_l/ 2a) = 1 concluimos que la matriz Z'Z tiene

un valor propio igual a uno con vector propio D/,

Olvidando esta solucién trivial, que no da informacién sobre la estructura de las filas,
tomaremos el valor propio mayor menor que la unidad y su vector propio asociado a. En-
tonces, proyectando la matriz Y sobre la direccién a encontrada:

ys(a) = Ya=D;'FD,"’a (7.12)

y el vector ys(a) es la mejor representacién de las filas de la tabla de contingencia en una
dimensién. Andlogamente, si extraemos el vector propio ligado al siguiente mayor valor
propio obtenemos una segunda coordenada y podemos representar las filas en un espacio de
dimensién dos. Las coordenadas de la representacién de cada fila vendrdn dadas por las filas
de la matriz

C;=YA,=D,'FD_'?A,

donde A, = [a,a,] contiene en columnas los dos vectores propios Z'Z. La matriz C; es I x 2
y las dos coordenadas de cada fila proporcionan la mejor representacion de las filas de la
matriz F en un espacio de dos dimensiones. El procedimiento se extiende sin dificultad para
representaciones en mas dimensiones, calculando vectores propios adicionales de la matriz
7'7.

En resumen el procedimiento que hemos presentado para buscar una buena representacion
de las filas de la tabla de contingencia es:

(1) Caracterizar las filas por sus frecuencias relativas condicionadas, y considerarlas como
puntos en el espacio.

(2) Definir la distancia entre los puntos por la distancia x?, que tiene en cuenta que cada
coordenada de las filas tiene distinta precisién.
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(3) Proyectar los puntos sobre las direcciénes de maxima variabilidad, teniendo en cuenta
que cada fila tiene un peso distinto e igual a su frecuencia relativa.

El procedimiento operativo para obtener la mejor representacién bidimensional de las
filas de la tabla de contingencia es:

(1) Calcular la matriz Z'Z y obtener sus vectores y valores propios.

(2) Tomar los dos vectores propios, aj, as, ligados a los mayores valores propios menores
que la unidad de esta matriz.

(3) Calcular las proyecciones DJT]‘FD;l/ 2a;, i = 1,2, y representarlas gréficamente en un
espacio bidimensional.

Ejemplo 7.1 Aplicaremos este andlisis a la matriz de la tabla 7.1. La matriz de frecuencias
relativas estandarizada por filas, R, se presenta en la tabla 7.4.

La variable transformada, Y, se calcula como

1455
286
Y=RD, V2= R(Ké? 2137 )2
1391

118
dando lugar a

837 .316 .587 .235 .015
873 .228 .536 .301 .029
374205 .815 .455  .095
147 0161 .484  1.022 .440

Esta matriz puede interpretarse como una matriz de datos donde por filas tenemos ob-
servaciones y por columnas variables. Para obtener la mejor representacién de las filas en
un espacio de dimensién dos, vamos a obtener los vectores propios de la matriz YD;Y. Los
tres primeros valores y vectores propios de esta matriz se presentan en la tabla siguiente por
filas:

valor propio vector propio

1 -0.5197 -0.2304 -0.6298 -0.5081 -0.1480
0.1992 -0.6334 -0.1204 -0.0593 0.6702 0.3629
0.0301 -0.5209 -0.0641 0.7564 -0.3045 -0.2444

Los otros dos valores propios de esta matriz son 0,0009 0,0000. La proyeccion de los
puntos sobre el espacio definido por los valores propios .1992 y .0301 se presenta en la figura
7.1

El eje de abscisas contiene la primera dimensién que explica el .1992/( .1992+ .0301+.0009)=.8653.
Vemos que se separan claramente los ojos claros y azules frente a castanos y oscuros. La
primera dimensién es pues claro frente a oscuro. La segunda dimensién separa las carac-
teristicas puras, ojos claros o azules y negros, frente a la mezclada, castanos.

Ejemplo 7.2 En un estudio de mercado 4 evaluadores han indicado que caracteristicas con-
sideran importantes en un tipo de producto. El resultado es la matriz F donde en columnas
se representan los evaluadores y en filas los productos.
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Figura 7.1: Proyeccién de las filas de la matriz de los colores de ojos y pelo sobre el mejor
espacio de dimensién 2.

1 2 3 4

cc|0 0 1 0
|1 1 0 0

F= ¢330 1 0 1
|0 0 0 1
|0 1 0 0
|1 1 1 0

Esta matriz es una tabla de contingencia muy simple donde las frecuencias posibles son
cero o uno. La matriz Z es

[0 0 707 0

5 35 0 0
z_ |0 35 0 50

0o 0 0 .707

0 5 0 0

| 408 289 408 0 |

y los valores propios de Z'Z son (1, 0.75, 0.50, 0.17). El vector propio asociado al mayor valor
propio menor que uno es v = (0.27,0,0.53, —0.80). La proyeccion de las filas de Y sobre las
dos direcciones principales conduce a la figura 7.2

Se observa que las caracteristicas mds préximas son la 2 y la 5. Las elecciones de los evalu-
adores parecen ser debidas a dos dimensiones. La primera explica el 0,75/(0,7540,50+0,17)=52,83%
de la variabilidad y la segunda el 35%. La primera dimensién tiene en cuenta las similitudes



210 CAPITULO 7. ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

Figura 7.2: Proyeccion de las caracteristicas de los productos

aparentes por las elecciones de las personas: las caracteristicas ¢3 y c4 son elegidas por la
misma persona y por nadie mds, por lo que estas caracteristicas aparecen juntas en un ex-
tremo. En el lado opuesto aparecen la cl y c6, que son elegidas por la misma persona, y las
c2 y ¢b que son elegidas por personas que también eligen la c6. En la segunda dimensién las
caracterfsticas extremas son las cl y c2.

7.2.2 Proyeccién de las columnas

Podemos aplicar a las columnas de la matriz F un analisis equivalente al de las filas. Las
columnas serdn ahora puntos en ®/. Llamando

c=F1

al vector de frecuencias relativas de las columnas y D, a la matriz diagonal que contiene
estas frecuencias relativas en la diagonal principal, de acuerdo con la seccién anterior la
mejor representacién de los J puntos (columnas) en un espacio de dimensién menor, con la
métrica x? conducird, por simetrfa, a estudiar la matriz D 'F’ D;l/ ?. Observemos que, si
ahora consideramos la matriz F’ y volvemos al problema de representarla por filas (que es
equivalente a representar F por columnas), el problema es idéntico al que hemos resuelto en
la seccién anterior. Ahora la matriz que contiene las frecuencias relativas de las filas F' es
D. y la que contiene la de las columnas es Dy. Intercambiando el papel de estas matrices,

las direcciones de proyeccion son los vectores propios de la matriz
—1/2 - ~1/2
Z 7' =D;"’FD;'F'D;" (7.13)

donde Z es la matriz I x J definida por (7.10). Como Z'Z y ZZ' tienen los mismos valores
propios no nulos, esa matriz tendra también un valor propio unidad ligado al vector propio
1. Esta solucién trivial no se considera. Llamando b al vector propio ligado al mayor valor
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propio distinto de la unidad de ZZ', la mejor representacién de las columnas de la matriz en
un espacio de dimensién uno vendra dada por

ye(b)=Y'b=D;'F'D;"*b (7.14)

y, andlogamente, la mejor representacion en dimensiéon dos de las columnas de la matriz
vendrd dada por las coordenadas definidas por las filas de la matriz

C.=Y'B; = D;'F'D;'”’B,

donde B, = [b,b,] contiene en columnas los dos vectores propios ligados a los valores propios
mayores de ZZ' y menores que la unidad. La matriz C. es J x 2 y cada fila es la mejor
representacién de las columnas de la matriz F en un espacio de dos dimensiones.

7.2.3 Analisis Conjunto

Dada la simetria del problema conviene representar conjuntamente las filas y las columnas
de la matriz. Observemos que las matrices Z' Z y Z Z’ tienen los mismos valores propios no
nulos y que los vectores propios de ambas matrices que corresponden al mismo valor propio
estan relacionados. En efecto, si a; es un vector propio de Z'Z ligado al valor propio \; :

Z’Zai = )\iai

entonces, multiplicando por Z

y obtenemos que b; = Za; es un vector propio de ZZ' ligado al valor propio );. Una manera
rapida de obtener estos vectores propios es calcular directamente los vectores propios de la
matriz de dimensién més pequena, Z'Z o ZZ', y obtener los otros vectores propios como
Za; o Z'b;. Alternativamente podemos utilizar la descomposicién en valores singulares de la
matriz Z o Z’, estudiada al introducir los biplots en el capitulo anterior. Esta descomposicion
aplicada a Z es

Z=B,D,A=)Y \'ba

i=1

donde B, contiene en columnas los vectores propios de ZZ', A, los de Z'Z y D, es digonal y
contiene los valores singulares, )\; / 2, o raices de los valores propios no nulos y r = min(7, J).
Entonces la representacion de las filas se obtiene con (7.12) y la de las columnas con (7.14).
La representacién de la matriz Z con h dimensiones (habitualmente h = 2) implica aproximar
esta matriz mediante Z;, = B;D,A}. Esto es equivalente, por (7.10), a una aproximacién a
la tabla de contingencia observada mediante:

F,=D}*Z,D}?, (7.15)
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y una forma de juzgar la aproximacién que estamos utilizando es reconstruir la tabla de
contingencia con esta expresion.

Si deseamos eliminar el valor propio unidad desde el principio, dado que no aparta in-
formacion de interés, podemos reemplazar la matriz F por F—F,. , donde F, es la matriz de
frecuencias esperadas que viene dada por

F, = lrc/.
n
Puede comprobarse que la matriz F—f‘e tiene rango r — 1, y ya no tiene el valor propio igual
a la unidad.

La proporcién de variabilidad explicada por cada dimensién se calcula como en com-
ponentes principales descartando el valor propio igual a uno y tomando la proporciéon que
representa cada valor propio con relacién al resto.

En resumen, el anélisis de correspondencias de una tabla de contingencia de dimensiones
I x J se realiza en los pasos siguientes

(1) Se calcula la tabla de frecuencias relativas, F.

(1) Se calcula la tabla estandarizada Z, de frecuencias relativas las mismas dimensiones
de la tabla original, I x J, dividiendo cada celda de F por la raiz de los totales de su fila y
columna, z;; = {fij/\ /fi.f,j} )

(2) Se calculan los h (normalmente h = 2) vectores propios ligados a valores propios
mayores, pero distintos de la unidad, de las matriz de menor dimensién de las ZZ' y Z'Z. Si
obtenemos lo vectores propios a; de Z'Z, los b; de ZZ' se obtienen por b; = Za;. Analoga-
mente si se obtienen los b; de ZZ' a, = Z'b,. Las I filas de la matriz se presentardn como
I puntos en R" y las coordenadas de cada fila vienen dadas por

-1/2
C; =D;"’zZA,

donde A, tiene en columnas los dos vectores propios de Z’'Z. Las J columnas se representardn
como J puntos en R y las coordenadas de cada columna son

C.=D,'*Z'B,

Ejemplo 7.3 Vamos a representar conjuntamente las filas y las columnas de la matriz de
los colores. La figura 7.3 presenta esta representacion. Se observa que el grifico describe de
manera clara la relacion entre ambas variables. La dimension principal gradia la tonalidad
de claro a oscuro y la seqgunda separa los castanos de los casos mds extremos.

Es importante calcular conjuntamente los vectores propios para evitar problemas de sig-
nos, ya sea calculando los vectores propios de una matriz y obteniendo los otros como producto
por la matriz Z o bien a través de la descomposicion en valores singulares. La razon es que
st v es un vector propio también lo es -v y al calcular separadamente las coordenadas y su-
perponerlas podemos obtener un resultado como el que se presenta en la figura 7.4 . En esta
figura se han calculado separadamente las dos representaciones y luego se han superpuesto.
El lector puede comprobar que si cambiamos de signo las coordenadas del eje de ordenadas
se obtiene la representacion de la figura (7.8). Estos problemas de signos se evitan calculado
los vectores conjuntamente.
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Figura 7.3: Representacién de los colores de ojos y cabello para los escolares escoceses.

Figura 7.4:
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7.3 LA DISTANCIA JI-CUADRADO

El contraste de independencia entre las variables fila y columna en una tabla de contingencia
I x J se realiza con la estadistico

. 2
Y2 _ Z (fr. observadas - fr. esperadas)

fr. esperadas

que, en la hipétesis de independencia, sigue una distribucién x? con (I — 1) x (J — 1) grados
de libertad. De acuerdo con la notacién anterior, la frecuencia esperada en cada celda de la
fila i, suponiendo independencia de filas y columnas, se obtendra repartiendo el total de la
fila, nf;, porporcionalmente a la frecuencia relativa de cada columna, f;. Por ejemplo, la
frecuencia esperada de la primera casilla de la tabla 5.1 se obtendrda multiplicando el nimero
total de elementos de la fila, 1580, por la proporcién de personas rubias sobre el total,
1455/5387. Por tanto, el estadistico X? para contrastar la independencia puede escribirse:

I J

ZZ nfljnfzn.fz.f) (716)

=1 j=1

donde f; = Zj:l fi; es la frecuencia relativa de la filaiy f; = 21‘121 fi; la de columna j.
Como

(nfij — nfi.f.j)2 _ nfi. (fij — fi.f.j)2
nfif; [ fi2

la expresién del estadistico X? puede también escribirse como :

—anz Z 1P (717)

En esta representacion la distribucién condicionada de las frecuencias relativas de cada

fila, {h} , se compara con la distribucién media de las filas {f;}, y cada coordenada se

pondera inversamente a la frecuencia relativa que existe en esa columna. Se suman luego
todas las filas, pero dando a cada fila un peso tanto mayor cuanto mayor es su frecuencia,

Vamos a ver que esta representacién es equivalente a calcular las distancias entre los
vectores de la matriz de frecuencias relativas por filas, R , definida en (7.1) si medimos la
distancia con la métrica x?. Consideremos los vectores 1} , filas de la matriz R . La media
de estos vectores es

donde los w; son coeficientes de ponderacion. La media aritmética se obtiene con w; = 1,
dando a todas las filas el mismo peso. Sin embargo, en este caso esta poderaciéon no es
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conveniente, porque debemos dar mas peso a las filas que contengan més datos. Podemos
ponderar por la frecuencia relativa de cada fila, w; = f; , y entonces > w; = >_ f; = 1. Como
las frecuencias relativas de las filas vienen dadas por el vector columna D1, tenemos que

T=R'Ds1
y utilizando (7.1)
r=FD;'Dj1=F1=c

y el valor medio de las filas viene dado por el vector cuyos componentes son las frecuencias
relativas de las columnas. La distancia de cualquier vector de fila, r;, a su media, c, con la
métrica y? serd

(r; —c)D; (r; —c)

donde la matriz D! se obtuvo en (7.3) para construir la distancia x?. La suma de todas estas
distancias, ponderadas por su importancia, que se conoce como inercia total de la tabla, es

I
Ir = Z filr; —c)D (r; — )

y esta expresion puede escribirse como

I J f 2
=Y (L-n) s
i—1 1.

J=1

y si comparamos con (7.17) vemos que la inercia total es igual a X?/n.

Se demuestra que la inercia total es la suma de los valores propios de la matriz Z'Z
eliminado el uno. Por tanto, el andlisis de las filas (o de las columnas ya que el problema es
simétrico) puede verse como una descomposicién de los componentes del estadistico X? en
sus fuentes de variacién.

La distancia x? tiene una propiedad importante que se conoce como el principio de equiv-
alencia distribucional. Esta propiedad es que si dos filas tienen la misma estructura relativa,
fi;/ fi. y las unimos en una nueva fila tinica, las distancias entre las restantes filas permanecen
invariables. Esta misma propiedad por simetria se aplica a las columnas. Esta propiedad
es importante, porque asegura una cierta invarianza del procedimiento ante agregaciones o
desagregaciones irrelevantes de las categorfas. Para demostrarlo, consideremos la distancia
x? entre las filasay b

J

S Jupl
j=1 fa. fb. f]
es claro que esta distancia no se modifica si unimos dos filas en una, ya que esta unién no
va a afectar a las frecuencias f;;/f; ni tampoco a f;. Vamos a comprobar que si unimos

dos filas con la misma estructura la distancia de la nueva fila al resto es la misma que las
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de las filas originales. En efecto, supongamos que para las filas 1 y 2, se verifica que para
j=1,...J

Ju S
fi  fa ’
entonces, si unimos estas dos filas en una nueva fila, se obtiene que, para la nueva fila
frj+ fo 7
Ji+ fa ’

y su distancia a cualquier otra fila permanecerd invariable.
Esta propiedad garantiza que no perdemos nada al agregar categorfa homogéneas ni
podemos ganar nada por desagregar una categoria homogénea.

Ejemplo 7.4 Se han contabilizado los pesos y las alturas de 100 estudiantes universitarios
y se han formado 4 categorias tanto para el peso como para la altura. Para el peso, las
categorias se denotan P1, de 51 a 60 k., P2, de 61 a 70 k., P3, de 71 a 80 k. y P4, de 81 a
90 k. Para la altura se denotan Al, de 151 a 160 cm., A2, de 161 a 170 cm., A3, de 171 a
180 ecm. y A4, de 181 a 190 cm. La siguiente tabla de contingencia muestra las frecuencias
de cada grupo:

Peso/Altura A1 A2 A3 A

P1 5 8 3 0
P2 10 15 7 2
P3 2 7 17T 3
Pj o 2 3 6

Realizar proyecciones por filas, por columnas y conjunta de filas y columnas. Comprobar
como las proyecciones por filas y por columnas separan claramente las categorias, pero que
la proyeccion conjunta asocia claramente cada categoria de un peso con la de una altura.

Para la proyeccion por filas, la variable Y queda:

0.1110 0.0544 0.0211 O

0.0566 0.0780 0.0376 0.0177
0.0133 0.0427 0.1070 0.0312
0 0.0321 0.0498 0.1645

Los tres valores propios y vectores propios diferentes de uno de esta matriz son:

valor propio vector propio
0.3717 -0.6260 -0.1713 0.3673 0.6662
0.1401 -0.2974 -0.0064 0.6890 -0.6610

0.0261 0.4997 -0.8066 0.3007 0.0964
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La proyeccion por filas es:

0.06

217

0.04

0.02-

0.02}

0.04}

-0.06}

0.08

3 %

P1

3 *

P4

0.1

0.05

Para las columnas, los tres valores propios y vectores propios diferentes de uno de esta matriz

son:

valor propio

vector propio

0.3717 -0.5945 -0.2216 0.3929 0.6656
0.1401 -0.2568 -0.0492 0.7034 -0.6609
0.0261 0.5662 -0.7801 0.2466 0.1005
La proyeccion por columnas es:
0.04 :
*
A3
0.02+
ol
*
'0‘02’* A2
Al
0.041-
-0.06+
-0.08-
#
A
01

-0.08 006 -0.04 -0.02

0 002 04 006 008 01 012
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El resultado de la proyeccién conjunta es el siguiente donde alturas y pesos quedan asociados:

0.1

*

0.081-

P4
0.06}
0.04}

Al
0.02-

0.02}

0.04}

0,06 P3,

0.1 0.05 0 0.05 0.1

Ejemplo 7.5 Del conjunto de datos MUNDODES, se ha tomado la esperanza de vida de
hombres y de mujeres. Se han formado 4 categorias tanto para la mujer como para el hombre.
Se denotan por M1 y H1, a las esperanzas entre menos de 41 a 50 anos, M2 y H2, de 51 a
60 anos, M3 y H3, de 61 a 70, y M4 y H4, para entre 71 a mds de 80. La siguiente tabla de

contingencia muestra las frecuencias de cada grupo:

Mugjer/Hombre H1 H2 H3 Hj
M1 0 0 0 0
M2 7 12 0 0
M3 o 5 15 0
My o 0 23 19

Realizar proyecciones por filas, por columnas y conjunta de filas y columnas.

Comprobar

que en la proyeccion por filas las categorias estdn claramente separadas y que en el caso del
hombre, las dos tltimas categorias estan muy cercanas. Comprobar en la proyeccion conjunta

la cercania de las categorias H3 con M3 y Mj.

Para la proyeccion por filas, la variable Y queda:

0.2425 0 0 0
C 1| 00894 01532 0 0
Y=RD:*=| g 0.0606 0.1217 0

0 0 0.0888  0.1038
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Los tres valores propios y vectores propios diferentes de uno de esta matriz son:

valor propio vector propio

0.8678 0.7221 0.3551 -0.4343 -0.4048
0.3585 -0.5249 0.7699 0.0856 -0.3528
0.1129 -0.1274 0.3072 -0.6217 0.7091

La proyeccion por filas es:

0.1

%*

0.05-

g+

-0.05}

01t

015 . . . . . .
-0.1 -0.06 0 0.05 0.1 0.15 02 0.25

Para las columnas, los tres valores propios y vectores propios diferentes de uno de esta matriz
son:

valor propio vector propio
0.8678 -0.5945 -0.5564 0.1503  0.5606
0.3585 -0.6723 0.5172 0.4265 -0.3141

0.1129 -0.2908 0.4628 -0.7588 0.3543
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La proyeccién por columnas es:

0.15

0.1+

E*

0.05-

g*

-0.05} 4

01t

0.15}

02 . . . . . .
0.2 -0.15 0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

El resultado de la proyeccion conjunta es:

0.15

0.1} H1

0.05- H w4

* 8
& *

-0.05} M2

01t

E*

0.15}

_02 1 1 1 1 1 1
0.2 -0.15 0.1 0.05 0 0.05 0.1 0.15

7.4 ASIGNACION DE PUNTUACIONES

El analisis de correspondencias puede aplicarse también para resolver el siguiente problema.
Supongamos que se desea asignar valores numeéricos y.(1),...,4.(J) a las columnas de una
matriz F de observaciones, o, en otros términos, convertir la variable en columnas en una
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variable numérica. Por ejemplo, en la tabla (7.3) el color del cabello puede considerarse una
variable contintda y es interesante cuantificar las clases de color definidas. Una asignacién
de valores numéricos a las columnas de la tabla inducird autométicamente unos valores
numeéricos para las categorfas de la variable en filas. En efecto, podemos asociar a la fila i el
promedio de la variable y. en esa fila, dado por:

Z}]: fijye(5) ! .
Yi = ﬂ = ;Tijyc(J) (7.18)

donde r;; = f;;/fi. es la frecuencia relativa condicionada a la fila. El vector de valores asi
obtenido para todas las filas serd un vector I x 1 dado por:

Yr = RYC = D;IFYC (719)

Anédlogamente, dadas unas puntuaciones y¢ para las filas, las puntuaciones de las colum-
nas pueden estimarse igualmente por sus valores medios en cada columna, obteniendo el
vector J x 1:

Ye =D_'F'yg (7.20)

Escribiendo conjuntamente (7.19) y (7.20) resultan las ecuaciones:

ye = D;'F D, 'F'y¢ (7.21)

ye = D, 'F'D;'Fy. (7.22)

que indican que las puntuaciones y¢, y y. se obtienen como vectores propios de estas matrices.
Observemos que estas puntuaciones admiten una solucién trivial tomando y. = (1,...,1),
ye = (1,...,1);.  En efecto, las matrices D_'F’ y D;IF suman uno por filas, ya que son
de frecuencias relativas. Esta solucién equivale en (7.21) y (7.22) al valor propio 1 de la
correspondiente matriz. Para encontrar una solucién no trivial al problema, vamos a exigir
que ambas ecuaciones se cumplan aproximadamente introduciendo un coeficiente de propor-
cionalidad, A\ < 1, pero que queremos sea tan préximo a uno como sea posible. Multiplicando
(7.19) por D}/ 2y (7.20) por D./? e introduciendo este coeficiente de proporcionalidad ten-
emos que

A(Dy*ye) = D;°F DV*(D} %) (7.23)

A(D!?y.) =D, "’F'D;"*(D}*ys) (7.24)
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Para resolver estas ecuaciones, llamemos b = D}/ 2yf, a= Di/ Yoy Z= D;I/ °F Dc_l/ 2,
Sustituyendo estas definiciones en (7.23) y (7.24), obtenemos \b = Za y A\a = Z'b y sustiuyen
do una de estas ecuacione en la otra se obtiene

Mb =7ZZ'b (7.25)

Ma=177Za (7.26)

Estas ecuaciones muestran que b y a son vectores propios ligados al valor propio A\? de
las matrices ZZ' y Z'Z. Los vectores de puntuaciones se obtendran después a partir de la
definicién de b = D}/ 2yf, con lo que resulta:

ye =D;'b (7.27)

y como a = Di/2yc,

ye = D.Y2a (7.28)

Las matrices ZZ' o Z'Z siempre admite el valor propio 1 ligado a un vector propio
(1,...,1)". Tomando como a y b los vectores propios ligados al segundo mayor valor propio,
A < 1, de estas matrices obtenemos las puntuaciones 6ptimas de filas y columnas.

Podemos obtener una representacion grifica de las filas y columnas de la matriz de la
forma siguiente: si sustituimos las puntuaciones y. dadas por (7.28), que se denominan a
veces "factores” asociados a las columnas, en la ecuacién (7.19) y escribimos

ve(a) = D;'FD_"?a

obtenemos las proyecciones de las filas encontradas en (7.12). Andlogamente, sustituyendo
los "factores” y¢ asociados a las filas en (7.20) y escribiendo

-1 -1/2
ye(b)=D;'F'D,"*b

encontramos las proyecciones de las columnas de (7.14).

Concluimos que el problema de asignar puntaciones de una forma consistente a las filas
y a las columnas de una tabla de contingencia, es equivalente al problema de encontrar
una representacion 6éptima en una dimensién de las filas y las columnas de la matriz. En
otros términos, el andlisis de correspondencia proporciona en la primera coordenada de las
filas y columnas una forma consistente de asignar puntuaciones numeéricas a las filas y a las
columnas de la tabla de contingencia.
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Ejemplo 7.6 La tabla adjunta indica las puntuaciones alta (A), media (M) y baja (B)
obtenidas por 4 profesores Py, ..., Py, que han sido evaluados por un total de 49 estudiantes.
¢ Qué puntuaciones habria que asignar a las categorias alta, media y baja? sy a los profe-
sores?

A M B
P2 6 2|10
PhBl14 4 4|12
Pl 1 10 4|15
Pil7 5 0]12
14 25 10 49
Entonces la matriz Z = D;l/zF Dc—1/2 es
169 .380 .200
7 309 230 .365
069 .516 .327
540 288 0

Vamos a obtener la descomposicién en valores singulares de esta matriz. Es :

452 166  —.249
495 .—004 869 1 534 —.816 .221

Z=| 553 581 —.317 45 ” -Zé;l igg —746134
495 —.797  —.288 : 452 . .

que conduce a las variables

143 .052 —.079
143 —.001 .251

143 150 —.082
143 —.230 —.083

143 —.218 .059
z=D;"%a=| 143 059 —.127
143 157 234

La mejor puntuacién -en el sentido de la maxima discriminacién- corresponde a (mul-
tiplicando por -1 el segundo vector propio para que los nimeros més altos correpondan a
puntuaciones altas y favorecer la interpretacion) 218, -059, -157 y a los profesores (multi-
plicando por -1 el segundo vector propio, para ser consistentes con el cambio anterior) 230
-150 001 -052. Si queremos trasladar estas puntuaciones a una escala entre cero y diez,
escribiremos

y = _ P T Tmin x 10

Tmax — Tmin
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Figura 7.5: Proyeccion de los profesores y de las puntuaciones

y las puntuaciones se convierten en 10, 7.4 y 0 y. Las evaluaciones de los profesores al
pasarlas a la escala de cero a diez se convierten en 10, 0, 3.98, 2.57. La figura 7.5 presenta
la proyeccion de los profesores y de las categorias sobre el plano de mejor representacion.

Ejemplo 7.7 La tabla de contingencia siguiente indica las puntuaciones, muy buena (MB),
buena (B), reqular (R) o mala (M) obtenidas por las 5 peliculas nominadas a los Oscars a
la mejor pelicula del ano 2001 que han sido evaluadas por un total de 100 criticos de cine de
todo el mundo. ;Que puntuaciones habria que asignar a las categorias? sy a las peliculas?

Peliculas/Puntuacion M R B MB

P1 17 2 10 20

P2 o s 2 15 20

P3 2 7 2 9 20

Py 0 1 8 16 20

P5 18 8 18 20
4 21 12 63 100

La matriz P es:

0.1118 0.3416 0.1291 0.2817

0 0.1464 0.1291 0.4226
0.2236 0.3416 0.1291 0.2535
0 0.0488 0.1936 0.4507

0.1118 0.1464 0.1936 0.3662
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Las variables que se obtienen son:

0.1000 -0.0934 -0.1124 0.1365 0.0000
0.1000 0.0721 -0.1208 -0.1234 0.0707
Y= Dr-zb= | 0.1000 -0.1356 0.0707 -0.1078 -0.0707
0.1000 0.1304 0.0334 0.0435 -0.1414
0.1000 0.0266 0.1291 0.0512 0.1414

0.1000 -0.2382 0.3739 -0.2085
0.1000 -0.1580 -0.1053 0.0396
0.1000 0.0369 0.1282  0.2357
0.1000 0.0608 -0.0130 -0.0448

1
z=Dc 2a =

La mejor puntuaciéon para las categorfas corresponde a -0.2382, -0.1580, 0.0369 y 0.0608.
Para las peliculas (multiplicando por -1 el segundo vector propio) a -0.0934, 0.0721, -0.1356,
0.1304 y 0.0266. Si trasladamos todas las puntuaciones entre cero y diez, obtenemos para
las categorias los valores 0, 2.6823, 9.2007 y 10. Para las cinco peliculas tenemos 1.5864,
7.8082, 0, 10 y 6.0977. La proyeccién conjunta muestra como la pelicula mds cercana a la
puntuaciéon muy buena (MB) es P4:

7.5 Lecturas complementarias

El andlisis de correspondencias puede extenderse para estudiar tablas de cualquier dimen-
sién con el nombre de andlisis de correspondencias muiltiple. En este enfoque se utiliza la
descomposicion en valores singulares para aproximar simultaneamente todas las tablas bidi-
mensionales que pueden obtenerse de una tabla multidimensional. Una buena introduccion
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desde el punto de vista de componentes principales con la métrica ji-cuadrado se encuentra
en Gower y Hand (1995). Presentaciones de esta técnica como extension del andlisis de
correspondencias presentado en este capitulo se encuentran en Greenacre (1984) y Lebart
et al (1984). La literatura sobre anélisis de correspondencias estd sobre todo en franceés,
véase Lebart et al (1997) y Saporta (1990). En espanol Cuadras (1990) y Escofier y Pages
(1990). Jackon (1991) contiene una sucinta descripcién del método con bastantes referencias
histéricas y actuales. Lebart, Salem y Bécue (2000) presenta interesantes aplicaciones del
andlisis de correspondencias para el estudio de textos.

Ejercicios 7

7.1 Demostrar que la traza de las matrices Z'Z y ZZ' es la misma.

7.2 Demostrar que el centro de los vectores r; de las filas, donde cada fila tiene un peso
f es el vector ¢ de las frecuencias relativas de las columnas (calcule T = ) f;r; = R'D/1)

7.3 Demostrar que dada una matriz de datos X donde cada fila tiene un peso W la
operacién que convierte a esta matriz en otra de media cero es X = (I — 11'W)X.

7.4 Demostrar que la suma de las distancias de Mahalanobis ponderadas de las filas es
igual a la de las columnas, donde la suma de las filas es Y f; (r; — ¢)’D_!(r; — c).

7.5 Supongamos que estudiamos dos caracteristicas en los elementos de un conjunto que
pueden darse en los niveles alto, medio y bajo en ambos casos. Si las frecuencias relativas
con las que aparecen estos niveles son las mismas para las dos caracteristicas, indicar la
expresion de la representacion de las filas y columnas en el plano bidimensional.

7.6 En el ejemplo 7.5 ;qué podemos decir de la puntuacién 6ptima para cuantificar las
filas y columnas?

7.7 Indicar cémo afecta a la representacion de filas y columnas que la tabla de contin-
gencias sea simétrica, es decir, f;; = fj.

7.8 Justificar que la variable (ﬁ\/M es aproximadamente una variable normal estandar.
TiCj

7.9 Demostrar que si definimos la matriz X con elemento genérico x;; = (fi;—fi.f;)/\/ fi.f;

la matriz X'X tiene los mismos valores vectores propios que la Z'Z, donde z;; = fi;j/\/fi.f;
salvo el valor propio 1 que aparece en Z'Z, y no en X'X .



Capitulo 8
ANALISIS DE CONGLOMERADOS

8.1 FUNDAMENTOS

El andlisis de conglomerados (clusters) tiene por objeto agrupar elementos en grupos ho-
mogéneos en funcién de las similitudes o similaridades entre ellos. Normalmente se agrupan
las observaciones, pero el andlisis de conglomerados puede también aplicarse para agrupar
variables. Estos métodos se conocen también con el nombre de métodos de clasificacion
automadtica o no supervisada, o de reconocimiento de patrones sin supervisién. El nombre
de no supervisados se aplica para distinguirlos del anilisis discriminante, que estudiaremos
en el capitulo 13. El andlisis de conglomerados estudia tres tipos de problemas:

Particion de los datos. Disponemos de datos que sospechamos son heterogéneos y se
desea dividirlos en un nimero de grupos prefijado, de manera que:

(1) cada elemento pertenezca a uno y solo uno de los grupos;

(2) todo elemento quede clasificado;

(3) cada grupo sea internamente homogéneo.

Por ejemplo, se dispone de una base de datos de compras de clientes y se desea hacer
una tipologia de estos clientes en funcién de sus pautas de consumo.

Construccion de jerarquias. Deseamos estructurar los elementos de un conjunto de forma
jerarquica por su similitud. Por ejemplo, tenemos una encuesta de atributos de distintas
profesiones y queremos ordenarlas por similitud. Una clasificaciéon jerdrquica implica que los
datos se ordenan en niveles, de manera que los niveles superiores contienen a los inferiores.
Este tipo de clasificacién es muy frecuentes en biologia, al clasificar animales, plantas etc.
Estrictamente, estos métodos no definen grupos, sino la estructura de asociacién en cadena
que pueda existir entre los elementos. Sin embargo, como veremos, la jerarquia construida
permite obtener también una particion de los datos en grupos.

Clasificacion de variables. En problemas con muchas variables es interesante hacer
un estudio exploratorio inicial para dividir las variables en grupos. Este estudio puede
orientarnos para plantear los modelos formales para reducir la dimensién que estudiaremos
més adelante. Las variables pueden clasificarse en grupos o estructurarse en una jerarquia.

Los métodos de particién utilizan la matriz de datos, pero los algoritmos jerarquicos
utilizan la matriz de distancias o similitudes entre elementos. Para agrupar variables se
parte de la matriz de relacién entre variables: para variables continuas suele ser la matriz de

227
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correlacién, y para variables discretas, se construye, como veremos, a partir de la distancia
ji-cuadrado.
Vamos a estudiar en primer lugar los métodos de particién

8.2 METODOS CLASICOS DE PARTICION

8.2.1 Fundamentos del algoritmo de k-medias

Supongamos una muestra de n elementos con p variables. El objetivo es dividir esta muestra
en un numero de grupos prefijado, G. El algoritmo de k-medias (que con nuestra notacién
deberia ser de G—medias) requiere las cuatro etapas siguientes :

(1) Seleccionar G puntos como centros de los grupos iniciales. Esto puede hacerse:

a) asignando aleatoriamente los objetos a los grupos y tomando los centros de los
grupos asi formados;

b) tomando como centros los G puntos més alejados entre sf ;
c¢) construyendo los grupos con informacién a priori, o bien seleccionando los centros

a priori.

(2) Calcular las distancias euclideas de cada elementoa al centro de los G grupos, y asignar
cada elemento al grupo mds proximo. La asignacién se realiza secuencialmente y al
introducir un nuevo elemento en un grupo se recalculan las coordenadas de la nueva
media de grupo.

(3) Definir un criterio de optimalidad y comprobar si reasignando uno a uno cada elemento
de un grupo a otro mejora el criterio.

(4) Si no es posible mejorar el criterio de optimalidad, terminar el proceso.

8.2.2 Implementacién del algoritmo

El criterio de homogeneidad que se utiliza en el algoritmo de k-medias es la suma de
cuadrados dentro de los grupos (SCDG) para todas las variables, que es equivalente a la
suma ponderada de las varianzas de las variables en los grupos:

G p nyg
SCDG=Y "> (wijg — Tjg)? (8.1)
g=1 j=1 i=1

donde ;54 es el valor de la variable j en el elemento 7 del grupo g y T, la media de esta
variable en el grupo. El criterio se escribe

G »p
min SCDG = min Z Z ngs?g (8.2)

g=1 j=1
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donde ny es el nimero de elementos del grupo g y 3]2-9 es la varianza de la variable j en
dicho grupo. La varianza de cada variable en cada grupo es claramente una medida de la
heterogeneidad del grupo y al minimizar las varianzas de todas las variables en los grupos
obtendremos grupos mas homogéneos. Un posible criterio alternativo de homogeneidad
serfa minimizar las distancias al cuadrado entre los centros de los grupos y los puntos que
pertenecen a ese grupo. Si medimos las distancias con la norma euclidea, este criterio se
escribe:

G nyg G ng
min Z Z(Xig —X,) (Xig — X,) = Z Z dz(i’ 9)
g=1 i=1 g=1 i=1

donde d?(i,g) es el cuadrado de la distancia euclidea entre el elemento i del grupo g y su
media de grupo. Es fécil comprobar que ambos criterios son idénticos. Como un escalar es
igual a su traza, podemos escribir este ultimo criterio como

G ng G ng
min Z Z tr [d*(i,g)] = mintr Z Z(Xig —X,)(Xig — X,)

g=1 i=1 g=1 i=1

y llamando W a la matriz de suma de cuadrados dentro de los grupos,

G nyg
W = Z Z(Xig — Xy) (xig — %)’

g=1 i=1
teenmos que
min tr(W) = min SCDG

Como la traza es la suma de los elementos de la diagonal principal ambos criterios coinciden.
Este criterio se denomina criterio de la traza, y fue propuesto por Ward (1963).

La maximizacion de este criterio requeriria calcularlo para todas las posibles particiones,
labor claramente imposible, salvo para valores de n muy pequenos. El algoritmo de k—medias
busca la particiéon éptima con la restriccién de que en cada iteracion sélo se permite mover
un elemento de un grupo a otro. El algoritmo funciona como sigue

(1) Partir de una asignacién inicial

(2) Comprobar si moviendo algin elemento se reduce W.

(3) Si es posible reducir W mover el elemento, recalcular las medias de los dos grupos
afectados por el cambio y volver a (2). Si no es posible reducir W terminar.

En consecuencia, el resultado del algortimo puede depender de la asignacion inicial y
del orden de los elementos. Conviene siempre repetir el algoritmo desde distintos valores
iniciales y permutando los elemento de la muestra. El efecto del orden de las observaciones
suele ser pequeno, pero conviene asegurarse en cada caso de que no esta afectando.

El criterio de la traza tiene dos propiedades importantes. La primera es que no es
invariante ante cambios de medida en las variables. Cuando las variables vayan en unidades
distintas conviene estandarizarlas, para evitar que el resultado del algoritmo de k-medias
dependa de cambios irrelevantes en la escala de medida. Cuando vayan en las mismas
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unidades suele ser mejor no estandarizar, ya que es posible que una varianza mucho mayor
que el resto sea precisamente debida a que existen dos grupos de observaciones en esa variable,
y si estandarizamos podemos ocultar la presencia de los grupos. Por ejemplo, la figura 8.1
muestra un ejemplo donde la estandarizacién puede hacer mds dificil la identificacién de los
grupos.

Figura 8.1: La estandarizacién puede dificultar la identificacién de los grupos.

La segunda propiedad del criterio de la traza es que minimizar la distancia euclidea
produce grupos aproximadamente esféricos. Las razones para este hecho se estudiardan en el
capitulo 15. Por otro lado este criterio esta pensado para variables cuantitativas y, aunque
puede aplicarse si existe un pequeno niimero de variables binarias, si una parte importante
de las variables son atributos, es mejor utilizar los métodos jerdrquicos que se describen a
continuacion.

8.2.3 Ntumero de grupos

En la aplicacién habitual del algoritmo de k-medias hay que fijar el nimero de grupos, G.
Es claro que este nimero no puede estimarse con un criterio de homogeneidad ya que la
forma de conseguir grupos muy homogéneos y minimizar la SCDG es hacer tantos grupos
como observaciones, con lo que siempre SCDG=0. Se han propuesto distintos métodos para
seleccionar el nimero de grupos. Un procedimiento aproximado que se utiliza bastante,
aunque puede no estar justificado en unos datos concretos, es realizar un test F' aproximado
de reduccion de variabilidad, comparando la SCDG con G grupos con la de G+1, y calculando
la reduccién proporcional de variabilidad que se obtiene aumentando un grupo adicional. El
test es:

SCDG(G) — SCDG(G +1)

F=sepac+n/m-—c-1

(8.3)
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y compara la disminucién de variabilidad al aumentar un grupo con la varianza promedio.
El valor de F' suele compararse con una F' con p,p(n — G — 1) grados de libertad, pero
esta regla no esta muy justificada porque los datos no tienen porque verificar las hipdtesis
necesarias para aplicar la distribuciéon F . Una regla empirica que da resultados razonables,
sugerida por Hartigan (1975), e implantada en algunos programas informéticos, es introducir
un grupo mads si este cociente es mayor que 10.

Ejemplo 8.1 La figura 8.2 presenta los datos de ruspini (fichero ruspini.dat) que incluye
75 datos de dos variables y que se han utilizado para comparar distintos algoritmos de clasi-
ficacion. El grifico muestra claramente cuatro grupos de datos en dos dimensiones.

Figura 8.2: Datos de Ruspini

La tabla 8.1 muestra el resultado de aplicar el programa de k-medias en Minitab para
distinto nimero de grupos a los datos sin estandarizar. De acuerdo con el criterio I existen
tres grupos en los datos. Las figuras 8.3, 8.4, 8.5 y 8.6 muestran los grupos obtenidos con
este programa.

La tabla se ha construido a partir de la informacion proporcionada por el programa. Al
pasar de 2 a 3 grupos hay una reduccion de variabilidad muy significativa dada por

89247 — 51154

= = 52.87
51154/(75 — 4)

Sin embargo al pasar de 3 a 4 grupos la reduccion no es significativa

51154 — 50017
~ 50017/(75 — 5)

= 1.59.

El algortimo de k-medias implantado en minitab llevaria o dividir los datos en los tras
grupos indicados en la figura 8.4. Si aplicamos el algoritmo a los datos estandarizados se
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Nimero de grupos tamano SCDG(i)

2 34
40
3 20
40
15
4 4
16
15
40
) 4
)
11
40
15

43238
46009
3689
46009
1456
170
2381
1456
46009
170
292
857
46009
1456

SCDG F
89247

01154  52.8
50017  1.59
48784

Tabla 8.1: Tabla con la informacién para seleccionar el nimero de grupos con el algoritmo

de k.medias.

obtienen de nuevo tres grupos, pero distintos: el primero esta formado por los dos conjuntos
de puntos situados en la parte superior del grdifico y los otros dos grupos por los dos inferiores.

Figura 8.3: Divisién de los datos de Ruspini en dos grupos con Minitab.

Para estudiar el funcionamiento de distintos programas hemos aplicado el mismo andlisis
a estos datos con el programa de k-medias de SPSS. La particion en dos grupos es la misma
con ambos programas, pero la particion en tres y cuatro grupos es distinta como muestran
las figuras 8.7, 8.8 y 8.9. El programa SPSS produce mejores resultados que Minitab. FEste
ejemplo sugiere que antes de aceptar los resultados de un andlisis de conglomerados mediante
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Figura 8.4: Divisién de los datos de Ruspini en tres grupos con Minitab

Figura 8.5: Divisién de los datos de Ruspini en cuatro grupos con Minitab
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G=2 G=3 G=4 G=5 G=6

eh 30 20 14 15 14
em 35 22 13 16 12
mi 509 230 129 76 83
tm 15 11 9 9 9
tn 64 o8 37 35 26
Total=MS(G) 653 341 202 151 144
F 82.4 61.5 30.4 6.2

Tabla 8.2: Tabla con la informacién para seleccionar el niimero de grupos con el algoritmo
de k.medias.

el algoritmo de K-medias conviene probar distintos puntos de partida y distintos algoritmos.

Ejemplo 8.2 Vamos a aplicar el algoritmo de k-medias a los datos de los paises. Se van
a utilizar unicamente las 5 variables demogrificas de MUNDODES. Comenzaremos comen-
tando los resultados obtenidos al utilizar el programa k-medias con el programa SPSS. Para
decidir el nimero de grupos este programa mos proporciona la varianza promedio dentro de
los grupos para cada variable. Por ejemplo, st G = 2, dos grupos, la sequnda columna de la
tabla 15.1 indica que la varianza promedio dentro de los dos grupos o no explicada para la
variable eh es 30, para la variable em es 35, y asi sucesivamente. FEste término se calcula
como sique: para cada variable hacemos la descomposicion del andlisis de la varianza de su
suma de cuadrados total Y (z;; —T)* en la variabilidad explicada, > (T; — T)?, donde T; es
la media de la variable en cada grupo, y la no explicada, Y (x;; — T;)?. Este tltimo término
dividido por sus grados de libertad, que son n — G proporciona la varianza promedio dentro
de los grupos o no explicada. Segun la definicion La suma de estas varianzas multiplicada
por n — G proporciona el estadistico SCDG, como indica la férmula (15.5). La tabla 15.1
resume esta informacion

La tabla muestra que, como es de esperar, las varianzas promedio de las variables dismin-
uyen al hacer mds grupos. La tabla muestra que la variable mi tiene mucha mds varianza que
las demds, y por tanto va a tener un peso muy importante en la construccion de los grupos,
que van a hacerse principalmente por los valores de esta variable. La tabla de las varianzas
muestra que el nimero de grupos es cinco, ya que al aumentar a seis la disminucion de
las varianzas es muy pequena. Podemos contrastar esta intuicion calculando el estadistico
F dado por (8.3). Llamando MS(G) a la fila de totales que serd igual a SCDG(G)/(n-G),
tenemos que este estadistico se calcula como

(n—G)MS(G) — (n— G —1)MS(G +1)

F pum
MS(G+1)

donden = 91 y G es el niumero de grupos indicado por columnas. Por ejemplo, el contraste
para ver si conviene pasar de dos grupos a tres serd

~89.653 — 88.341
N 341

F = 82.45
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Figura 8.6: Divisién de los datos de Ruspini en 5 grupos con Minitab

Figura 8.7: Divisién en tres grupos de los datos de Ruspini con SPSS
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Figura 8.8: Divisién en cuatro grupos de los datos de Ruspini con SPSS

Figura 8.9: Divisién en cinco grupos de los datos de Ruspini con SPSS
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Desv. tip. =46.30
Media =55.3
N=91.00

180.0

. 1000 1200 1400  160.0
00 300 500 700 900 1100 1300 1500  170.0

Figura 8.10: Histograma de la variable mortalidad infantil indicando la presencia de entre
cuatro y cinco grupos de paises

Asi se obtiene la fila de F de la tabla, y, de acuerdo con el criterio de Hartigan, escogeriamos
cineco grupos.

Como hemos visto que la variable mi es muy importante en la construccion de los grupos,
la figura 15.1 presenta un histograma de esta variable. Se observa que esta variable, que va a
tener un peso dominante en la formacion de los grupos, indica claramente la heterogeneidad
de la muestra. En los grupos construidos el grupo con menor mortalidad infantil es el tres,
que incluye los paises de Furopa menos Albania, y el de mayor mortalidad, el dos, que incluye
a los paises mds pobres de Africa.

La figura 8.11 ilustra la posicion de los 5 grupos en el grifico de las dos variables mds
influyentes y la figura 8.12 la composicion de los grupos. Se observa que el grupo 3 esta
“formado por la mayoria de los paises europeos, japon y norte américa, el grupol incluye
los paises europeos mds pobres, los mds ricos de latinoamérica y otros paises como China
y Egipto. El grupo 4 engloba paises de desarrollo medio africanos (como surdfrica o Zaire)
lationamericanos (Brasil) y de Asia como Arabia Saudita, India e Indonesia. Finalmente
los grupos & y 2 incluye los paises menos desarrollos.
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Figura 8.11: Representacién de los grupos en el grifico de dispersién de las variables mor-
talidad infantil y tasa de natalidad

Figura 8.12: Indicacién de los paises que pertenecen a cada uno de los grupos.

Hemos repetido el andlisis utilizando el programa Minitab para cinco grupos. FEste pro-
grama propociona la suma de cuadrados dentro de los grupos por clusters (grupos) en lugar
de por variables, como se indica:

Number of Within cluster Average distance Maximum distance
observations sum of squares from centroid from centroid
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Clusteril
Cluster2
Cluster3
Cluster4
Clusterb

21
14
28

9
19

10855.985
833.119
960.586
864 .347

3126.014

20.220
7.357
5.415
8.977

12.110

58.275
10.902

9.925
15.250
21.066
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Ejemplo 8.3 Los resultados para datos sin estandarizar son parecidos, pero no idénticos,
como puede verse en la figura 8.13, donde se han representado los grupos en el plano de
las dos variables con mayor varianza y que van a tener mdas peso en la determinacion de
los grupso. Al estandarizar las variables los resultados cambian sustancialmente, al tener un
peso mayor el resto de las variables, los grupos son mds homogéneos por continentes y en
FEuropa se separan los paises occidentales y los orientales. Los resultados se presentan en la

figura 8.14 donde de nuevo se han utilizado las dos variables mads importantes.

Figura 8.13: Resultados de k-medias con minitab para los datos de MUNDODES sin es-
tandarizar. Se forman cinco grupos. En ordenadas la mortalidad infantil(C4) y en abcisas

la tasa de natalidad (C2)
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Figura 8.14: Resultados de k-medias para datos estandarizados de MUNDODES con el
programa Minitab. En ordenadas la mortalidad infantil(C4) y en abcisas la tasa de natalidad

(C2)

8.3 METODOS JERARQUICOS

8.3.1 Distancias y Similaridades
Distancias Euclideas

Los métodos jerdarquicos parten de una matriz de distancias o similaridades entre los ele-
mentos de la muestra y construyen una jerarquia basada en una distancia. Si todas las
variables son continuas, la distancia més utilizada es la distancia euclidea entre las variables
estandarizadas. No es, en general, recomendable utilizar las distancias de Mahalanobis, ya
que la tnica matriz de covarianzas disponible es la de toda la muestra, que puede mostrar
unas correlaciones muy distintas de las que existen entre las variables dentro de los grupos.
Por ejemplo, la figura 8.15 se ha generado con dos grupos de variables normales indepen-
dientes de medias (0,0) y (5,5) y varianza unidad. La posicién de los grupos genera en el
conjunto de puntos una correlacion positiva fuerte, que desaparece si consideramos cada uno
de los grupos por separado.
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Figura 8.15: Dos grupos con variables incorreladas pueden dar lugar a alta correlacién entre
las variables.

Para decidir si estandarizar las variables o no antes del anélisis conviene tener en cuen-
ta los comentarios anteriores y el objetivo del estudio. Si no estandarizamos, la distancia
euclidea dependera sobre todo de las variables con valores més grandes, y el resultado del
andlisis puede cambiar completamente al modificar su escala de medida. Si estandarizamos,
estamos dando a priori un peso semejante a las variables, con independencia de su variabil-
idad original, lo que puede no ser siempre adecuado.

Cuando en la muestra existen variables continuas y atributos el problema se complica.
Supongamos que la variable x; es binaria. La distancia euclidea entre dos elementos de la
muestra en funcién de esta variable es (x;; — xh1)2 que tomard el valor cero si x;; = xp1, €s
decir cuando el atributo estd, o no estd, en ambos elementos, y uno si el atributo esta en un
elemento y no en el otro. Sin embargo, la distancia entre dos elementos correspondiente a
una variable continua estandarizada, (z;; — zx1)?/s?, puede ser mucho mayor que uno, con lo
que las variables continuas van en general a pesar mucho més que las binarias. Esto puede
ser aceptable en muchos casos, pero cuando, por la naturaleza del problema, esta situacion
no sea deseable, la solucién es trabajar con similaridades.

Similaridades El coeficiente de similaridad segiin la variable 7 = 1, ..., p entre dos elemen-
tos muestrales (i, h), se define como una funcién, s;;,, no negativa y simétrica:

(1) sji = 1

(2) 0 S Sjih S 1

(3) Sjin = Sjni

Si obtenemos las similaridades para cada variable entre dos elementos podemos combina-
rlas en un coeficiente de similaridad global entre los dos elementos. El coeficiente propuesto
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por Gower es

p
Sih = —Z]_,} = (8.4)
Zj:l Wiih

donde wj;, es una variable ficticia que es igual a uno si la comparacién de estos dos elementos
mediante la variable j tiene sentido, y serd cero si no queremos incluir esa variable en la
comparacion entre los elementos. Por ejemplo, si la variable x; es si una persona ha pedido
(z1 = 1) o no (21 = 0) un crédito y la x5 si lo ha devuelto o no, si una persona no ha
pedido crédito, tiene x; = 0, no tienen sentido preocuparse de x5. En este caso al comparar
individuos (7, ) si uno cualquiera de los dos tiene un valor cero en x;, asignaremos a la
variable ws;; el valor cero

Las similaridades entre elementos en funcién de las variables cualitativas pueden con-
struirse individualmente o por bloques. La similaridad entre dos elementos por una variable
binaria serd uno, si ambos tienen el atributo, y cero en caso contrario. Alternativamente,
podemos agrupar las variables binarias en grupos homogéneos y tratarlas conjuntamente. Si
suponemos que todos los atributos tienen el mismo peso, podemos construir una medida de
similaridad entre dos elementos A y B respecto a todos estos atributos contando el niimero
de atributos que estdn presentes:

(1) en ambos (a);

(2) en A y no en B, (b);

(3) en By noen A, (c);

(4) en ninguno de los dos elementos, (d).

Estas cuatro cantidades forman una tabla de asociacion entre elementos, y servirdn para
construir medidas de similitud o similaridad entre los dos elementos comparados. En esta
tabla se verifica que n, = a + b+ ¢ + d, donde n, es el nimero de atributos.

Elementos variables (atributos)
1T T T3 T4 Ty Tg | X7
A 0o 1 1 0 0 0]1
B 10 1 1 1 110
C 10 0 1 1 1|1

Tabla 8.3: Matriz de datos cuando las variables son atributos binarios

Por ejemplo, la tabla 8.3 presenta una posible matriz de datos con siete atributos binarios
y con ella se ha construido la tabla 8.4 de asociacién que presenta la distribucién conjunta
de los valores 0 y 1 para los elementos A y B. El elemento A tiene 3 valores 1 en el conjunto
de variables binarias y de estos tres casos, en una ocasién también el elemento B tiene el
valor 1, y en otras dos tiene el valor 0. El elemento A toma 4 veces el valor 0, ninguna
coincidiendo con B y las cuatro con B tomando el valor uno. La suma de los totales de filas
y columnas debe ser siempre el niimero de atributos binarios considerados. Para calcular un
coeficiente de similitud entre dos individuos a partir de su tabla de asociacién se utilizan los
dos criterios principales siguientes:



8.3. METODOS JERARQUICOS 243

S

(¢) | 0(d)

B
1
A [L|1@|2® |3
4
5!

Suma

Tabla 8.4: Tabla de asociacién correspondiente a los elementos A y B

1. Proporcion de coincidencias. Se calcula como el nimero total de coincidencias sobre
el nimero de atributos totales:
a+d
Sij = . (85)

Mg

por ejemplo la similitud de Ay Bes 1/7, ylade By Ces 5/7.

2. Proporcion de apariciones. Cuando la ausencia de un atributo no es relevante, podemos
excluir las ausencias y calcular sélo la proporcién de veces donde el atributo aparece
en ambos elementos. El coeficiente se define por:

a

T atb+te (8.6)

Sij

Por ejemplo con este criterio en la tabla 8.3 la similitud entre A y B es también 1/7 |y
lade By Ces 4/6.

Aunque las dos propuestas anteriores son las més utilizadas puede haber situaciones
donde sean recomendables otras medidas. Por ejemplo, podemos querer dar peso doble a las
coincidencias, con lo que resulta s;; = 2(a + d)/(2(a + d) + b+ ¢), o tener s6lo en cuenta las
coincidencias y tomar s;; = a/(b+ c). Finalmente los coeficientes de similitud o similaridad
para una variable continua se construye mediante

iy — @

Sath = rango(x;)

de esta manera el coeficiente resultante estard siempre entre cero y uno. Cuando tenemos
varias variables estos coeficientes pueden combinarse como indica la expresién (8.4).

Una vez obtenida la similaridad global entre los elementos, podemos transformar los
coeficientes en distancias. Lo més simple es definir la distancia mediante d;; = 1 — s;;, pero
estd relacién puede no verificar la propiedad triangular. Puede demostrarse que si la matriz
de similaridades es definida positiva (lo que ocurrird si calculamos las similitudes por (8.5)
0 (8.6), y definimos la distancia por:

dij = \/2(1 = s5)

entonces si se verifica la propiedad triangular (véase el ejercicio 6.5)
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8.3.2 Algoritmos Jerarquicos

Dada una matriz de distancias o de similitudes se desea clasificar los elementos en una jer-
arqufa. Los algoritmos existentes funcionan de manera que los elementos son sucesivamente
asignados a los grupos, pero la asignacién es irrevocable, es decir, una vez hecha, no se
cuestiona nunca méas. Los algoritmos son de dos tipos:

1. De aglomeracion. Parten de los elementos individuales y los van agregando en grupos.

2. De division. Parten del conjunto de elementos y lo van dividiendo sucesivamente hasta
llegar a los elementos individuales.

Los algoritmos de aglomeracién requieren menos tiempo de cédlculo y son los més utiliza-
dos. El lector puede consultar los algoritmos de divisién en Seber (1984).

8.3.3 Meétodos Aglomerativos

Los algoritmos aglomerativo que se utilizan tienen siempre la misma estructura y sélo se
diferencian en la forma de calcular las distancias entre grupos. Su estructura es:

1. Comenzar con tantas clases como elementos, n. Las distancias entre clases son las
distancias entre elementos originales.

2. Seleccionar los dos elementos més préximos en la matriz de distancias y formar con
ellos una clase.

3. Sustituir los dos elementos utilizados en (2) para definir la clase por un nuevo elemento
que represente la clase construida. Las distancias entre este nuevo elemento y los
anteriores se calculan con uno de los criterios que comentamos a continuacién.

4. Volver a (2) y repetir (2) y (3) hasta que tengamos todos los elementos agrupados en

una clase unica.

Criterios para definir distancias entre grupos

Supongamos que tenemos un grupo A con n, elementos, y un grupo B con n, elementos, y
que ambos se fusionan para crear un grupo (AB) con n, + n;, elementos. La distancia del
nuevo grupo, (AB), a otro grupo C con n. elementos, se calcula habitualmente por alguna
de las cinco reglas siguientes:

1. Encadenamiento stmple o vecino mds proximo.  La distancia entre los dos nuevos
grupos es la menor de las distancias entre grupos antes de la fusién. Es decir:

d(C; AB) = min (dca,dcB)

Una forma simple de calcular con un ordenador el minimo entre las dos distancias es
utilizar que

min (doa,deg) = 1/2(dea + dop — |dea — desl)
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En efecto, si dgg > doa el término en valor absoluto es dop — dga v el resultado de
la operacién es dg 4, la menor de las distancias. Si dga > dep el segundo término es
dca — dop vy se obtiene dgp.

Como este criterio s6lo depende del orden de las distancias serd invariante ante trans-
formaciones mondétonas: obtendremos la misma jerarquia aunque las distancias sean
numéricamente distintas. Se ha comprobado que este criterio tiende a producir grupos
alargados, que pueden incluir elementos muy distintos en los extremos.

2. Encadenamiento completo o vecino mds alejado. La distancia entre los dos nuevos
grupos es la mayor de las distancias entre grupos antes de la fusién. Es decir:

d(C; AB) = méax (dca, dop)
y puede comprobarse que
max (dCA, dCB) = 1/2 (dCA +dcg + ‘dCA — dCB|) .

Este criterio serd también invariante ante transformaciones monétonas de las distancias
al depender, como el anterior, del orden de las distancias. Tiende a producir grupos
esféricos.

3. Media de grupos. La distancia entre los dos nuevos grupos es la media ponderada entre
las distancias entre grupos antes de la fusién. Es decir:

Ng np

d(C;AB) = doa + dcop

Ng + 1y Ng + 1y
Como se ponderan los valores de las distancias, este criterio no es invariante ante
transformaciones monétonas de las distancias.

4. Método del centroide. Se aplica generalmente sélo con variables continuas. La distancia
entre dos grupos se hace igual a la distancia euclidea entre sus centros, donde se
toman como centros los vectores de medias de las observaciones que pertenecen al
grupo. Cuando se unen dos grupos se pueden calcular las nuevas distancias entre ellos
sin utilizar los elementos originales. Puede demostrarse (véase ejercicio 8.5) que el
cuadrado de la distancia euclidea de un grupo C a la unién de los grupos A, con n,

elementos y B con n; es
Ng 2 NgMNp 2
diég — ——=d
CB AB
(ng + myp)?

d*(C; AB) =
(C; AB) Ng + Ny Ng + Ny

El método de Ward

Un proceso algo diferente de construir el agrupamiento jerarquico ha sido propuesto por
Ward y Wishart. La diferencia con los métodos anteriores es que ahora se parte de los
elementos directamente, en lugar de utilizar la matriz de distancias, y se define una medida
global de la heterogeneidad de una agrupacién de observaciones en grupos. Esta medida es
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W, ya utilizada en la seccién 8.2, la suma de las distancias euclideas al cuadrado entre cada
elemento y la media de su grupo:

W= Z Z(Xig —X,) (xig — Xy) (8.7)

i€g

donde X, es la media del grupo g. El criterio comienza suponiendo que cada dato forma
un grupo, g = n 'y por tanto W (8.7) es cero. A continuacién se unen los elementos que
produzcan el incremento minimo de W. Obviamente esto implica tomar los mas préximos
con la distancia euclidea. En la siguiente etapa tenemos n — 1 grupos, n — 2 de un elemento
y uno de dos elementos. Decidimos de nuevo que dos grupos unir para que W crezca lo
menos posible, con lo que pasamos a n — 2 grupos y asf sucesivamente hasta tener un tinico
grupo. Los valores de W van indicando el crecimiento del criterio al formar grupos y pueden
utilizarse para decidir cuantos grupos naturales contienen nuestros datos.
Puede demostrarse que, en cada etapa, los grupos que debe unirse para minimizar W
son aquellos tales que:

NgMp
Ng + Np

(Ko — %) (Ko — Xp)

min

Comparacion

Es dificil dar reglas generales que justifiquen un criterio sobre otro, aunque los mas utilizados
son los tres tltimos. Nuestra recomendacion es analizar que criterio es més razonable para
los datos que se quieren agrupar y , en caso de duda, probar con varios y comparar los
resultados.

El dendrograma

El dendrograma, o drbol jerdrquico, es una representacion grafica del resultado del proceso de
agrupamiento en forma de drbol. Los criterios para definir distancias que hemos presentado
tienen la propiedad de que, si consideramos tres grupos, A, B, C, se verifica que

d(A, C) < max {d(A, B), D(B,C)}

y una medida de distancia que tiene esta propiedad se denomina ultramétrica. Esta propiedad
es mas fuerte que la propiedad triangular, ya que una ultramétrica es siempre una distancia.
En efecto si d?(A,C) es menor o igual que el méximo de d?(A, B),d*(B, C) forzosamente
serd menor o igual que la suma d?(A, B) + d*(B, C). El dendrograma es la repreentacién de
una ultramétrica, y se contruye como sigue:

1. En la parte inferior del gréfico se disponen los n elementos iniciales.

2. Las uniones entre elementos se representan por tres lineas rectas. Dos dirigidas a los
elementos que se unen y que son perpendiculares al eje de los elementos y una paralela
a este eje que se sitla al nivel en que se unen.

3. El proceso se repite hasta que todos los elementos estan concetados por lineas rectas.
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Si cortamos el dendrograma a un nivel de distancia dado, obtenemos una clasificacion
del niimero de grupos existentes a ese nivel y los elementos que los forman.

El dendrograma es 1til cuando los puntos tienen claramente una estructura jerdarquica,
pero puede ser enganoso cuando se aplica ciegamente, ya que dos puntos pueden parecer
préximos cuando no lo estédn, y pueden aparecer alejados cuando estdan préximos.

Ejemplo 8.4 Aplicaremos los algoritmos estudiados a la siguiente matriz inicial de distan-
cias entre elementos

A B C D
Al 0 1 4 25 0 1 4 25
Bl1 0 2 3 |= 0 2 3
cl2 2 0 4 0 4
D|25 3 4 0 0

Método 1 encadenamiento simple o vecino més préximo. El valor minimo fuera de la diagonal
de la matriz de distancias es 1, y corresponde a la distancia entre los elementos Ay B. Los
unimos para formar un grupo y calcularemos la nueva distancias de un elemento al grupo
(AB) como la minima de las distancias de ese elemento a A y a B. Es decir:

d(AB,C) = min(4;2) =2;
d(AB,D) = min(2,5;3) =2,5.
La nueva tabla de distancias se obtiene de la anterior tachando las filas y columnas de

A y B y anadiendo una nueva columna y una nueva fila correspondiente al grupo AB que
contiene las nuevas distancias. El resultado es :

AB C D
AB| 0 2 25
cCl2 o0 4
D|25 4 0

El valor minimo fuera de la diagonal de la tabla es ahora 2, que corresponde a la distancia
entre AB y C. Uniendo estos dos grupos en uno y calculando las distancias al nuevo grupo :

d(ABC, D) = min(2,5;4) = 2,5.

y finalmente se unen los dos grupos finales ABC y D. Este proceso se representa en el
dendrograma de la figura 8.16

El dendrograma indica que primero se unen los dos elementos A y B a distancia uno, ese
grupo se une al C con distancia 2 y el ABC al D a distancia 2,5.
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0.5

Figura 8.16: Dendrograma del método de encadenamiento simple

Método 2. Encadenamiento completo o vecino més alejado. La primera unién se hace igual
que en el caso anterior entre A y B a distancia uno. Sin embargo, ahora las nuevas distancias
son:

d(AB,C) = max(4;2) =4;
d(AB,D) = maz(2,5;3) =3

y la siguiente unién serd entre AB y D a distancia tres. La distancia de C al grupo ABD es
4 y esa serd la siguiente unién. La figura 8.17 resume el proceso.

Meétodo 3 . El inicio es, como en los métodos anteriores, la unién de los elementos maés
proximos, AB. Las nuevas distancias son d(AB,C)=3; d(AB,D)=2,75. Por tanto, la siguiente
union serd entre AB y D a distancia 2,75. Este grupo ABD se unird a C a su distancia que
es d(ABC,D) = 1/2(44-2,75) = 3,375. La figura 8.18 resume el proceso.

Método 4 . El inicio es, como en los métodos anteriores. Las nuevas distancias se calculan
como d*(C; AB) = 3dg 4 + 3dgp — 1d%5 = 8+2—0,25 = 9,75. Andlogamente d*(D; AB) =
2,5%/2+9/2 — 1/4 = 7,375. La unién serd con D a distancia /7,375 = 2.72. La distancia
de C al nuevo grupo serd d*(C; ABD) = %9, 75+ %16 — %7, 375 = 3.162, y C se unird al grupo
a la distancia 3.16. La figura 8.19 presenta el dendograma.

Ejemplo 8.5 La figura 8.20 presenta el dendrograma hecho con MINITAB para los paises de
MUNDODES con el método de la disminucion de la suma de cuadrados (Ward). El grifico
sugiere la presencia de cuatro o cinco grupos de paises.
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Figura 8.17: Dendrograma del método de encadenamiento completo
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Figura 8.18: Dendrograma del método de la media de los grupos
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Figura 8.19: Dendrograma del método del centroide.

Figura 8.20: Resultados de un agrupamiento jerarquico de los paises de MUNDODES por
las variables de natalidad

La figura muestra el resultado del encadenamiento simple, que es mucho mds confuso.
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Figura 8.21: Resultados de una aglomeracion jerarquica para los paises de MUNDODES con
encadenamiento simple.

Para comparar los resultados del agrupamiento jerdrquico y el de particion la figura 8.22
presenta los grupos obtenidos para los datos estandarizados y con el criterio de Ward en el
grifico de las variables tasa de natalidad y mortalidad infantil.

Figura 8.22: Resultado del agrupamiento jerarquico cortado en cinco grupos para variables
estandarizadas de MUNDODES
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8.4 CONGLOMERADOS POR VARIABLES

El anélisis de conglomerados de variables es un procedimiento exploratorio que puede sugerir
procedimientos de reduccién de la dimensién, como el andlisis factorial o los métodos de
correlacién canodnica que estudiaremos en la segunda parte del libro. La idea es construir
una matriz de distancias o similitudes entre variables y aplicar a esta matriz un algoritmo
jerdarquico de clasificacién.

8.4.1 Medidas de distancia y similitud entre variables

Las medidas habituales de asociacion entre variables continuas son la covarianza y la cor-
relacién. Estas medidas tienen en cuenta tunicamente las relaciones lineales. Alternativa-
mente, podriamos construir una medida de distancia entre dos variables x; y x; represen-
tando cada variable como un punto en R" y calculando la distancia euclidea entre los dos
puntos. Esta medida es:

n

d?h = Z(%’—f’?ih)Q (8.8)
=1
ST SR g 89

Para que la distancia no dependa de las unidades, las variables deben estar estandarizadas.
En otro caso la distancia entre dos variables podria alterarse arbitrariamente mediante trans-
formaciones lineales de éstas. (Por ejemplo, midiendo las estaturas en metros, en lugar de
en cm. y en desviaciones respecto a la media poblacional en lugar de con cardcter absolu-
to). Suponiendo, por tanto, que trabajamos con variables estandarizadas de media cero y
varianza uno, se obtiene que (8.8) se reduce a:

3, = 2n(1 —rj).
Observemos que:

(a) sirj, =1, la distancia es cero, indicando que las dos variables son idénticas.
(b) si rj, =0, las dos variables estdn incorreladas y la distancia es d;, = v/2n.

(c) sirj, <0, las dos variables tienen correlacién negativa, y la distancia tomara su valor
méximo, v/4n, cuando las dos variables tengan correlacion —1.

Esta medida de distancia puede estandarizarse para que sus valores estén entre cero y
uno prescindiendo de la constante n y tomando d;, = /(1 — 7;) /2.

Para variables cualitativas binarias se puede construir una medida de similitud de forma
similar a como se hizo con los elementos construyendo una tabla de asociacion entre variables.
Para ello se cuenta el nimero de elementos donde estdn presentes ambas caracteristicas (a),
donde esta sélo una de ellas (b) y (c¢), y donde no lo estdn ninguna de las dos (d). En estas
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tablas se verifica que si n es el nimero de individuos n = a + b + ¢+ d, y podemos construir
coeficientes de similitud como se hizo con los elementos. Alternativamente, esta tabla de
asociacién entre variables es una tabla de contingencia (véase el capitulo 7) y una medida
de distancia es el valor de la ji-cuadrado (vedse el Apéndice 8.1)

- (ad — be)*n
X T arharolrd(brd)

Es mds habitual definir la distancia por el coeficiente de contingencia

/X2

8.5 Lecturas complementarias

Un libro pionero sobre métodos de agrupamiento en espariol es Escudero (1977), que presenta
una visién muy amplia de distintas técnicas de agrupacién. La literatura sobre cluster en
inglés es extensa: Anderberg (1973), Everitt (1993), Gordon (1981), Hartigan (1975), Mirkin
(1996) , Spath y Bull (1980) y Spath (1985), estdn dedicados a este tema. La mayoria de los
libros generales dedican también un capitulo a estos métodos.

Ejemplo 8.6 La figura8.23 muestra el dendrograma del agrupamiento de las variables de los
datos de FUROSEC. El criterio utilizado es el de Ward. Se observa que la agrupacion de las
variables coincide con lo esperado: primero se unen mineria y energia, S€VicioS Y SETVICLONS
industriales, e industria y construccion. En un sequndo nivel tenemos servicios (que engloba
las tres wvariables servicios, servicios industriales y finanzas), agricultura, que esta sdla e
idustria, que recoge el resto de las variables industriales.

Figura 8.23: Agrupamiento por variables de los datos de EUROSEC
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Ejemplo 8.7 El dendrograma de la figura8.24 muestra la agrupacion de las variables para
las medidas fisicas, MEDIFIS. La correlacion mdas estrecha se da entre longitud del pie y
estatura, y la variable didmetro del crdneo esta poco relacionada con el resto como obtuvi-
mos anteriormente. Si quisiésemos hacer grupos a un primer nivel tenemos tres grupos de
variables, de longitud, con 4 variables, de anchura, con dos, y el didmetro de la cabeza. A
un nivel superior quedan todas las variables en un lado y el didmetro de la cabeza en el otro.

Figura 8.24: Dendrograma de las medidas fisicas con el criterio de Ward.

Ejemplo 8.8 La figura 8.25 presenta los resultados para las variables de INVES. A un nivel
bajo tenemos cuatro grupos de variables: quimica, ingenieria, agricultura y biologia y el resto,
que incluye 4 variables. A un nivel superior los dos tltimos grupos se unen y la distancia
mayor se da entre el banco de datos quimicos y el resto.
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Figura 8.25: Dendrograma de las variables de INVES

EJERCICIOS

Ejercicio 8.1 Aplicar el algoritmo de k-medias a los datos de los presupuestos familiares.
¢ Cudntos grupos hay en lso datos?

Ejercicio 8.2 Aplicar un agrupamiento jerdrquico a los datos de los presupuestos familiares.
Comparar el resultado con distintos métodos de agrupacion. Compararlos con los resultados
de k-medias

Ejercicio 8.3 Demostrar que el criterio de Hartigan para el algoritmo de k-medias equivale
a continuar anadiendo grupos hasta que tr(Wg) < tr(Wgy1)(n — G+ 9)/(n — G — 1)
(Sugerencia utilizar que tr(W) = SCDG, e imponer la condicion de que el valor de F sea
mayor que 10)

Ejercicio 8.4 Demostrar que si definimos T = Zg L (%ig — X)(%ig — X)' a la suma de
cuadrados totales podemos escribir T =B + W, donde W se ha definido en la seccion 8.2 y
B es la matriz de suma de cuadrados entre grupos.

Ejercicio 8.5 Demostrar que las distancias entre grupos con encadenamiento simple, com-
pleto y media de grupos pueden calcularse con adca + adep + B |dca — dog| y obtener los
valores de o y B que dan lugar a estas distancias.

Ejercicio 8.6 Demostrar que en aglomeramiento jerdrquico podemos calcular las distancias
euclideas al cuadrado entre un gmpo C a la union de los grupos A, con n, elementos y B
con ny, mediante d*(C; AB) = JBe—di g + 8-dip — ht 5 dap -

(sugerencia La media de la union de los grupos A y B tendrd de coordenadas Tap =

Ng ==
i T+ o + T g, sustituir esa expresion en la distancia de C a ese punto (EC xAB) (_C —

TaB) Y desarrollar.
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TAIISBA fi FABTRLG, PEL ESTADISTICO

En la tabla de contingencia {a, b, ¢,d} las frecuencias esperadas son 2{(a+c)(a+b), (a+
b)(b+d),(b+d)(c+d)} y el valor de la x? definida en la seccion 7.3 es:

Xzz(ad—bc) [ n N n N n N n }
n (a+c)a+b) (a+b)(b+d) (a+c)(c+d) (b+d)(c+d)

En efecto, como la tabla tiene un grado de libertad, las discrepancias entre las frecuencias
observadas y esperadas deben de ser iguales, por ejemplo para la primera casilla

(a_ (a+c)(a+b))2: (na—a(a+b+c)—bc)2: (ad—bc)2

n n n

y lo mismo se obtiene en las restantes. Como:

b+d)d+ec)+(a+c)c+d)+ (a+b)(b+d)+ (a+c)(a+b) =

b+dn+(a+c)n=(a+b+c+dn=

resulta finalmente que:

s (ab — be)*n
X T ararobrd(ctd)




Capitulo 9

DISTRIBUCIONES
MULTIVARIANTES

9.1 CONCEPTOS BASICOS.

El problema central en la andlisis de datos es decidir si las propiedades encontradas en una
muestra pueden generalizarse a la poblacién de la que proviene. Para poder realizar esta
extrapolacién necesitamos construir un modelo del sistema generador de los datos, es decir,
suponer una distribucién de probabilidad para la variable aleatoria en la poblacién. Este
capitulo repasa los conceptos bdsicos para construir modelos estadisticos multivariantes y
presenta las distribuciones que se utilizaran para la inferencia en los capitulos siguientes.

9.1.1 Variables aleatorias vectoriales.

Una variable aleatoria vectorial es el resultado de observar p caracteristicas en un elemento
de una poblacién. Por ejemplo, si observamos la edad y el peso de los estudiantes de una
universidad tendremos valores de una variable aleatoria bidimensional; si observamos el
numero de trabajadores, las ventas y los beneficios de las empresas de un sector, tendremos
una variable aleatoria tridimensional.

Diremos que se ha definido la distribucién conjunta de una variable aleatoria vectorial
cuando se especifique:

1. El espacio muestral o conjunto de sus valores posibles. Representando cada valor por
un punto en el espacio de dimensién p, R?, de los nimeros reales, el espacio muestral
es, en general, un subconjunto de este espacio.

2. Las probabilidades de cada posible resultado (subconjunto de puntos) del espacio mues-
tral.

Diremos que la variable vectorial p—dimensional es discreta, cuando lo es cada una de las
p—variables escalares que la componen. Por ejemplo, el color de los ojos y del cabello forman
una variable bidimensional discreta. Analogamente, diremos que la variable es continua si sus
componentes lo son. Cuando algunos de sus componentes sean discretos y otros continuos

257
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diremos que la variable vectorial es mixta. Por ejemplo, la variable: género (O=hombre,
l=mujer), estatura y peso de personas, es tridimensional mixta. En este capitulo, para
simplificar la exposicién, y salvo indicaciéon en otro sentido, supondremos que la variable
vectorial es continua.

9.1.2 Distribucién conjunta

La funcién de distribucién conjunta de una variable aleatoria vectorial F'(x) se define en un

punto x° = (9, ..., z)) mediante:

F(x%) = P(x <x°) = P(z; <af, ...z, < )

donde P(x < x°) representa la probabilidad de que la variable tome valores menores o
iguales al valor particular considerado, x°. Por tanto, la funcién de distribucién acumula
las probabilidades de todos los valores menores o iguales al punto considerado, y serd no
decreciente. Aunque la funcién de distribucién tiene un gran interés teérico, es mas cémodo
en la préctica trabajar con la funcién de densidad para variables continuas, o con la funcién
de probabilidades para las discretas. Llamaremos funcién de probabilidad de una variable
discreta a la funcién p(x°) definida por

p(XO) = P(X = XO) = P(Qil = .7?(1), vy Ip = .7?2)

Diremos que el vector x es absolutamente continuo si existe una funcién de densidad, f(x),
que satisface:

F(x%) = /x f(x)dx, (9.1)

donde dx = dx;....dz, y la integral es una integral multiple en dimensién p. La densidad de
probabilidad tiene la interpretacién habitual de una densidad: masa por unidad de volumen.
Por tanto la funcién de densidad conjunta debe verificar

a) f(x)= f(zi.....,xp) > 0. La densidad es siempre no negativa.

b) [T f(x)dx = [T .. 7 f(a,....wp) dxy....dx, = 1. Si multiplicamos la densidad
en cada punto por el elemento de volumen en p dimensiones (que, si p = 2, serd el drea
de un rectdngulo, si p = 3 el volumen de un paralepipedo, etc) y sumamos (integramos)
para todos los puntos con densidad no nula, obtenemos la masa de probabilidad total,
que se estandariza al valor unidad.

Las probabilidades de sucesos definidos como subconjuntos del espacio muestral serdn
iguales a la masa de probabilidad correspondiente al subconjunto. Estas probabilidades se
calculardn integrando la funcién de densidad sobre el subconjunto. Por ejemplo, para una
variable bidimensional y sucesos A del tipo A = (a < z1 < b; ¢ < x5 < d):

b pd
P(A) :/ / f(xl,l’g)dflfldflfg
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mientras que, en general,

P(A):/Af(x)dx.

En este capitulo, y para simplificar la notacién, utilizaremos la letra f para referirnos a
la funcién de densidad de cualquier variable e indicaremos la variable por el argumento de
la funcién, de manera que f(x;) es la funcién de densidad de la variable x; , y f(z1,x2) es
la funcién de densidad de la variable bidimensional (z1, z9).

9.1.3 Distribuciones marginales y condicionadas

Dada una variable aleatoria vectorial p—dimensional (1, ....,z,) llamaremos distribucion
marginal de cada componente z; a la distribucién univariante de dicho componente, consid-
erado individualmente, e ignorando los valores del resto de los componentes. Por ejemplo,
para variables bidimensionales continuas las distribuciones marginales se obtienen como:

Flar) = / " (@, wa)dy, 9.2)

Flaa) = / " (@, wa)dm, (9.3)

y representan la funcién de densidad de cada variable ignorando los valores que toma la otra.
Como hemos indicado antes, la letra f se refiere genericamente a una funcién de densidad.
Por ejemplo, la ecuacién (9.2) indica que si integramos una funcién de densidad en dos
variables, f(z1,x2), respecto a la variable x5 se obtiene una funcién que es de nuevo una
funcién de densidad, y de ahi el simbolo f, pero que es ahora la funcién de densidad de
la variable x;. Las funciones f(x1) y f(z1,x2) serdn en general totalmente distintas y sélo
tienen en comun ser ambas funciones de densidad, por tanto f (.) >0,y

/Oo f(l’l)dflfl =1

/ / f(.??l,l‘g)dmldmg =1.

Para justificar (9.2), calcularemos la probabilidad de que la variable x; pertenezca a un
intervalo (a,b] a partir de la distribucién conjunta. Entonces:

b 0o
Pla < :Bl§b)zP(a<x1§b;—oo<:B2§oo):/da:1/ f(xy, z9)dxy =

_ / ),
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que justifica (9.2). Observemos que en esta ecuacién z; es un valor concreto cualquiera.
Supongamos que la precisién de la medida de x; es Az, es decir, diremos que ha ocurrido
el valor x; si se observa un valor en el intervalo z; + Az /2. La probabilidad de este valor
serd el valor de la densidad en el centro del intervalo, f(z;) por la longitud de la base Ax;.
Si multiplicamos ambos miembros de la ecuacién (9.2) por la constante Azxq, tenemos en el
primer miembro f(z1)Az;, que es la probabilidad de ese valor concreto de x; calculada con
su distribucién univariante. En el segundo miembro tendremos la suma (integral) de todas
las probabilidades de los pares de valores posibles (z1, x2), cuando x; es fijo y x5 toma todos
los valores posibles. En efecto, estas probabilidades vienen dadas por f(z1,zs)dzeAxy, y
sumando para todos los valores posibles de x5 de nuevo obtenemos la probabilidad del valor
xI.

Si x = (x1,X2), donde x; y X5 son a su vez variables vectoriales, se define la distribucién
condicionada de x;, para un valor concreto de la variable xo = x9, por:

.f(xla X(Z))
f(x3)

supuesto que f(x9) # 0. Esta definicién es consistente con el concepto de probabilidad
condicionada y con el de funcién de densidad para una variable. En efecto, supongamos
para simplificar que ambas variables son escalares. Entonces multiplicando por Az; ambos
miembros tendremos

fxalxy) = (9-4)

fzy, 29) Az Az,
f(@9) Ay

y el primer miembro representa la probabilidad condicionada que se expresa como cociente
de la probabilidad conjunta y la marginal. De esta definicién se deduce:

f(x1,%x2) = f(xa|x1)f(x1)- (9.5)

La distribucién marginal de x5, puede calcularse en funcién de (9.3) y (9.5) como:

fa]af) Ay =

f(x2) = / F (xala) £ 1), (9.6)

que tiene una clara interpretaciéon intuitiva. Si multiplicamos ambos miembros por Axs, el
elemento de volumen, tenemos en la izquierda f(x3)Axs, la probabilidad del valor concreto de
x5 considerado. La férmula (9.6) nos dice que esta probabilidad puede calcularse obteniendo
primero la probabilidad del valor x, para cada posible valor de x;, dada por f(x2|x;)Axg,
y luego multiplicando cada uno de estos valores por las probabilidades de x;, f(x1)dx, lo
que equivale a promedir las probabilidades condicionadas por x; respecto a la distribucion
de esta variable.

Como resultado de (9.5) y (9.6) la distribucién condicionada f(x;|x2) puede entonces
escribirse como:

f(xa]x1) f(x1)

Floaale) = T ) Foa) 67
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que es el teorema de Bayes para funciones de densidad, y constituye la herramienta funda-
mental de la inferencia Bayesiana que estudiaremos en el capitulo 11.

Para variables discretas los conceptos son similares, pero las integrales se sustituyen por
sumas, como se indica en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.1 La tabla 9.1 presenta al distribucion conjunta de las variables aleatorias disc-
retas: xq1 : votar a uno de cuatro posibles partidos politicos, que toma los cuatro valores
posibles Py, Py, P3 y Py y xo : nivel de ingresos de los votantes, que toma los tres valores A
(alto), M (medio), B (bajo). Calcular las distribuciones marginales, la distribucion condi-
ctonada de los votos para las personas con ingresos bajos y la distribucion condicionada de
los ingresos para los votantes del partido Pjy.

A |M|B

P .1 |.05].01
P [.05].20 .04
P .04 .25 .07
Py.01|.1 |.08
Tabla 9.1. Distribucién conjunta de votos e ingresos en una poblacién

Para calcular la distribucién marginal anadimos a la tabla una fila y una columna y
colocamos allf el resultado de sumar las filas y las columnas de la tabla. Con esto se obtiene
la tabla 9.2. Por ejemplo, la distribucién marginal de los ingresos indica que la probabilidad
de ingresos altos es .2, de medios .6 y de bajos .2. Observemos que las distribuciones
marginales son el resultado que se obtiene en los mérgenes de la tabla (lo que justifica su
nombre) al sumar las probabilidades conjuntas por filas y por columnas.

A | M | B | Marginal de votos
P 1 [.05].01].16
Py 051.20 .04 .29
P; .041.25 .07 .36
Py 01 (.1 [.08].19
Marginal de ingresos | .2 | .6 | .2

Tabla 9.2. Distribucién conjunta y marginales de votos e ingresos en una poblacién

Para calcular la distribucién condicionada de los votos para las personas de ingresos
bajos, dividimos cada casilla de la columna de ingresos bajos por el total de la columna. La
distribucién resultante se indica en el tabla 9.3

PP [P | P
.05 (.20 .35 .40
Tabla 9.3 distribucién condicionada de los votos para personas con ingresos medios.

Por ejemplo, el valor .05 es el resultado de dividir .01, la probabilidad conjunta de ingresos
bajos y votar a Py por la probabilidad marginal de ingresos bajos, .1. Esta tabla indica que
el partido preferido para las personas de ingresos bajos es el P, con un 40% de los votos,
seguido del P3 con el 35%. La tabla 9.4 indica la distribucién condicionada de los ingresos
para los votantes del partido P4. El grupo mds numeroso de votantes de este partido es de
ingresos medios (52,63%) seguido de ingresos bajos (42,11%) y altos (5,26%).
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A M B Total
P,y | .0526 | .5263 | .4211 | 1

Tabla 9.4 distribucién condicionada de los ingresos para personas que votan a Pj.

9.1.4 Independencia

El concepto fundamental en el estudio conjunto de varias variables aleatorias es el concep-
to de independencia. Diremos que dos vectores aleatorios x;, X, son independientes si el
conocimiento de uno de ellos no aporta informacién respecto a los valores del otro. En
otros términos, la distribucién de valores concretos de x; no depende de x; y es la misma
cualquiera que sea el valor de x;. Esto se expresa mateméticamente:

f(xalx1) = f(x2) (9-8)

que indica que la distribucién condicionada es idéntica a la marginal. Utilizando (9.5), una
definicién equivalente de independencia entre dos vectores aleatorios x;, X5 es:

f(x1,%x2) = f(x1) f(x2) (9.9)

es decir, dos vectores aleatorios son independientes si su distribucién conjunta (su prob-
abilidad conjunta) es el producto de las distribuciones marginales ( de las probabilidades
individuales). En general, diremos que las variables aleatorias 1, ..., z,, con densidad con-
junta f(z1,...,x,) son independientes, si se verifica:

JACT  xp) = f(21) f(@2).... f(2p) (9.10)
La independencia conjunta es una condicién muy fuerte: al ser zi, ..., z, independientes
también lo serdn cualquier subconjunto de variables (z1, ...., x) con h < p, asi como cualquier

conjunto de funciones de las variables individuales, g1(z1)....g1(z,), o de conjuntos disjuntos
de ellas. Cuando las variables son independientes no ganamos nada con su estudio conjunto
y conviene estudiarlas individualmente. Es facil comprobar que si las variables x; y x5 son
independientes y construimos nuevas variables y; = ¢1(x1), y2 = g2(X2), donde la primera
variable es sélo funcién de x; y la segunda sélo de x5, las variables y;, yo son también
independientes.

9.1.5 La maldicién de la dimension

La maldicién de la dimensién es un término acunado por el matemadtico R. Bellman para
describir como aumenta la complejidad de un problema al aumentar la dimension de las
variables involucradas. En el andlisis estadistico multivariante la maldicién de la dimensién
se manifiesta de varias formas.

En primer lugar, al aumentar la dimension, el espacio estd cada vez més vacio, haciendo
més dificil cualquier proceso de inferencia a partir de los datos. Esto es consecuencia de que,
al aumentar la dimensién del espacio aumenta su volumen (o su hipervolumen en general),
y como la masa total de probabilidad es la unidad, la densidad de la variable aleatoria
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debe disminuir. En consecuencia, la densidad de probabilidad de una variable aleatoria de
dimensién alta es muy baja en todo el espacio, o, lo que es equivalente, el espacio esta
progresivamente mds vacio. Para ilustrar el problema, supongamos que la densidad de una
variable p—dimensional es uniforme en el hipercubo [0,1]? y que todos los componentes son
independientes. Por ejemplo, pueden generarse muestras de esta variable tomando conjuntos
de p nimeros aleatorios entre cero y uno. Consideremos la probabilidad de que un valor
al azar de esta variable esté dentro del hipercubo [0;0,9]?. Para p = 1, el caso escalar,
esta probabilidad es 0,9, para p = 10, este valor baja a 0,9 = 0,35, y para p = 30
es 0,93 = 0,04. Vemos que, a medida que aumenta la dimensién del espacio, cualquier
conjunto va, progresivamente, queddndose vacio.

Un segundo problema es que el niimero de pardmetros necesario para describir los datos
aumenta rapidamente con la dimensién. Para representar en dimensién p la media y la
matriz de covarianzas necesitamos

p+plp+1)/2=p(p+3)/2

que es de orden p?. Por tanto, la complejidad de los datos, medida por el niimero de pardmet-
ros necesarios para representarlos, crece, en este caso, con el cuadrado de la dimensiéon del
espacio. Por ejemplo, 100 datos es una muestra grande para una variable unidimensional,
pero es muy pequena para una variable vectorial con p = 14 : para estimar las medias,
varianzas y covarianzas se requieren mds de 14(17)/2 = 119 observaciones. Como norma
general, los procedimientos multivariantes necesita un ratio n/p > 10 y es deseable que este
ratio sea mayor de 20.

La consecuencia del aumento de la dimensiéon es un aumento de la incertidumbre del
problema: la previsién conjunta de los valores de la variable va siendo cada vez mas dificil.
En la préctica, este problema disminuye si las variables son muy dependientes entre si, ya
que entonces, la densidad de probabilidad se concentra en determinadas zonas del espacio,
definidas por la relacién de dependencia, en lugar de repartirse por todo el espacio muestral.
Esta dependencia puede usarse, extendiendo los métodos que como hemos visto en capitulos
anteriores, para reducir la dimensién del espacio de variables y evitar la maldicién de la
dimensionalidad.

9.2 PROPIEDADES DE VARIABLES VECTORIALES

9.2.1 Vector de medias

Llamaremos esperanza, o vector de medias, p, de una variable multidimensional, x, al vector
cuyos componentes son las esperanzas, o medias, de los componentes de la variable aleatoria.
Escribiremos el vector de medias como:

p = FE[x] (9.11)

donde debe entenderse que la esperanza operando sobre un vector o una matriz es el resultado
de aplicar este operador (tomar medias) a cada uno de los componentes. Si la variable es
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continua:
p=Elx = [ xf(xx
La esperanza es una funcion lineal, es decir, para cualquier matriz, A, y vector b, tenemos:
E[Ax +b] = AE[x;] +b.
Si x = (x,,X2)’ tenemos también que, para escalares a y b :
Eax; + bxs] = aF [x1] + bE[x2] .
y si X3 ¥ X2 son independientes:

E[x1x5] = E [x1]E[x2] .

9.2.2 Esperanza de una funcién

Generalizando la idea de esperanza, si disponemos de una funcién escalar y = g(x) de un
vector de variables aleatorias, el valor medio de esta funcién se calcula:

E[y] :/yf(y)dy:/.../g(x)f(a:l,....,xn)dazl,....,da:n (9.12)

La primera integral tiene en cuenta que y es escalar y si conocemos su funcién de densidad,
f(y), su esperanza se calcula de la forma habitual. La segunda, muestra que no es necesario
calcular f(y) para determinar el valor promedio de g(x): basta ponderar sus valores posibles
por las probabilidades que dan lugar a estos valores.

Esta definicién es consistente, y es fdcil comprobar que ambos métodos conducen al
mismo resultado. Si x = (x;,%2)’, y definimos y1 = ¢1(x1), y2 = g2(X2), si X3 e X3 son
independientes

E[y1y2] = E(91(x1)) E(92(x2))

9.2.3 Matriz de varianzas y covarianzas

Llamaremos matriz de varianzas y covarianzas (o simplemente matriz de covarianzas) de un
vector aleatorio x = (z1,...,zp)’, de P, con vector de medias pu' = (i, ..., f1,), a la matriz
cuadrada de orden p obtenida por :

Ve =E[(x - p)(x—p)] (9.13)

La matriz V, contiene en la diagonal las varianzas de los componentes, que representare-
mos por o2, y fuera de ella las covarianzas entre los pares de variables, que representaremos
por 0;;. La matriz de covarianzas es simétrica y semidefinida positiva. Es decir, dado un
vector cualquiera, w, se verificara:

Ww'V,w > 0.
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Para demostrar esta propiedad definamos una variable unidimensional por:
y=(x—plw
donde w es un vector arbitrario de RP. La variable y tiene esperanza cero ya que
B(y) = B(x— )] @ =0
y su varianza debe ser no negativa:
var(y) = E [1?] = w'B[(x — p)(x — )] w = w'V,w > 0

Llamaremos varianza media al promedio de las varianzas dado por tr(V,)/p, varianza
generalizada a |V,| y variabilidad promedio a

VP =|V,["

que es una medida global de la variabilidad conjunta para todas las variables que tiene en
cuenta su estructura de dependencia. La interpretacién de estas medidas es similar a la
estudiada en el capitulo 3 para distribuciones de datos.

9.2.4 Transformaciones de vectores aleatorios.

Al trabajar con funciones de densidad de vectores aleatorios es importante recordar que,
como en el caso univariante, la funcién de densidad tiene dimensiones: si p = 1, caso
univariante, probabilidad por unidad de longitud, si p = 2, probabilidad por unidad de
superficie, si p = 3 por unidad de volumen y si p > 3) de hipervolumen. Por lo tanto, si
cambiamos las unidades de medida de las variables, la funcién de densidad debe modificarse
también. En general, sea x un vector de R? con funcién de densidad f,(x) y sea otro vector
aleatorio y de R?, definido mediante la transformacién uno a uno:

1= 1T, Tp)

Yp = Gp(T1, .. Tp),

donde suponemos que existen las funciones inversas x1 = hi(y1, ..., Yp); -, Tp = Pp(Y1, s Yp),
y que todas las funciones implicadas son diferenciables. Entonces, puede demostrarse que la
funcién de densidad del vector y viene dada por:

dx

£y = 10|

(9.14)

Y

donde aqui hemos utilizado f, y f, para representar las funciones de densidad de las vari-
ables y, y x, para evitar confusiones. El término |dx/dy| representa el jacobiano de la
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transformacion, (que ajusta la probabilidad por el cambio de escala de medida) dado por el
determinante:

Oz Om
R
5.

que suponemos es distinto de cero en el rango de la transformacion.
Un caso importante es el de transformaciones lineales de la variable. Si hacemos

y = Ax

donde A es una matriz cuadrada no singular, las derivadas de los componentes de x respecto
a y se obtendran de x = A~ 'y, y serdn, por tanto, los elementos de la matriz A~'. El
Jacobiano de la transformacién serd |[A~'| = |A|™" y la funcién de densidad de la nueva
variable y, serd

fuy) = fo(A7y) [A]T (9.15)

expresion que indica que para obtener la funcién de densidad de la variable y sustituimos
en la funcién de densidad de la variable x el argumento por A~'y y dividimos el resultado
por el determinante de la matriz A.

9.2.5 Esperanzas de transformaciones lineales

Sea x un vector aleatorio de dimensién p y definamos un nuevo vector aleatorio y de dimen-
sién m, (m < p), con

y = Ax, (9.16)

donde A es una matriz rectangular de dimensiones m x p. Llamando p,, p,,, a sus vectores
de medias y V,, V, a las matrices de covarianzas, se verifica la relacion:

B, = Ap, (9.17)
que es inmediata tomando esperanzas en (9.16). Ademaés:
V, =AV_ A’ (9.18)

donde A’ es la matriz transpuesta de A. En efecto, aplicando la definicién de covarianzas y
las relaciones (9.16) y (9.18)

Vy=E(y —m)y —n)] =E[Ax—p,)(x - p,) Al = AV, A’

Ejemplo 9.2 Las valoraciones de los clientes de la puntualidad (1), rapidez (z3) y limpieza
(z3) de un servicio de transporte tienen unas medias, en una escala de cero a diez, de 7, 8
y 8,5 respectivamente con una matriz de varianzas y covarianzas
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1 5 .7
V,=1]1.5 64 6
76 1.44

Se construyen dos indicadores de la calidad del servicio. El primero es el promedio de
las tres puntuaciones y el segundo es la diferencia entre el promedio de la puntualidad y
la rapidez, que indica la fiabilidad del servicio y la limpieza, que indica la comodidad del
mismo. Calcular el vector de medias y la matriz de covarianzas para estos dos indicadores.

La expresién del primer indicador es

1+ To + T3
e

y la del segundo

1+ Xo
2
Estas dos ecuaciones pueden escribirse matricialmente

AT e

Y2 = — I3

El vector de medias serd

FREE | FR Ry

y el valor 7,83 es una medida global de la calidad promedio del servicio y el menos uno de
la relacién fiabilidad comodidad. La matriz de varianzas covarianzas es:

1 5 .7 1/3 1/2
VvV, = {1/3 1/3 1/3} 5 64 .6 1/3 1/2 | =
/2 12 -1 7 6 144 1/3 -1

[ 74222 —.25667
| —.25667 .8

que indica que la variabilidad de ambos indicadores es similar y que estdn relacionados
negativamente, ya que la covarianza es negativa.

9.3 Dependencia entre variables aleatorias

9.3.1 Esperanzas condicionadas

La esperanza de un vector x; condicionada a un valor concreto de otro vector x; es la
esperanza de la distribucién de x; condicionada a x5 y viene dada por:

E[X1|X2] = /le (X1|X2) Xm.
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En general esta expresién serd una funcién del valor x;. Cuando xs es un valor fijo, la
esperanza condicionada serd una constante. Si X; es una variable aleatoria, la esperanza
condicionada serd también una variable aleatoria.

La esperanza de un vector aleatorio x; puede calcularse a partir de las esperanzas condi-
cionales en dos etapas: en la primera calculamos la esperanza de x; condicionada a x,. El
resultado es una funcién aleatoria que depende de la variable aleatoria x5. En la segunda,
calculamos la esperanza de esta funcién con relacién a la distribucién de x,. Entonces:

E(x1) = E[E(x;|x2)] . (9.19)

Esta expresion indica que la esperanza de una variable aleatoria puede obtenerse prome-
diando las esperanzas condicionadas por sus probabilidades de aparicién o, en otros términos,
que la esperanza de la media condicionada es la esperanza marginal o incondicional.
Demostracion

Blx) = [xftain = [[xfGaxaiads = [[xi G xixdx,

= /f(Xz) l/xlf(xﬂxz)dxl] dxy = /E[X1|X2]f(xz)dXz
E[E(x1]x2)] .

9.3.2 Varianzas condicionadas

La varianza de x; condicionada a x; se define como la varianza de la distribucién de x;
condicionada a x,. Utilizaremos la notacién

Var(xi|x2) = Vio

y esta matriz tendrd las propiedades ya estudiadas de una matriz de covarianzas.

Si x; es escalar, su varianza puede calcularse también a partir de las propiedades de la
distribuciéon condicionada. En concreto, puede expresarse como suma de dos términos: el
primero asociado a las medias condicionadas y el segundo a las varianzas condicionadas.
Para obtener esta expresién partimos de la descomposicion:

T — iy = 21 — E(21/%2) + E(21/%2) — 11y

donde x5 es un vector aleatorio cualquiera para el que la esperanza condicionada E(x/x3)
es finita. Elevando al cuadrado esta expresién y tomando esperanzas en ambos miembros:

var(z1) = E(xy — E(21/%2))* + E(E(21/%2) — 11)? + 2B [(21 — E(21/%2) (E(21/%2) — 11)]
el doble producto se anula, ya que

E (71 — E(71/%2))(E(71/%2) — p11)] =
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= [ sx) = ) | [0 = Bl ) o x| i =0
al ser nula la integral entre corchetes. Por otro lado, como por (9.19):

E[E(x1/%9)] = E(z1) = 1y,

el segundo término es la esperanza de la diferencia al cuadrado entre la variable aleatoria
E(z1/%2), que dependera del vector aleatorio x5 y su media pu,. Por tanto:

var(zy) = E [var(xy/Xa)] + var [E(z1/%2)] (9.20)

Esta expresiéon se conoce como descomposicion de la varianza, ya que descompone la
variabilidad de la variable en dos fuentes principales de variacién. Por un lado, hay vari-
abilidad porque las varianzas de las distribuciones condicionadas, var(z;/xz), pueden ser
distintas, y el primer término promedia estas varianzas. Por otro, hay también variabilidad
porque las medias de las distribuciones condicionadas pueden ser distintas, y el segundo
término recoge las diferencias entre las medias condicionadas, F(z1/Xs3), v la media total,
1, mediante el término var [E(z1/X3)]. Observemos que la varianza de la variable x; es, en
general, mayor que el promedio de las varianzas de las distribuciones condicionadas, debido
a que en las condicionadas la variabilidad se calcula respecto a las medias condicionadas,
E(z1/x2), mientras que var(x;) mide la variabilidad respecto a la media global, y,. Si todas
las medias condicionadas son iguales a y,, los que ocurrird por ejemplo si z; e X3 son inde-
pendientes, entonces el término var [F(z1/x2)] es cero y la varianza es la media ponderada
de las varianzas condicionadas. Si E(x;/X2) no es constante, entonces la varianza de z; serd
tanto mayor cuanto mayor sea la variabilidad de las medias condicionadas.

Esta descomposicion de la varianza aparece en el andlisis de la varianza de los modelos
lineales univariantes:

Y (@i -7 = (z—T)/n+ Y (@ —F)?/n

donde, en esta expresion, 7; es la estimacion de la media condicionada en el modelo lineal.
La variabilidad total, que equivale a var(z), se descompone en dos términos incorrelados.
Por un lado, el promedio de las estimaciones de var(z;/xs2), que se calculan promediando
las diferencias entre la variable y la media condicionada. Por el otro, la variabilidad de las
esperanzas condicionales respecto a la media global, que se estiman en los modelos lineales
por las diferencias z; — 7.

9.3.3 Matriz de correlacién

Se define la matriz de correlacién de un vector aleatorio x con matriz de covarianzas V,,, por
R,=D 'V, D'/
donde

D = diag(o?, ..., Uf,)
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es la matriz diagonal que contiene las varianzas de las variables. La matriz de correlacion

serd pues una matriz cuadrada y simétrica con unos en la diagonal y los coeficientes de

correlacion entre los pares de variables fuera de la diagonal. Los coeficientes de correlacién

simple o coeficientes de correlacién lineal, vienen dados por

_ T

Pij = ——
00

La matriz de correlacién es también semidefinida positiva. Una medida global de las cor-

relaciones lineales existentes en el conjunto de variables es la dependencia, definida por

D,=1- |Rx‘1/(l’*1)

cuya interpretacion para variables aleatorias es andloga a la presentada en el capitulo 3 para
variables estadisticas. Para p = 2 la matriz R, tiene unos en la diagonal y el coeficiente p;,
fuera, |R,| = 1 — p?,, y la dependencia D, = 1 —(1— p?,) = p?, coincide con el coeficiente de
determinaciéon. Se demuestra de la misma forma que se hizo en el capitulo 3 que en el caso
general, p > 2, la dependencia es un promedio geométrico de coeficientes de determinacion.

9.3.4 Correlaciones Miiltiples

Se denomina correlaciéon miltiple de una variable escalar, y, y un vector de variables x a una
medida de la capacidad de prever y mediante una funcién lineal de las variables x. Suponien-
do, sin pérdida de generalidad, que las variables tienen media cero, definimos la mejor predic-
cién lineal de y como la funcién B'x que minimiza F(y — B'X)2. Puede demostrarse que
B = V;IVW siendo V, la matriz de covarianzas de x y V,, el vector de covarianzas entre
y v x. El coeficiente de correlacién simple entre las variables escalares y y (3'x se denomina
coeficiente de correlacién multiple.

Puede demostrarse que si llamamos o;; a los términos de la matriz de covarianzas V de
un vector de variables y 0¥ a los términos de la matriz V!, el coeficiente de correlacién
multiple, R; r entre cada variable (i) y todas las deméds (R) se calcula como:

1

O'ijO'ij

R?.Rzl_

En particular, si E(y|x) es una funcién lineal de x entonces E(y|x) = B'x y R?j puede
también calcularse como 1 —0'3|x / 02, donde 0'2|x es la varianza de la distribucién condicionada,
ylxy 03 la varianza marginal de y.

9.3.5 Correlaciones Parciales

Supongamos que obtenemos la mejor aproximacién lineal a un vector de variables x; de
dimensiones p; x 1 a partir de otro vector de variables x, de dimensiones p, x 1. Suponiendo
que las variables tienen media cero, esto implica calcular un vector Bxs donde B es una ma-
triz de coeficientes de dimensiones p; x py de manera que Y 1| E(x1; — 37%;)? sea minima,
donde z1; es el componente j del vector x; y B; la fila j de la matriz B. Llamemos V; a la
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matriz de covarianzas de la variable x;— Bx,. Si estandarizamos esta matriz de covarianzas
para pasarla a correlaciones, los coeficientes de correlacién resultantes se denominan coefi-
cientes de correlacion parcial entre los componentes de x; dadas las variables x5. La matriz
cuadrada y simétrica de orden p;

R1/2 _ D;/12/2V1/2D;/12/2

se denomina matriz de correlaciones parciales entre los componentes del vector x; cuando
. . . . 2 2 2
controlamos (o condicionado a) el vector xa, donde D= diag(c7 sy, ...,0%5) ¥ 07, €s la
varianza de la variable x1; — ﬁ;Xg.
En particular si £(x;|x;) es lineal en x,, entonces £(x;|x2) = Bxy y Vi/2 es la matriz
de covarianzas de la distribucién condicionada de x;|xs.

9.4 LA DISTRIBUCION MULTINOMIAL

Supongamos que observamos elementos que clasificamos en dos clases, A y A. Por ejemplo,

clasificamos los recién nacidos en un hospital como hombre (A) o mujer (A), los dias de un

mes como lluviosos (A) o no (A4), o los elementos fabricados por una maquina como buenos
(A) o defectuosos (A). Suponemos que el proceso que genera elementos es estable, existiendo
un probabilidad constante de aparicién de los elementos de cada clase, P(A) = p = cte, y
que el proceso no tiene memoria, es decir P(A|A) = P(AJA). Supongamos que observamos

elementos al azar de este proceso y definimos la variable

1, si la observacién pertenece a la clase A
Tr =
0, en otro caso

esta variable sigue una distribucién binomial puntual, con P(z =1) =py P(z =0) = 1 —p.
Si observamos n elementos en lugar de uno y definimos la variable y = """ | z;, es decir,
contamos el nimero de elementos en n que pertenece a la primera clase, la variable y sigue
una distribucién binomial con

n!

Ply=r)= !p’“(l -p)" "

rl(n—r)
Podemos generalizar esta distribucién permitiendo G clases en lugar de dos, y llamamos p
al vector de probabilidades de pertenencia a las clases, p =(p1,...,pg)’, donde > p; = 1.
Definiremos ahora las GG variables aleatorias:
S 1, si la observacién pertenece al grupo j 1. G
I 0, en otro caso J= 5

y el resultado de una observacién es un valor del vector de G-variables x = (z1, ..., z¢) , que
serd siempre de la formax = (0, ..., 1, ...0)’, ya que s6lamente una de las G componentes puede
tomar el valor uno, el asociado a la clase observada para ese elemento. En consecuencia, los
componentes de esta variable aleatoria no son independientes, ya que estéan ligadas por la
ecuacion

e

ZZB]‘ =1.

J=1
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Para describir el resultado de la observaciéon bastaria con definir G — 1 variables, como se
hace en la distribucién binomial donde sélo se define una variable cuando hay dos clases,
ya que el valor de la iltima variable queda fijada al conocer las restantes. Sin embargo,
con més de dos clases es constumbre trabajar con las G variables y la distribucién de la
variable multivariante asi definida se denomina multinomial puntual. Tiene como funcién de
probabilidades

P(xy,..,x¢) = pit..05 —Hp

En efecto, como sélo una de las z; es distinta de cero, la probabilidad de que la j-ésima sea
uno es precisamente p;, la probabilidad de que el elemento observado pertenezca a la clase
j. Generalizando esta distribucién, sea (xy, ..., X,) una muestra de n valores de esta variable
multinomial puntual que resulta al clasificar n elementos de una muestra en las G clases. Se
denomina distribucion multinomial a la de la variable suma:

y = in
i=1

que indica el nimero de elementos en la muestra que corresponden a cada una de las clases.
Los componentes de esta variable, y =(y1, ..., yg)', representan las frecuencias observadas de
cada clase y podran tomar los valores y; = 0, 1, ...n, pero estdn sujetos a la restricciéon:

> yi=n, (9.21)

y su funcién de probabilidad sera:

n! n ne
—'pll...pG

P<y1 =N, ., Ya = nG) = nl' ne

donde Y n; = n. El término combinatorio tiene en cuenta las permutaciones de n elementos
cuando hay nq, ..., ng repetidos. Se comprueba que

E(y) =np = p,

| no 1,
Var(y) =n [diag(p) — pp'] = diag(p,)—~py by

donde diag(p) es una matriz cuadrada con los elementos de p en la diagonal y ceros fuera
de ella. Esta matriz es singular ya que los elementos de y estdn ligados por la ecuacién de
restriccién (9.21). Es facil comprobar que las distribuciones marginales son binomiales, con:

Ely;l =np;, DT [y;] = /pi(1 — p)).

Ademais, cualquier distribucién condicionada es multinomial. Por ejemplo, la de G — 1
variables cuando yg toma el valor fijo ng es una multinomial en las G — 1 variables restantes
con tamano muestral n’ = n — ng. La distribucién condicionada de y;, 2 cuando y3 =
ns,...,Yyg = Ng es una binomial, con n’ =n —nz — ny — ... — ng, etc.
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Ejemplo 9.3 En un proceso de control de calidad los elementos pueden tener tres tipos
de defectos: leves (A1), medios (As), graves (As) y se conoce que entre los elementos con
defectos la probabilidad de estos errores es p1 = P(A1) = 0,7, py = P(As) = 0,2; y
ps = P(A3) = 0,1. Calcular la probabilidad de que en los proximos tres elementos defectuosos
haya eractamente uno con un defecto grave.

Los defectos posibles en los tres siguientes elementos son, sin tener en cuenta el orden
de aparicion :

A1A1Ag ; A A A ; Ay Ay Ag

y sus probabilidades segin la distribucion multinomial serdn:

3!

P(ry =220 =0,25=1) = 2!0!1!0,72-0,20-0,1:0,147
3!

P(I’lzl,l’gzl,flfg:].) = m0,70,20,1:0,084
3!

P(r; =020 =2,25=1) = m0,70-0,22-0,1:0,012

Luego:

P(z3=1)=0,147+0,084 + 0,012 = 0, 243

Este resultado puede también obtenerse considerando la Binomial (A3As3) con probabili-
dades (0,9;0,1) y:

P(x3:1):(i’)o,1+0,92:0,243

9.5 LA DISTRIBUCION DE DIRICHLET

La distribuciéon de Dirichlet se introduce para representar variables que toman valores en-
tre cero y uno y cuya suma es igual a la unidad. Estos datos se conocen como datos de
proporciones (compositional data en inglés). Por ejemplo, supongamos que investigamos el
peso relativo que los consumidores asignan a un conjunto de atributos de calidad, y que las
evaluaciones de la importancia de los atributos se realizan en una escala de cero a uno. Por
ejemplo, con tres atributos un cliente puede dar las valoraciones (0.6, 0,3, 01) indicando
que el primer atributo tiene el 60% del peso, el segundo el 30% y el tercero el 10%. Otros
ejemplos de este tipo de datos son la proporcién de tiempo invertido en ciertas actividades
o la composicion en % de las distintas sustancias que contienen un grupo de productos. En
todos estos casos los datos son vectores de variables continuas x =(z1, ..., zg)" tales que, por
construccién, 0 < z; < 1 y existe la ecuacién de restriccion:

G
Z X = 1.
j=1
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Una distribucion apropiada para representar este tipo de situaciones es la distribucién de
Dirichlet, cuya funcién de densidad es:

F(Ofo) !
T(ay)(ay)..T(ag)

—1 ag—1
T

f(xq,...,zq) =

donde I'(.) es la funcién gamma y a = (a, ..., g)’ es el vector de pardmetros que caracteriza
la distribucién, y

G

oy =a'l = E aj.

j=1
Se demuestra que
E(x) = a/ag = p,,

por tanto, los pardmetros «; indican la esperanza relativa de cada componente y

11 1,
VCL’I"(X) —m(a—odzag(a)—a—gaa )

Esta expresién indica que la varianza de cada componente es:
aj(ag — o)

var(x;) = Z(ao 1)

y vemos que el pardmetro o determina la varianza de los componentes y que estas varianzas
decrecen rdpidamente con ag. Las variables de Dirichlet, al igual que las multinomiales, estdn
ligadas por una ecuacién de restriccién, con lo que no son linealmente independientes y su
matriz de covarianzas serd singular. Las covarianzas entre dos componentes son:

(67187

CO’U(CBiZB]’) = —m,

y las covarianzas también disminuyen con «g, pero son mayores cuanto mayores sean las
esperanzas de las variables.

El lector puede apreciar la similitud entre las férmulas de las probabilidades, medias y
varianzas para la multinomial y la Dirichlet. Esta similitud proviene de que en ambos casos
clasificamos el resultado en G grupos. La diferencia es que en el caso multinomial contamos
cuantas observaciones de n aparecen de cada grupo, mientras que en el de Dirichlet medimos
la proporcién que un elemento contiene de la cada clase. En la distribucién de Dirichlet
el pardmetro o tiene un papel similar al tamano muestral y los cocientes a;/ o a las
probabilidades.

9.6 LA NORMAL k-DIMENSIONAL
La distribucién normal escalar tiene como funcién de densidad:

f(z) = (%) 72 (2m) P exp {~(1/2)(z — )’} .



9.6. LA NORMAL K-DIMENSIONAL 275

Figura 9.1: Representacién de la distribucién Normal bivariante y sus marginales.

y escribimos x ~ N(u,0?) para expresar que x tiene distribucién normal con media p y
varianza o?.

Generalizando esta funcién, diremos que un vector x sigue una distribucién normal
p—dimensional si su funcién de densidad es:

F0) = [VI722m) P exp {—(1/2)(x — )V (x — p) } (9.22)

En la figura 9.1 se muestra el aspecto de una Normal bivariante con g = (0,0) y V =

{1 1/V/3

1/V3 1 } , v sus distribuciones marginales.

Escribiremos que x ~N,(p, V). Las propiedades principales de la normal multivariante
son:
1. La distribucion es simétrica alrededor de p.
La simetria se comprueba sustituyendo en la densidad x por p + a y observando que
f(p+a) =f(n—a).
2. La distribucién tiene un tinico maximo en p.

Al ser V definida positiva el término del exponente (x — u)'V~1(x — u) es siempre
positivo, y la densidad f(x) serd méxima cuando dicho término sea cero, lo que ocurre
para x = .

3. La media del vector aleatorio normal es g y su matriz de varianzas y covarianzas es
V.
Estas propiedades, que pueden demostrarse rigurosamente, se deducen de la compo-
racién de las densidades univariante y multivariante.

4. Si p variables aleatorias tienen distribucién conjunta normal y estdn incorreladas son
independientes.

La comprobacién de esta propiedad consiste en tomar en (9.22) la matriz V diagonal
y comprobar que entonces f(x) = f(x1),..., f(zp).
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5. Cualquier vector x normal p—dimensional con matriz V no singular puede convertirse

mediante una transformacién lineal en un vector z normal p—dimensional con vector
de medias 0 y matriz de varianzas y covarianzas igual a la identidad (I). Llamaremos
normal p—dimensional estdndar a la densidad de z, que vendra dada por:

1 1 1 1
f(z) = )2 exp {_EZ,Z} =117, 212 exp {—izf} (9.23)

La demostracién de esta propiedad es la siguiente: al ser V definida positiva existe
una matriz cuadrada A simétrica que consideramos su raiz cuadrada y verifica:

V =AA (9.24)
Definiendo una nueva variable:
z=A"1(x—p) (9.25)
entonces X = p + Az y segtn (9.14) la funcién de densidad de z es

fo(z) = fo(p + Az) |A]

y utilizando AV'A = I, se obtiene (??) Por tanto, cualquier vector de variables
normales x en P puede transformarse en otro vector de RP de variables normales
independientes y de varianza unidad.

Las distribuciones marginales son normales.

Si las variables son independientes la comprobacién de esta propiedad es inmediata.
La demostracién general puede verse, por ejemplo, en Mardia et al (1979).

Cualquier subconjunto de h < p variables es normal h—dimensional.

Es una extensién del la propiedad anterior y se demuestra analogamente.

Siyes (kx1), k<p, el vector y = Ax, donde A es una matriz (k X p), es normal

k—dimensional. En particular, cualquier variable escalar y = a’x, (siendo a’ un vector
1 X p no nulo) tiene distribucién normal.

La demostracién puede verse, por ejemplo, en Mardia et al (1979).

Al cortar con hiperplanos paralelos al definido por las p variables que forman la variable
vectorial, x, se obtienen las curvas de nivel, cuya ecuacién es:

(x — p)'Vi(x —p) = cte.

Las curvas de nivel son, por tanto, elipsoides, y definen una medida de la distancia de
un punto al centro de la distribucién. Esta medida ha aparecido ya en la descripcién
de datos del capitulo 3 donde estudiamos su interpretaciéon. Se denomina distancia de
Mahalanobis y la representaremos por :

D?=(x—p)Vix—p (9.26)
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Como ilustracion, consideremos el caso mds simple de dos distribuciones univariantes
indicado en la figura 13.3. La observacién x=3, indicada con una X, en el gréfico, esta
con la distancia euclidea mds cerca del centro de la distribuciéon A, que es cero, que del
centro de la B que es diez. Sin embargo, con la distancia de Mahalanobis la distancia del
punto X a la distribucién A que tiene desviacién tipica uno es (3 —0)?/1, mientras que
la distancia al centro de la B, que tiene desviacién tipica diez, es (3 — 10)?/10% = 0, 72
y el punto X estd mucho més cerca, con esta distancia, de la distribucién B. Esto es
consecuencia de que es mucho més probable que este punto provenga de la distribucién
B que de la A.

La distancia de Mahalanobis se distribuye como una y? con p grados de libertad.

Para comprobarlo, hagamos la transformacién (9.25) y como V~! = A=A ™! se ob