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Practico 4
Deduccion Natural - Logica Proposicional

Ejercicio 7

Bosquejo de solucion
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b. H) pFoy¢Fo.

T) ~(pn)Fo
Demo)

De la parte (a), sabemos que F = (=p A =) — ¢ V 1.

Por lo tanto (3D € DER)H (D) =0y C (D) = =(=p A —p) = ¢ V 1(A)

Como D € DER por (A) y =(—¢ A=) € DER por regla 1, aplicando la regla de elimi-
nacién del implica se cumple que (3D; € DER)H (D) = {~(=p A =)} y C (D) =
» VY (B)

Sea D el elemento construido en (B)

; ~(mp A )
2o A ) = p VY
eV
Ademés, por hipétesis tenemos las siguientes derivaciones (C):

» Como ¢ o, (3D, € DER)H (D) = {¢} v C (Ds) = 0.
Sea D,

E —

¥

N

o

» Como ¢ I o, (3D3 € DER)H (D3) = {¢} y C(Ds3) = 0.
Sea D3

¥

N

o

Por lo tanto, como Dy, Dy y D3 € DER por (A), (B) y (C), aplicando la regla de eli-
minacién del or, podemos afirmar que (3D, € DER)H (Dy) = {—~(-~p A =)} v C (D,) =
oy por lo tanto =(—p A =) F ¢ que es lo que queriamos probar.

La D, que se construye como testigo del existencial es la siguiente:

(e A-Y) ]! [Y]*
A
oV o o

d EV (1)
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Ejercicio 9

Bosquejo de solucion

a. Definicién inductiva de R C Pot(PROP) x PROP

{e}.p)eR
Si v) € Ry (I',v) € R entonces (I, o AY) € R

A1) € R entonces (I, ¢) € R

A1) € R entonces (I',¢) € R

{¢},v) € R entonces (I',p — ¢) € R

') e Ry (I',o — ¢) € R entonces (I',9) € R
vl Si (I', ) € R entonces (I, p V) € R

2
1 Si (T
Si (I
Si (
Si (
Si (
(T,
vir Si (I',¢) € R entonces (I, p V) € R
Si (L,
Si (T'U
Si (T
Si (I,
Si (
Si (
Si (
Si (

II1
v

v
VI

—

L,
r

Cﬁﬁ

IX

XI
XII
XIII
XIV

v) € Ry (I',p <> ¢) € R entonces (I',¢) € R
) e Ry (I'p <> 1) € R entonces (I', ¢) € R
F'u{e}, L) € R entonces (I',~¢) € R
I''-p)e Ry (I',p) € R entonces (I', L) € R
XV I') 1) € Ry ¢ € PROP entonces (I',p) € R
XVI IF'u{-¢}, L) € R entonces (I',¢) € R
xvit Si (I, ) € Ry A CPROP entonces (TUA,p) € R

Loégica 2024

V) e R, (I'U{p},y) € R, (T U{e},7v) € R entonces (I',y) € R
{eh, ) € Ry (' U{¢Y},¢) € R entonces (I', p <> ¥) € R

b. Damos dos secuencias de reglas distintas que construyen el elemento ({L}, LV 1) € R:

I
(def. de R, regla I.)

{1} L) eR
=> (def. de R, regla VIL.)
({1}, LV 1) eR

11
(def. de R, regla I.)

{1} L) eRr
= (def. de R, regla VIIL.)
({1}, Lv1)eR

¢. Queremos probar

Mp)eRelkp
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Directo

T,p)e R=TF¢p
<:_> (def. F) B
(V(I',y¢) € R)(3D € DER)H(D) CT'y C(D) = ¢

Demostraremos esto usando el PIP para R en (I, ¢).
En este punto, a modo de adelanto, se presentara la identificacion de la propiedad

y tres de los pasos inductivos para mostrar el estilo de la prueba. La demostracion
se encuentra en el anexo A al final del documento.

Identificamos la propiedad a utilizar,
P((T',p)) = (3D € DER)(H(D) C 'y C(D) = ¢)

Paso Inductivo 1

H) P((TI',¢)) : (3D € DER)(H(D) C 'y C(D) = ¢)
P((T',¢)) : (3D € DER)(H(D) € I'y C(D) = ¢)
T) P((I',¢ A9)): (FD € DER)(H(D) CT'y C(D) = ¢ A )

Demo.
Por hipotesis sabemos que existen las siguientes derivaciones, ambas ele-
mentos de DER,

y se cumple: H(D;) CT'y H(D,) C T
Luego, aplicando la regla I, de DER tenemos que

N/

¥
D € DER con D = pAY

=<§

In

Tomando D como testigo se cumple por construccon: C(D) = (¢ A ) y
H(D) = H(D,) U H(D,) C T

Paso Inductivo 4
H) P(TU{p},9)): (3D € DER)(H(D) C I'U{p} y C(D) = ¢)
T) P((I',¢ =) : (3D € DER)(H(D) CT'y C(D) = ¢ = ¥)
Demo.
Por hipdtesis sabemos que existe la siguiente derivacion, elemento de DER,

¥
A/
(G
donde H(D) CT U {yp}
Luego, aplicando la regla I, de DER tenemos que
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]!
N/
’QZ) ]1
D e€DERcon D' =¢p — 1
donde H(D') = H(D) — {¢}'.
Como H(D) CT'U{¢}, se cumple que H(D') = H(D) — {¢} CT.
Tomando D’ como testigo se cumple la tesis.

Paso Inductivo 8
H) P((T,p V¥)): (3D € DER)(H(D) C Ty C(D) = ¢ V1)
P((TU{¢},7)) : (3D € DER)(H(D) CT U {p}y C(D) 7)
P((TU{¢}, 7)) : (3D € DER)(H(D ) Cru{y}y (D) =)
Ccr

T) P((T',)) : (3D € DER)(H(D) C(D) =)
Demo.
Por hipétesis sabemos que existen las siguientes derivaciones, elementos
de DER,
W @ (8
,DQ = \/ y Dg = \/
eV ,y ~

donde se cumple H(D,) CI', H(D,y) CT'U{p}, H(Ds) CT U{¢}
Luego, aplicando la regla F\, de DER tenemos que

D1 Dgp} D:[;D]
D € DER con D = ~ by

donde H(D) = H(D1) U (H(D2) — {¢}) U (H(Ds) — {¢}).

Por lo que, aplicando la hipdtesis y conceptos conocidos de dlgebra de
conjuntos: H(D) C T

Tomando D como testigo se cumple la tesis.

'En esta aplicacién de I_, elegimos cancelar todas las ocurrencias de la hipétesis ¢ en en D
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Reciproco

Previamente se debe probar el siguiente Lema:

Lema (VD € DER)(H(D),C(D)) € R
Se probara usando el PIP para DER.

Loégica 2024

En este punto, a modo de adelanto, se presentara la identificacion de la propiedad,
el paso base y un par de pasos inductivos para mostrar el estilo de la prueba. La

demostracién se encuentra en el anexo B al final del documento.

Id. Propiedad P(D) := (H(D),C(D)) € R
Paso Base (HIP)

T) P(p) = (H(p),C(p)) € R

Demo.

(H(p),C(p))

= (Def. de Hip. y Conclusién en DER)

e} 9)

—> (Regla I def. de R)
({e} @) eR
Paso Inductivo I A

H) Sean D; = W y Dy = .

2
(H(D1),C(Dy)) € R

P(D)) -
P(Dy) = (H(D,),C(Dy)) € R
T) Sea D3 = ?

(Por H))

(D1),C(Dy)) € Ry (H(Dy),C(Dy)) € R

(H

—> (Def. de Conclusién en DER y D1, D2)
(H(D1),p) € Ry (H(D2),¢) € R
(Regla XVII def. R)

=
(H(D1) U H(Dz), ) € Ry (H(D1) UH(D2),1) €

= (Regla II def. R)
=> (Def. de Hip. y Conclusién en DER y D3)

(H(Ds),C(Ds)) € R
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Paso Inductivo E V

(0
H) Sean D; = W , Dy = \/yDg, W
eV 5
P(D1) = (H(Dy),C(Dy)) € R
P(D;) = (H(Dy),C(Dy)) € R
P(Ds) = (H(D3),C(D3)) € R
(0] (2]
N
T) Sea Dy = v ~ ~
VY . 2y
P(Ds) = (H(Dy),C(Dy)) € R
Demo.
(Por H))

(H(D1),C(D1)) € Ry (H(D»),C(D2)) € Ry (H(D;),C(Ds)) € R
—> (Def. de Hipétesis en DER y Da, D3, I'2, '3 finitos)
H

(H(D1),C(Dy)) € Ry (I U{p}, C(Dy)) € Ry (sU{y},C(Ds)) € R
Def. de Conclusién en DER y D1, D2, D3)

= (

(H(D1), V) € Ry (I2U{p},7) € Ry (sU{¢},7) € R

= (Regla XVII def. R)

(H(D) Ul ULz, V) € Ry (H(D) UL Ul U{p},7) € Ry
(H(Dy)UT,Ul'sU{v},y) €R

= (Regla IX def. R)

(H(Dy) Ul UT,v) €R

—> (Def. de Hipétesis y Conclusién en DER y Dy)

(H(D,),C(Dy)) € R

Reciproco

'Fep=T,¢) €R

Dem.

'@ = (3D €DER)(H(D) C Ty C(D) = ¢)

Sea ese elemento: D; € DER y I' C PROP, A C PROP tal que:
« '=H(D;)UA
= O(D1) =¢

(Por Lema anterior)
(H(D1),C(Dy)) € R
= (def. C(D1))
(H(Dl)v 90) €ER

= (Regla XVII def. R)
(H(Dl) U A’ 90) €ER
=> (Def.I')

(I'o) € R
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d. Queremos probar que para todo I' C PROP y para toda ¢ € PROP tales que: (I',¢) € R
existe un conjunto finito I, IV C T', tal que también se cumple (I, ) € R.

Sean I' C PROP y ¢ € PROP tales que (I', ¢) € R. Por la parte anterior, sabemos que I' F ¢,
que por definicion es equivalente a que exista D € DER tal que H(D) CT'y C(D) = .

Luego, como el arbol de derivcién D es un elemento construido inductivamente, este debe
ser finito. En particular, debe tener una cantidad finita de hojas, que se corresponden con
las hipotesis sin cancelar de D dadas por el conjunto H (D).

Entonces tomando I'' = H(D), sabemos que la derivacién D cumple H(D) C IV y C(D) =
. Lo anterior resulta equivalente a IV F ¢. Aplicando nuevamente la parte anterior
obtenemos (I, ¢) € R.

Ejercicio 12
Bosquejo de solucion

Comenzaremos intentando modelar la realidad utilizando férmulas de PROP. Por un lado,
utilizamos letras proposicionales para modelar los sintomas y los diagnosticos:

» p; = Tiene fiebre

» py = Tiene piel amarilla
» p3 = Tiene hepatitis

» p, = Tiene rubeola

Como se puede observar, los sintomas y diagndsticos son efectivamente elementos atémicos
ya que no se pueden descomponer en elementos més pequetios del lenguaje. Por otro lado,
representamos las reglas mediante formulas de PROP:

» Regla 1: 1 = (p1 V p2) = (p3 V pa)
» Regla 2: o9 = —ps V p1

» Regla 3: o3 = (p3 A —pg) — po

Sabemos que estas reglas se cumplen en la realidad planteada. Ademas de estas reglas,
tenemos las hipdtesis adicionales de que el paciente no tiene la piel amarillenta y tiene fiebre,
la cual podemos representar con las siguientes féormulas:

B P4 = P2

" P5 =D

De esta forma modelamos la realidad del problema. Ahora se nos plantean las preguntas
“;El paciente tiene rubeola?” y “; El paciente tiene hepatitis?”. Para contestarlas utilizando el
modelo construido, debemos verificar que a partir de nuestro conjunto de reglas e hipotesis
= {v1, p2, p3, 04, ©5} podemos demostrar las conclusiones p, (El paciente tiene rubeola) y p3
(El paciente tiene hepatitis). Esto es equivalente a analizar si se cumple que I' - py y T' F ps.

Péagina 9
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a. Primero vamos a probar que se cumple I' - py. Para esto, construimos la siguiente deri-
vacion:

[ps]" [—pa)?

» (p3 A\ —ps) = D2 D3 N\ P4 E[/\
_rL ) D2
(p1Vp2) = (3 Vps) Pivps LY T E=
FE = RAA(2
D3V i - p; RAA(2) [pa)!
i E v (1)

Por lo tanto, observamos que a partir de las reglas que se cumplen en nuestra realidad,
podemos demostrar que se cumple ps. En este caso, el paciente tiene rubeola.

b. Mirando las reglas de la realidad, ;se puede afirmar que el paciente tiene hepatitis?
Mirando las hipotesis que tenemos y tratando de sacar conclusiones en el metalenguaje,
podemos observar que no parece haber una linea de razonamiento que nos permita concluir
que el paciente tiene hepatitis. De forma andloga, tampoco parece haber una linea de
razonamiento que nos permita concluir que el paciente no tiene hepatitis.

Las dos afirmaciones anteriores quieren decir que nuestro conjunto de hipotesis no permite
determinar la veracidad de la afirmacién “tiene hepatitis”.

Volviendo al modelo realizado de la realidad con légica proposicional, no parece ser posible
probar I' F p3 ni I' F —p3. Para poder asegurar lo anterior, deberiamos ser capaces de
demostrar que efectivamente I' I/ p3 y T I/ —p3

I't7 ps I' —ps

<= (contrarreciproco de correccién) <= (contrarreciproco de correccién)

I ps I' & —ps

<i> (def. B&) <i> (def. )

(Fv:Val)v(I') =1y ov(ps) =0 (Fv:Val)u(I') =1y v(—=ps3) =0

Resta probar que (Fv: Val)v(I) =1y v(ps) =0y (Jv: Val)v(T) =1y v(-p3) =0
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1. Sea v; una valuacién tal que: v1(p1) = 1, vi(p2) =0, v1(p3s) =0y vi(py) =1
Hay que ver que v1(I') =1 y vy(p3) = 0:
v1(p1) = v1((p1 V p2) = (p3V pa)) = max = {1 —v1(p1 V p2), vi(psVpa)} =1
p2) = v1(=pa V p1) = maz{vi(—ps),vi(p1)} =1

v1(p2) =
Ul(<P3) vi((ps A ﬁp4) — p2) = maz{l — vi(p3 A pa), vi(p2)} =1
v1(pg) = Ul(_‘p2)
v1(ips) = vi(p1) =
U1(P3> =0

2. Sea vy una valuacién tal que: va(p1) = 1, ve(p2) =0, va(p3) =1y va(py) =1
Hay que ver que vo(I') = 1y va(—p3) = 0:
va(p1) = va((p1 V p2) = (p3V pa)) = max = {1 —va(p1 V pa), va(psVps)} =1

Ua(p2) = va(—pa V p1) = maz{va(—pa), v2(p1)} =1

v2(p3) = va((ps A —ps) = p2) = max{l — va(p3 A pa), va(p2)} =1
U2(ps) = v2(—p2) = 1

Uz(%) = 2)2(101) =

U2(“P3) =0
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A. Ejercicio 9 - Directo

T,p)eR=TFo
<=_> (def. F) ~
(V(I',p) € R)(ID € DER)H(D) CT'y C(D) = ¢

Demostraremos esto usando el PIP para R en (I, ).
Identificamos la propiedad a utilizar,

P((T',¢)) := (3D € DER)(H(D) C Ty C(D) = ¢)

Paso Base

T) P(({#}.¢)) : (3D € DER)(H (D) C {¢} y C(D) = ¢)

Demo.

(por regla HIP de DER)
© € DER
=> (tomando ¢ € DER como testigo)
(3D € DER)H(D) = {9} v C(D) = ¢
= (e} S{eh)
(3D € DER)(H(D) € {¢} vy C(D) = ¢)
Paso Inductivo 1
H) P((I',¢)) : (3D € DER)(H (D) C 'y C(D) = ¢)
P((I',¢)) - (3D € DER)(H (D) S I'y C(D) = ¢)
T) P(T,eAy)): (3D € DER)(H(D) S T'y C(D) = ¢ A1)
Demo.
Por hipdtesis sabemos que existen las siguientes derivaciones, ambas ele-

mentos de DER,
Dl = ; y DQ = ;
@ (8

y se cumple: H(D;) CT'y H(D,) CT
Luego, aplicando la regla I, de DER tenemos que

VY

¥

DEDERcon D= oA In

Tomando D como testigo se cumple por construccon: C(D) = (¢ A1) y
H(D) = H(D,) U H(D,) C T,
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Paso Inductivo 2
H) P((T,p Av)): (3D € DER)(H(D) S T'y C(D) = ¢ A1)
T) P((I',¢)) : (3D € DER)(H(D) S I'y C(D) = ¢)
Demo.
Por hipdtesis sabemos que existe la siguiente derivacion, elemento de DER,

pAYP
donde H(D) CT.

Luego, aplicando la regla Ex; de DER tenemos que

N/

p A
D' €DER con D' =" En

donde H(D') = H(D) y C(D) = .
Tomando D’ como testigo se cumple la tesis.
Paso Inductivo 3
H) P((T,¢o A)) : (3D € DER)(H (D)
T) P((I',¢)) : (3D € DER)(H(D) C I’

y C(D) =9 A1)

cr
y C(D) =)

Demo.
Por hipdtesis sabemos que existe la siguiente derivacion, elemento de DER,

pe
NP

con H(D) CT.
Luego, aplicando la regla Exo de DER tenemos que

N/

PAY
D' €DER con D' = N2

Razonando como en el paso anterior y tomando D’ como testigo se cumple
la tesis.

Paso Inductivo 4
H) P((I'U{e},¢)) : (3D € DER)(H(D) ST U {¢} y C(D) =)
T) P((I', — 1)) : (ID € DER)(H(D) CT'y C(D) = ¢ = ¢)
Demo.
Por hipotesis sabemos que existe la siguiente derivacion, elemento de DER,

¥

p- \Y/
(&
donde H(D) C T
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Luego, aplicando la regla I_, de DER tenemos que

]!
4/
w [1
D €DERcon D' =¢p — 1
donde H(D') = H(D) — {¢} 2.
Por lo tanto: H(D') C H(D) C T’
Tomando D’ como testigo se cumple la tesis.

Paso Inductivo 5
H) P((T,¢)): (3D € DER)(H(D) C Ty C(D) = ¢
P((T, o — 1)) : (§ID €DER)(H(D)CT'y C(D
T) P((I,v)) : (3D € DER)(H(D) C Ty C(D) = ¥
Demo.

= = 1))

— —

Por hipdtesis sabemos que existen las siguientes derivaciones, ambas ele-

mentos de DER,
p— X yp,—
Y=Y

¥
con HD,) CT'y HD,) CT'y
Luego, aplicando la regla £, de DER tenemos que

AS
1
<

D € DER con D = Y

Tomando D como testigo se cumple por construccén: C(D) =y H(D) =
H(Dy) U H(D,) CT.

Paso Inductivo 6
H) P((T',)): (3D € DER)(H(D) C T
T) P((T,¢ V1)) : (3D € DER)(H (D)
Demo.

Por hipdtesis sabemos que existe la siguiente derivacion, elemento de DER,

Luego, aplicando la regla I,,; de DER tenemos que

NS

¥
D' € DER con D' = ¢ V1)
donde H(D') = H(D) y C(D) = p V.

Tomando D’ como testigo se cumple la tesis.

Iy

Paso Inductivo 7

ZNotar que podrfa ocurrir que ¢ € H(D) y en ese caso H(D) = H(D')
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H) P((T',%)) : (3D € DER)(H(D) C T
T) P((T,¢ V¢)): (3D € DER)(H(D)
Demo.

y C(D)
CrycCc([D

Por hipdtesis sabemos que existe la siguiente derivacion, elemento de DER,

po
¥

Luego, aplicando la regla I,,5 de DER tenemos que

N/

D' € DER con D' = ¢ V 1) Iz
donde H(D') = H(D) y C(D) = ¢ V.
Tomando D’ como testigo se cumple la tesis.

Paso Inductivo 8

H) P((I,¢V¥)): (3D € DER)(H(D) CT'y C(D) = ¢ V)
P((C'U{p}. 7)) : (3D € DER)(H(D) C T U{p} y C(D) =)
P('U{¢},7)) - (3D € DER)(H(P) C T'U {¢} y C(D) = 7)

T) P((I',7)) : (3D € DER)(H (D) 'y (D) =)

Demo.
Por hipotesis sabemos que existen las siguientes derivaciones, elementos de
DER,
@ (8
N b N vme= N
PV v Y
donde se cumple H(D;) C I' para i € {1,2,3}.
Luego, aplicando la regla E\, de DER tenemos que
Dl Dgﬁ] D:[;M
D €DER con D = v By

donde H (D) = H(D1) U (H(D2) —{}) U (H(Ds) — {¢}).

Por lo que, aplicando la hipdtesis y conceptos conocidos de algebra de con-
juntos: H(D) C T

Tomando D como testigo se cumple la tesis.
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Paso Inductivo 9
H) P(TU{¢},¢)): (3D € DER)(H(D)
P((I'U{¥}, ¢)) : (3D € DER)(H (D)
T) P((I'p <> ¥)) : (ID € DER)(H (D) C
Demo.

Por hipdtesis sabemos que existen las siguientes derivaciones, ambas ele-
mentos de DER,

Clu{p}yC(D)=1)
Cru{y}yC(D) =y
Ly C(D)=yp <)

@ (8

D= N/ ¥yP= N/

(0 2

Luego, aplicando la regla I, de DER tenemos que

DESD] Dgr/)] I
DEDERcon D= o<+ 7
Por construccién: H(D) = (H(D;y) — {¢}) U (H(Ds) — {¢}).
Por lo que, aplicando la hipdtesis y conceptos conocidos de algebra de con-
juntos: H(D) CT.
Tomando D como testigo se cumple la tesis.
Paso Inductivo 10
H) P((I,)) : (3D € DER)(H(D) C Ty C(D) = )
P, ¢ <+ 9)): (3D € DER)(H (D) C 'y C(D) = ¢ > ¥)
T) P((T',¢)) : (3D € DER)(H (D) CT'y C(D) = ¢
Demo.
Por hipdtesis sabemos que existen las siguientes derivaciones, ambas ele-

mentos de DER,
D, = Y y Dy = v

P

donde H(D,) CT'y H(D,) C T
Luego, aplicando la regla E.,; de DER tenemos que

B A
Y > Y %2 E
D € DER con D = " ol

Por construccén se cumple: C(D) = y H(D) = H(D;) UH(D,) CT.
Tomando D como testigo se cumple la tesis.
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Paso Inductivo 11
H) P((T',¢)) : (3D € DER)(H(D) C Ty C(D) = )
P((T' ¢ 1)) : (3D € DER)(H(D) C T y C(D) = p + 1)
T) P((I'y)) : (3D € DER)(H(D) C 'y C(D) = o)
Demo.

Por hipdtesis sabemos que existen las siguientes derivaciones, ambas ele-
mentos de DER,

donde H(Dy) CT'y H(Dy) CT
Luego, aplicando la regla E.,5 de DER tenemos que

B A

< v B
D € DER con D = 0 2

Por construccén se cumple: C(D) = ¢y H(D) = H(D;) U H(D,) C T
Tomando D como testigo se cumple la tesis.

Paso Inductivo 12

H) P((TU{¢}, L)) : (3D € DER)(H(D) ST U{p}y C(D) = 1)
T) P((T',~¢)) : (A(D € DER)H(D) C I'y C(D) = )
Demo.

Por hipotesis sabemos que existe la siguiente derivacion, elemento de DER,

p-\/

L
donde H(D) CT.
Luego, aplicando la regla I, de DER tenemos que

]

N

1
D' € DER con D' = "=p I

donde H(D') = H(D) — {¢}.
Por lo tanto: H(D') C H(D) C T’
Tomando D’ como testigo se cumple la tesis.
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Paso Inductivo 13

H) P((T',~¢)) : (3D € DER)(H(D) C 'y C(D) = —)
P((I',¢)) : (3D € DER)(H (D) CT'y C(D) = ¢)
T) P((T', L)) : (3D €DER)(H(D) CT'y C(D) = 1)

Demo.

Por hipdtesis sabemos que existen las siguientes derivaciones, ambas ele-
mentos de DER,

®
donde se cumple: H(D;) C I' para i € {1,2}.
Luego, aplicando la regla E_ de DER tenemos que

A B

' 2
D € DER con D = 1

E.

Por construccén se cumple: C(D) = Ly H(D) = H(D,) UH(D,) CT.
Tomando D como testigo se cumple la tesis.

Paso Inductivo 14
H) P((T', 1)) : (3D €DER)(H(D) C Ty C(D) = 1)
T) P((T,¢)) : (3D € DER)(H(D) C Ty C(D) = ¢)

Demo. Por hipotesis sabemos que existe la siguiente derivacion, elemento de

DER,
p-
1
Luego, aplicando la regla E; de DER tenemos que

L
D' €DERcon D' =" £y

donde H(D') = H(D) y C(D) = ¢.
Tomando D’ como testigo se cumple la tesis.
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Paso Inductivo 15
H) P((TU{-¢}, 1)) : (3D € DER)(H(D) CTU{=p} y C(D) = 1)

T) P((T.y)): 3(D € DER)H(D) CT'y C(D) = ¢)
Demo. Por hipdtesis sabemos que existe la siguiente derivacion, elemento de
DER,

P
o= \/
1

donde H(D) CT.
Luego, aplicando la regla RAA de DER tenemos que

[—¢]

N

2
D' €DERcon D' = L

donde H(D') = H(D) — {—¢}.
Por lo tanto: H(D') C H(D) C T
Tomando D’ como testigo se cumple la tesis.

RAA

Paso Inductivo 16
H) P((I',¢)) : (3D € DER)(H(D) C I'y C(D) = o)
T) P(TUA,y)): (3D €DER)(H(D) CTUA y C(D) = ¢)
Demo. Considerando la misma derivacién D que surge de la hipdtesis se cum-

ple que:
HMD)CT CTUA
C(D) =
Por lo tanto, tomando la misma D como testigo se cumple la tesis.

Como se cumplen todas las hipétesis del PIP para R, podemos afirmar que:
(V(I',p) € R)(3D € DER)(H(D) C 'y C(D) = ¢)

Completando esto la demostracion del directo del enunciado a probar.
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B. Ejercicio 9 - Reciproco - Lema
Lema (VD € DER)(H(D),C(D)) € R
Se probara usando el PIP para DER.
Id.Propiedad P(D) := (H(D),C(D)) € R
Paso Base (HIP)

T) P(e) = (H(¢),C(p)) €R

Demo.

(H(p), Cle))

= (Def. de Hip. y Conclusién en DER)

e}, )

= (Regla I def. de R)
({e}, o) e R

Paso Inductivo I A

H) Sean D; = W y Dy = 7
¥

P(D,) = (H(D:1),C(D1)) € R
P(D,) = (H(D;),C(Dy)) € R

7Y

7 n
P(Ds3) = (H(Ds),C(Ds)) € R

T) Sea D3 =

Demo.
(Por H))

(H(D1),C(Dh)) € Ry (H(D2),C(Dy)) € R

—> (Def. de Conclusién en DER y D1, D3)

(H(Dl)a 90) €ER y (H<D2)7¢) €ER

=> (Regla XVII def. R)

(H(D1) UH(Ds),¢) € Ry (H(D1) UH(D2),v) € R
= (Regla II def. R)

(H(D1) U H(D2),p N1p) € R

—> (Def. de Hip. y Conclusién en DER y Ds3)

(H(D3),C(Ds)) € R
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Paso Inductivo E A,

H) Sea D, = W

NP
P(Dy) = (H(D1),C(Dy)) €

N4

20V Bay
P(Dy) = (H(D,),C(Dy)) €

T) Sea Dy =

Demo.

Paso Inductivo E A,

H) Sea D, = W

pNY
P(Dy) = (H(D1),C(Dy)) €

N

T) SeaDZZSO/\wE/\'
0 LAy

P(D,) = (H(Dy),C(Dy)) €

Demo.

Facultad de Ingenieria

R

€ER

(Por H))

(H(D1),C(Dy)) € R

=> (Def. de Conclusién en DER y Dy)
(H

(D1),p AY) € R

= (Def. de Hip en DER y D)
(H(Ds),p NY) € R

= (Regla III def. R)

(H(Ds),p) € R

= (Def. de Conclusién en DER y Ds)

(H(D,),C(Dy)) € R

(Por H))

(D1), C(D1)) € R

(H
—> (Def. de Conclusién en DER y D7)
(

—~

= (Def de Hip en DER y D3)
(H(Ds), o ANY) € R
= (Regla IV def. R)
(H(D,),¢) € R
—> (Def. de Conclusién en DER y Ds)

(H(D2),C(D,)) € R

Loégica 2024
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Paso Inductivo I —

¥

H) Sea D, = \D/ :
(0
P(D,) = (H(D:1),C(D1)) € R

]

T) Sea Dy = \D/

o=
P(D;) = (H(D,),C (D)) € R

I —

Demo.
(Por H))

(H(D1),C(Dy)) €ER

—> (Def. de Hipétesis en DER y Dy y I'1 finito)
(T U{e},C(Dy) € R

= (Def. de Conclusién en DER y D;)

(M Ufer,v) e R
= (Regla V def. R)

(Fl, © — 7,[)) €ER
—> (Def. de Hipétesis y Conclusién en DER y Da)

(H(Dy),C(D2)) € R
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Paso Inductivo E —

H) Sean D1 = ; y DQ = i .
o= ©
P(Dy) = (H(D1),C(Dy)) € R

P(D;) = (H(Dy),C (D)) € R

NN

A 4
(0

P(D3) = (H(D3),C(D3)) € R

T) Sea D3 = :
E —

Demo.
(Por H))

(H(D1),C(Dy)) € Ry (H(D2),C(Ds)) € R

= (Def. de Conclusién en DER y D1, D3)

(H(D1),p =) € Ry (H(D2), ) € R

= (Regla XVII def. R)

(H(Dy) UH(Dy), ¢ = ¥) € Ry (H(D1) UH(Dy),¢) € R
= (Regla VI def. R)

(H(D1) U H(D2), ) € R

—> (Def. de Hipétesis y Conclusién en DER y Ds3)

(H(D3),C(Ds)) € R

Paso Inductivo I Vv,

H) Sea D, = W

'
P(D,) = (H(D:1),C(D1)) € R

N

¥
ey 'V

P(D;) = (H(Dy),C(Ds)) € R

T) Sea Dy =

Demo.
(Por H))

(H(D),C(Dy)) € R

—> (Def. de Conclusién en DER y D1)

= (Regla VII def. R)

(H(D1),pVY) R

—> (Def. de Hipétesis y Conclusién en DER y Da)

(H(D,),C(Dy)) € R
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Paso Inductivo I V,

H) Sea D, = ?

P(D,) = (H(D:1),C(D1)) € R

£

¢
eV
P(D;) = (H(Dy),C(Ds)) € R

T) Sea Dy = :
JAVSS

Demo.
(Por H))

(H(D1),C(Dy)) € R

—> (Def. de Conclusién en DER y D7)

(H(Dl)7 w> S

= (Regla VIII def. R)

(H(Dy),p Vi) € R

= (Def. de Hipo6tesis y Conclusién en DER y Da)

(H(D,),C(D2)) € R

Paso Inductivo E V

4 (0
H) Sean D; = , Dy = WyDgz W
PVY v v
P(Dy) = (H(D:1),C(D1)) € R
P(D,) = (H(D;),C(D;)) € R
P(Ds3) = (H(D3),C(Ds)) € R
[¢p] 4]
D/ 1!
T) Sea Dy = W \7/ ~
VY . By

P(Dy) = (H(Dy4),C(Dy)) € R

Loégica 2024
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Demo.
(Por H))

(H(D1),C(D1)) € Ry (H(D2),C(D2)) € Ry (H(D3),C(Ds)) € R

—> (Def. de Hipétesis en DER y Da, D3, 2, '3 finitos)

(H(D1),C(Dy)) € Ry (I U{p},C(D,)) € Ry (I3 U{v},C(Ds)) € R

= (Def. de Conclusién en DER y D1, D2, D3)

(H(D1),pve)e Ry TaU{p},7v) € Ry (I3U{},7) ER

= (Regla XVII def. R)

(HD) UL ULz, o V) € Ry (HD) UL U3 U{p},7) €ERY
(HDy)UTulsU{y},y) €R

= (Regla IX def. R)

(H(D;)Ul'yUT3,7) € R

= (Def.de Hipétesis y Conclusién en DER y Dy)

(H(D4),C(Dy)) € R

Paso Inductivo I <

@ (G
H) Sean D; = \D/ y Dy = W
P(Dy) = (H(g1)70(pl)) €R ’
P(Dy) = (H(D,),C(Ds)) € R

(0] [w;
T) Sea D3 = Y W
¥

Q1
P(Ds3) = (H(D3),C(Ds)) € R

I <

Demo.
(Por H))

(H(D1),C(D1)) € Ry (H(D»),C(Ds)) € R

—> (Def. de Hipétesis en DER y D1, D2, I'1, s finitos)
T1U{p}.C(D1) € Ry T2 U{y},C(D,)) €R
= (Def. de Conclusién en DER y D1,Ds )

Tru{et.¥) e Ry (IU{¢},p) €ER

= (Regla XVII def. R)

iUl U{pt, ) e Ry (MUl U{Y},p) €R
= (Regla X def. R)

MUl y)eR

—> (Def. de Hipétesis y Conclusién en DER y Ds3)

(H(D3),C(Ds)) € R
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Paso Inductivo E <>

H) Sean D; = Wym: .
Y > Y ®
P(Dy) = (H(Dy),C(Dy)) €R

P(D;) = (H(Dy),C (D)) € R

NN

R %2
(G

P(D3) = (H(D3),C(D3)) € R

T) Sea D3 = :
E <

Demo.
(Por H))

(H(Dy),C(Dy1)) € Ry (H(D,),C(Ds)) € R

= (Def. de Conclusién en DER y D1, D3 )
(H(D1),p <> v) € Ry (H(Ds),¢) € R
= (Regla XVII def. R)

(H(D1) UH(Dy), ¢ <> ¥) € Ry (H(D)UH(Da2), ) € R

= (Regla XI def. R)
(H(D1) U H(D2), ) € R
—> (Def. de Hipétesis y Conclusién en DER y Ds3)

(H(D3),C(Ds)) € R

Paso Inductivo E <>,

H) Sean D; = Wy%: .
Y (G
P(Dy) = (H(Dy),C(Dy)) €R

P(D;) = (H(D,),C(D2)) € R

NN

T) Sea D3 = .
VS DsZo 0y v L
2

P(Ds) = (H(D3),C(Ds)) € R

Loégica 2024
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Demo.

Paso Inductivo I —

H) Sea D, =

Facultad de Ingenieria

jun)

(Por H)
(H(D1),C(Dy)) € Ry (H(D2),C(D2)) € R

o

T

—> (Def. de Conclusién en DER y D1, D> )

(H(D1), o <> ¢) € Ry (H(Ds),¥) € R
= (Regla XVII def. R)
(H(D1) UH(D2),p <> v) € Ry (H(D1) U H(Ds), )
= (Regla XII def. R)

H(Dy)UH(Dy), 0) €

— (Def. de Hipétesis y Conclusién en DER y Ds3)

(H(Ds3), C(Ds)) € R

—~

2

N/

L

P(D,) = (H(D:1),C(D1)) € R

]

T) Sea D, = \'7

P

I—

P(D,) = (H(D;),C(D2)) € R

Demo.

(Por H))

(H(Dy),C(Dy)) € R

= (Def. de Hipoétesis en DER y D1, T'; finito)
(T1U{e},C(D1) € R

—> (Def. de Conclusién en DER y Dy )
(FIU{§0}7J-) €ER

= (Regla XIII def. R)

(Fla _‘90) €ER

—> (Def. de Hipétesis y Conclusién en DER y Da)

(H(D,),C(Dy)) € R

€ER

Loégica 2024
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Paso Inductivo E —

H) Sean D; = W y Dy = .
P 2

P(D,) = (H(D:1),C(D1)) € R

P(D;) = (H(Dy),C (D)) € R

NN

e
1
P(Ds) = (H(Ds),C(Ds)) € R

T) Sea D3 = :
E=

Demo.
(Por H))

(H(D,),C(Dy) € Ry (H(D),C(Dy)) € R

= (Def. de Conclusién en DER y D1, D3 )

(H(Dl)a _'()0) €Ry (H(D2>7 90) S

= (Regla XVII def. R)

(H(D1) UH(Ds),~¢) € Ry (H(D1) UH(Ds),9) € R
= (Regla XIV def. R)

(H(D))UH(D,), 1) € R

= (Def. de Hipétesis y Conclusién en DER y D3)

(H(D3),C(Ds)) € R

Paso Inductivo E L

H) Sea D, = W

1
P(D,) = (H(D:),C(D1)) € R

N4

L .
TEJ_

P(D,) = (H(D;),C(Dy)) € R

T) Sea Dy =

Demo.
(Por H))

(H(D,),C(Dy)) € R

= (Def. de Conclusién en DER y Dy )
(H(Dy),L)eR

= (Regla XV def. R)

(H(D1), ) € R

—> (Def. de Hipétesis y Conclusién en DER y Da)

(H(Dy),C(D2)) € R
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Paso Inductivo RAA

R4

H) Sea D, = \D/

1
P(D,) = (H(D:1),C(D1)) € R

[—]
T) Sea D, = \'7
—>— RAA
P(Dy) = (H(Ds),C(Ds)) € R

Demo.
(Por H))

(H(Dy),C(Dy)) € R

= (Def. de Hipoétesis en DER y D1, T'; finito)
(MU}, (D)) € R

= (Def. de Conclusién en DER y Dy )
(CrU{=p}, L) e R

= (Regla XVI def. R)

(Fla SD) €ER

= (Def. de Hipo6tesis y Conclusién en DER y Do)

(H(D,),C(D2)) € R

Loégica 2024

Por lo demostrado en el paso base, todos los pasos inductivos y aplicando el PIP para

DER se cumple la propiedad

(VD € DER)(H (D), C (D)) € R)
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