| Torsion

6-1. Introduccion

i En los primeros cuatro capitulos se presentaron métodos detallados de
- andlisis para determinar los esfuerzos y las deformaciones en barras carga-

das axialmente. Relaciones analogas para miembros sometidos a pares de
torsién respecto a sus ejes longitudinales serdn desarrolladas en este capi-

- tulo, Las relaciones constitutivas por cortante vistas en el capitulo prece-
dente serdn usadas para este fin. Las investigaciones se confinan al efecto de

u solo tipo de accion (es decir, al de un par de torsién que genera una tor-

sidnt en un miembro). Los miembros sometidos simultdneamente a torsién
} yflexion, que ocurren con frecuencia en la practica, serdn tratados en el ca-
} pitulo 13.

Por mucho, la gran parte de este capitulo se dedica a miembros de sec-

| ciones transversales circulares, ya sean macizas o bien tubulares. La solu-
 cién de tales problemas eldsticos e ineldsticos puede obtenerse usando los
| procedimientos de la mecédnica de sélidos. Para la solucion de problemas

de torsion con secciones transversales no circulares deben emplearse los
métodos de la teorfa matemdtica de la elasticidad (o elementos finitos).

b Este tema se estudia brevemente para hacer consciente al lector de las
| diferencias en tales soluciones respecto a las de los miembros circulares.
i Ademas, para enfatizar la diferencia en las soluciones analizadas, este capi-
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tulo estd subdividido en cuatro partes distintas. Sin embargo, debe notarse
que en la préctica, los miembros para transmitir pares de torsion, como fle-
chas para motores, pares de torsién para equipo de potencia, etc. son predo-
minantemente circulares macizos o tubulares en sus secciones transversales.
Por lo tanto, numerosas aplicaciones caen dentro del alcance de las formulas
deducidas en este capitulo. '

6-2. Aplicacién del método de las secciones

En la mecéncia de sélidos, al analizar los miembros respecto a pares de tor-
sién, independientemente del tipo de seccién transversal que se tenga, se
emplea el método bésico de las secciones (Seccidn 1-2). Para los problemas
de torsién analizados aqui, hay sélo una ecuacién importante de estatica.
Entonces, si el eje x esta dirigido a lo largo de un miembro, tal ecuacién es
> M, = 0. Por consiguiente, en sistemas estiticamente determinados, sélo
puede haber un par de torsién reactivo. Después de determinar este par, €l
andlisis empieza separando un miembro por una seccién perpendicular al
eje del miembro. Entonces cualquier lado de un miembro puede ser aislado
y encontrar asi €l par de torsién interno. Este par de torsidn interno debe
equilibrar los pares aplicados externamente (es decir, los pares de torsion
externo e interno son iguales) pero ellos tienen sentido opuesto. En proble-
mas estdticamente determinados, el cdlculo formal de una reaccidén puede
pasarse por alto aislando un segmento de barra que contenga el extremo no
soportado. Sin embargo, el equilibrio de todo el sistema debe estar siempre
garantizado. En los problemas estdticamente indeterminados, las reaccio-
nes deben siempre encontrarse antes de poder calcular los pares de torsién
internos. En la Seccidn 6-9 de este capitulo se proporciona alguna guia para
el cdlculo de las reacciones en problemas estdticamente indeterminados.
Por simplicidad, los miembros tratados en este capitulo serdn supuestos
“sin peso” o soportados a intervalos frecuentes tales que pueda no tomarse
en cuenta el efecto de la fiexion. De momento, las fuerzas axiales que pue-
den también actuar simultdneamente sobre las barras no serdn consideradas.

L
Ejemplo 6.1

Encuentre el par de torsién interno en la seccién K-K para la flecha mos-
trada en la figura 6-1(a) sobre la que actian los tres pares de torsién indi-
cados.

SOLUCION

El par de torsién de 30 N-m en C estd equilibrado por los dos pares de 20 y

10 N'm en A y B, respectivamente. Por tanto, el cuerpo en su conjunto estd

en equilibrio. Luego, pasando una seccién K-X perpendicular al ¢je de la

barra en cualquier parte entre A y B, se obtiene un diagrama de cuerpo li-

l;e de una pdite de la flecha mostrado en la figura 6-1(b). Entonces, de
M =00

par de torsion aplicado externamente = par de torsion interno
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20 N-m
par interno de torsion

(b

Fig. 6-1

se concluye que ¢l par de torsién interno o resistente desarrollado en la fle-
cha entre A y B es de 20 N-m. Consideraciones similares conducen a la
conclusién de que el par de torsidn interno resistido por la flecha entre By
Cesde 30 N'm.

Puede verse intuitivamente que para un miembro de seccidn transver-
sal constante, el par de torsidn interno maximo causa ¢l esfuerzo maximo e
impone la condicién mds severa sobre el material. Por lo tanto, al investi-
gar un miembro a torsion, varias secciones deben examinarse para deter-
minar ¢l par de torsidén interno maximo. Una seccién donde se desarrolia
el mdximo par de torsién interno es la seccién critica. En el ejemplo 6-1,1a
seccién critica es cualquier seccién entre los puntos B y C. Si el miembro
varia en tamaiio, es mis dificil decidir déonde el material estd mas sometido
a un esfuerzo critico. Varias secciones tendrdn que ser investigadas y sus es-
fuerzos calculados para determinar la seccién critica. Esas situaciones son
andlogas al caso de una barra axialmente cargada y deben desarrollarse
medios para determinar los esfuerzos como funcién del par de torsién in-
terno y del tamaiio del miembro. En las siguientes secciones se obtendran
las férmulas necesarias.

En vez de flechas curvas como en la figura 6-1, se usardn también en es-
te texto vectores de cabeza doble que obedezean la convencién de signos
asociada a la regla de la mano derecha; véase la figura 6-2. El par de torsién
T es un vector, similar al vector fuerza P encontrado en la Seccién 1-4. Co-
mo la direccién de T se conoce a priori, por simplicidad se usa su represen-
tacién escalar T.

G ="

Fig.6-2 Representaciones alternati-
vas de un par de torsidn.
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6-3. Hipotesis basicas para miembros

circulares

Para establecer una relacién entre el par de torsién interno v los esfuerzos
que €ste genera en miembros con secciones transversales circulares maci-
zas y tubulares, es necesario plantear dos hipdtesis, cuya validez se justifi-
car4 después. Estas, junto con la homogeneidad del material, son:

L

Una seccién plana de material perpendicular al eje de un miembro cir-
cular permanece plana después de aplicados los pares de torsidn (es
decir, no tiene lugar ningin alabeo o distorsién de planos paralelos
normales al eje de un miembro).!

En un miembro circular sometido a un par de torsién, las deformacio-
nes unitarias cortantes vy varfan linealmente desde el efe central, alcan-
zando vy, en la periferia. Esta hipétesis est4 ilustrada en la figura 6-3
y significa que un plano imaginario como el DO, O05C se traslada al
D’0,0,C cuando se aplica el par de torsién. Alternativamente, si un
radio imaginario O;C se considera fijo en direccidn, radios similares
inicialmente en O,B y O,D girardn a las respectivas nuevas posiciones
,B'y O.D’. Esos radios permanecen rectos.

Debe recalcarse que estas hipotesis son vdlidas sélo para miembros

circulares macizos y tubulares. Para este tipo de miembros, estas hipé-
tesis funcionan tan bien que son aplicables mds alld del limite de com-
portamiento eldstico de un material. Estas hipotesis se usaran de nuevo
en la seccién 6-13, donde se analiza la distribucién del esfuerzo mads
alla del limite proporcional.
Si la atencion se confina a un material linecalmente eldsfico, la ley de
Hooke es aplicable y se infiere que el esfuerzo cortante es proporcional
a la deformacion unitaria cortante. Para este caso se encuentra una con-
cordancia completa entre las cantidades determinadas experimental-
mente y las calculadas con las formulas derivadas de esfuerzo v
deformacién basadas en esas hipdtesis. Ademds, su validez puede de-
mostrarse rigurosamente con los métodos de la teoria matemdtica de la
elasticidad.

Para pequefias deformaciones se supone que planos paralelos perpendiculares al eje

permanecen separados una cierta distancia constante. Esto no es cierto si las deformaciones
son grandes. Sin embargo, como las deformaciones usuales son muy pequeiias, las esfuerzos
no considerados aqui son despreciables. Para los detalles, véase 8. Timoshenko, Strength of
Materials, 3a. ed., parte IT, Advanced Theory and Problems, Nueva York: Van Nostrand, 1956,
capitulo. VI,

Fig.6-3 Variacién de la deforma-
cién unitaria en un miembro circu-
lar sometido a un par de torsién.
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6-4. La formula de la torsion

En el caso eldstico, con base en las hipétesis previas, como el esfuerzo es
proporcional a la deformacién unitaria y ésta varia linealmente desde ¢l
centro, los esfuerzos varian linealmente desde el eje central de un miembro
circular. Los esfuerzos inducidos por las deformaciones supuestas son es-
fuerzos cortantes y se encuentran en el plano paralelo a la seccién normal
al eje de una barra. La variacién del esfuerzo cortante se infiere directa-
mente de la hipitesis de la deformacién unitaria cortante y del uso de la
ley de Hooke por cortante dada por la ecuacién 5-1. Esto se ilustra en la fi-
gura 6-4. A diferencia del caso de una barra cargada axialmente, este es-
fuerzo no es de intensidad uniforme. El esfuerzo cortante méximo ocurre
en los puntos més remotos del centro O y se designa por 7,,,;,. Es0s puntos,
como los C'y D enlas figuras 6-3 y 6-4, se encuentran en la periferia de una
seccién a una distancia ¢ del centro. Para una variacién lineal del esfuerzo
cortante, en cualguier punto arbitrario a una distancia p desde O, el esfuer-
zo cortante es (p/C )T,

El par de torsion resistente puede expresarse en t€érminos del esfuerzo
una vez que la distribucion de éste en una seccién se ha establecido. Por
equilibrio, este par de torsion resistente debe ser igual al par de torsion T
aplicado externamente. Por consiguiente,

f E"'max dA p=T
A C
esfuerzo d4rea
S ——
fuerza brazo
par de torsion

donde la integral suma todos los pares de torsién desarrollados sobre el
corte por las fuerzas infinitesimales actuando a una distancia p desde el eje
del miembro, O en la figura 6-4, sobre toda el 4rea A de la seccién transver-
sal y donde T es el par de torsién resistente.

7= Gy
Ley de Hooke
Variacion de Ia Variacidn def
deformacion esfuerzo cortante
uhitaria cortante Tméx -
5 [A A dA=T

Fig.6-4 Hipétesis de la deformaci6n unitaria cortante que conduce a una distribu-
cién del esfuerzo cortante eldstico en un miembro circular.
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En una seccién dada cualquiera, 7,,4, ¥ ¢ SOn constantes; por consiguien-
te, la relacién previa puede escribirse como

Tmtx I p?dA =T (6-1)
€ Ja

Sin embargo, [, p>dA que es el momento polar de inercia del drea de una
seccién transversal, es también una constante para un 4rea transversal par-
ticular. Ser4 designado por I, en este texto. Para una seccidn circular, dA =
2wp dp, donde 27p es la circunferencia de un anillo? de radio p de ancho
dp. Por consiguiente,

I°  wet | mdt

Pl - _ T4 .
i, 2 "= ©P

¢
IP=Jp2dA =J. 2np’dp = 2w
A 0

O bien

(6-2)

donde d es el didmetro de un eje macizo circular. Si ¢ o d se mide en mili-
metros, I, tlene unidades de mm?; si se mide en pulgadas, las unidades son
entonces in*.

Usando el simbolo I, para el momento polar de inercia de un area cir-
cular, la ecuacidn 6-1 puede escribirse en forma mds compacta como

(6-3)

Esta ecuacion es la bien conocida férmula de la torsion® para flechas circu-
lares que expresa el esfuerzo cortante maximo en términos del par de tor-
sién resistente y las dimensiones del miembro. Al aplicar esta férmula, el
par de torsion interno T puede expresarse en newton-metros, N-m o en li-
bras-pulgada, ¢ en metros o pulgadas ¢ I, en m’ 0 en in*, Las unidades del
esfuerzo cortante torsionante son entonces

N ) [N
[m] m’
o pascales (Pa) en unidades 51, o
fin-Ib]fin} _ [ Ib
e [ in’ ]

o psi en unidades del sistema inglés.

2Un anillo €5 un drea contenida entre dos circulos concéntricos.

3Fue desarrollada por Coulomb, un ingeniero francés, alrededor de 1775, en conexién con
su trabajo sobre instrumentos eléctricos. Su nombre ha sido inmortalizado por su use en una
unidad practica de carga en electricidad.
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Una relacidn mas general que la ecuacién 6-3 para un esfuerzo cortan-
te 7, en cualquier punto a una distancia p desde el centro de una seccién, es

r=Bo TP (6-4)

Las ecuaciones 6-3 y 6-4 son aplicables con igual rigor a tubos circulares
ya gue se usan aqui las mismas hip6tesis de la deduccién previa. Sin em-
bargo, es necesario modificar /,. Para un tubo, como puede verse en la figu-
ra 6-3, los limites de integracién en la ecuacién 6-2 se extienden de b a c.
Por consiguiente, para un tubo circular,

¢ 4 4
_ 2 _ e b
I, = Lp dA = J

3dp = e — T2 -
\ 2mp’ dp 3 > (6-5)
o, de otra manera, [, para un tubo circular es igual a + I, para una fiecha
maciza usando el didmetro exterior mas —I, para una flecha maciza usan-
do el didgmetro interior.
Para tubos muy delgados,si b escasiignal acy ¢ — b = ¢, el espesor del
tubo, I, se reduce a una expresién aproximada simple:
.- 3
I, = 2nR ot (6-6)

pram

donde R
ciones.
En una barra circular hecha de dos materiales diferentes unidos entre
s, como se muestra en la figura 6-6(a), se aplica la misma hipdtesis de de-
formacién unitaria que para un miembro macizo. Para tal caso, por medio
de la ley de Hooke, la distribucién del esfuerzo cortante estd dada por la
mostrada en la figura 6-6(b). 8i el médulo de cortante para el tubo exterior
mds rigido es G, y el del micleo interior més blando es G,, la razén de los
esfuerzos cortantes respectivos sobre un anillo de radio OB es G, /G,.

= (b + ¢)/2, que es suficientemente exacta en algunas aplica-

prom

{b}

Fig. 6-6 Comportamiento eldstico de un miembro circular en torsidn con nécleo in-

terior de material blando,

Tmin Tmdx

Fig.6-5 Variacién del esfuerzo en
un tubo circular eldstico.
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Resumen del procedimiento Para el problema de la torsién de fle-
chas circulares, los tres conceptos bdsicos de 1a mecénica de sélidos tal co-
mo se han usado previamente, pueden resumirse de la siguiente manera:

1. Las condiciones de equilibrio se usan para determinar los pares de tor-
sion resistentes internos en una seccion.

2. Lageometria de la deformacién (cinemdtica) se postula de manera que
las deformaciones unitarias cortantes varfen linealmente desde el eje
de una flecha.

3. Las propiedades del material (xelaciones constitutivas) se usan para re-
lacionar las deformaciones unitarias cortantes con los esfuerzos cor-
tantes y permiten el cdlculo de los esfuerzos cortantes én una seccion.

S6lo un caso eldstico lineal —usando la ley de Hooke- se considerd en el
andlisis precedente. Este se extenderd en la seccién 6-13 al comportamien-
to no lineal del material.

Estos conceptos bésicos se usan para determinar esfuerzos y 4ngulos de
torsién de flechas circulares. Sin embargo, similar al caso de barras cargadas
axialmente, grandes esfuerzos locales aparecen en los puntos de aplicacién
de pares de torsién concentrados o de cambios en seccién transversal. De
acuerdo con el principio de Saint-Venant, los esfuerzos y deformaciones uni-
tarias son exactamente descritos por la teoria desarrollada sélo més alla de
una distancia aproximadamente igual al didmetro de una flecha medida des-
de esas posiciones. Tipicamente, los esfuerzos locales se determinan usando
factores de concentracién de esfuerzos.

6-5. Observaciones sobre la formula
de la torsion

Hasta ahora, los esfuerzos cortantes dados por las ecuaciones 6-3 y 6-4 han
sido considerados actuando en el plano de un corte perpendicular al eje de
1a flecha. Bllos actian ahf formando un par de torsion resistente a los pares
aplicados externamente. Sin embargo, para entender mejor ¢l problema,
aislamos un elemento cilindrico infinitesimal® mostrado en la figura 6-7(b).

Los esfuerzos cortantes que actiian en los planos perpendiculares al eje
de la barra se conocen de la ecuacién 6-4. Sus direcciones coinciden con la
direccién del par de torsion interno. (Esto debe ser claramente visualizado
por el lector.) Sobre planos paralelos adyacentes de un elemento en forma
de disco, esos esfuerzos actian en direcciones opuestas. Sin embargo, €s0s
esfuerzos cortantes que actian en el plano de los cortes tomados normal-
mente al eje de una barra no pueden existir solos, como se demostré en la
seccién 1-4. Numéricamente, esfuerzos cortantes iguales deben actuar so-
bre los planos axiales [como los planos aef y beg en la figura 6-7(b)] para
satisfacer los requisitos de equilibrio estético de un elemento.’

4Daos planos perpendiculares al eje de la barra, dos planos por ¢l ¢je y dos superficies en
radios diferentes se usan para aislar este elemento. Las propiedades de este elemento son ex-
presables matemdticamente en coordenadas cilindricas.

SNétese que los esfuerzos cortantes maximos, como se muestran en la figura 6-7(a}, ac-
tdan en realidad sobte planos perpendiculares al eje de la batra y sobre planos que pasan por
el eje de la misma. La representacién que se muestra ¢s puramente esquematica. La superficie
libre de una flecha o eje esté fibre de todo esfuerzo.

Trndx

ic)

Fig.6-7 Existencia de esfuerzos
cortantes sobre planos mutuamente
perpendiculares en una flecha circu-
lar sometida a torsién.
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Plano de falla en
un material ductil

Superficie de falla en
un material fragil

Fig. 6-8 Superficies potenciales de falla torsional
en materiales ddctiles y fragiles.

Los esfuerzos cortantes que actdan en los planos axiales siguen la mis-
ma variacion de intensidad que los esfuerzos cortantes en los planos per-
pendiculares al eje de la barra. Esta variacion de los esfuerzos cortantes
sobre los planos mutuamente perpendiculares se muestra en la figura 6-
7(c), donde una porcién de la flecha se ha suprimido para fines de ilustra-
cién.

De acuerdo con la seccién 3-7, tales esfuerzos cortantes pueden transfor-
matse en un sistema equivalente de esfuerzos normales actnando a 45° con
los esfuerzos cortantes (véase la figura 5-11). Numéricamente, ¢sos esfuer-
zos estén relacionados entre si de la siguiente manera: 7 = o, = —a,. Por lo
tanto, si la resistencia cortante de un material es menor que su resistencia
en tension, tiene lugar una falla cortante sobre un plano perpendicular al
eje de la barra;® véase la figura 6-8. Este tipo de falla ocurre gradualmente y
exhibe un comportamiento diictil. Alternativamente, si la proposicién in-
versa es cierta (es decir, oy < 1), una fractura fragil es causada por los es-
fuerzos de tensién a lo largo de una hélice que forma un 4ngulo de 45° con
el eje de la barra;® véase la figura 6-8. En la figura 6-9 se muestra una foto-
grafia de una fractura ddctil en una probeta de acero y en la figura 6-10 la
de una fractura fragil en una de hierro fundido. Otro ejemplo de una fractu-
ra fragil, en arenisca, se muestra en la figura 6-11.

La transformacién del esfuerzo visto en el andlisis previo, como no de-
pende de las propiedades del material, es también aplicable a materiales
anis6tropos. Por ejemplo, la madera muestra propiedades diferentes de re-
sistencia en direcciones diferentes. La resistencia cortante de la madera en
planos paralelos al grano es mucho menor que sobre planos perpendicula-
res al grano. Por consiguiente, aunque existen iguales intensidades del es-
fuerzo cortante sobre planos mutuamente perpendiculares, las flechas de
madera de tamafio inadecuado fallan longitudinalmente a lo largo de pla-
nos axiales. Tales flechas son ocasionalmente usadas en las industrias de
procesos.

¢El gis ordinatio se comporta en forma similar. Esto puede demostrarse en el salén de
clase torciendo un pedazo de gis hasta que falle.

Fig.6-9 Probeta de acero A322
fracturada por torsién.
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Fig. 6-10 Probeta de hierro fundido fracturada por torsién. La fotograffa a Ia de-
recha muestra la probeta mas ampliamente separada.

e
Ejemplo 6-2

Encuentre el maximo esfuerzo cortante por torsién en la flecha AC mos-
trada en la figura 6-1(a). Suponga que la fiecha de A a C tiene 10 mm de
didmetro.

SOLUCION

Del ¢jemplo 6-1, sabemos que el par de torsién interno maximo resistido
por esta flecha es de 30 N'm. Por consiguiente, T =30 Nmyc =d/2=35
mm. De la ecuacién 6-2,

J',=ﬂ=*rr><10"

= 4
i 0 e 982 mm

y de la ecuacién 6-3,

X 10 x
Te _ 0XI XS . 153 mpa

1, 982

Tmsx =

Este esfuerzo cortante médximo a 5 mm del eje de la barra actia en el
plano de un corte perpendicular al eje de la barra y a lo largo de planos
longitudinales que pasan por el eje de la barra [Fig. 6-7(c)]. Igual que para
un elemento cartesiano, los esfuerzos cortantes sobre planos mutuamente
perpendiculares de un elemento cilindrico son iguales. Es convenijente no-

Fig.6-11 Parte de un micleo de

Cicgit

una probeta de arenisca fracturada
por torsién, (Experimento hecho
por D. Pirtz.)
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tar que los resultados de esta solucién pueden representarse en forma ma- .
P |
tricial por dos elementos en un tensor esfuerzo como

0 Ty O 0 153 0
., 0 0l=(153 0 0|MPa (6-7)
0o 0 0 o 0 0

Este debe contrastarse con el tensor esfuerzo totalmente poblado dado
por la ecuacién 1-1b.

T S S
Ejemplo 6-3

Considere un tubo largo con didmetro exterior d, de 20 mm y con didme-
tro interior d; de 16 mm que estd torcido alrededor de su eje longitudinal .
por un par de torsién T de 40 N'm. Determine los esfuerzos cortantes en el
exterior y en el interior del tubo; véase la figura 6-12.

SOLUCION
De la ecuacién 6-5,
B w(ct — b%) n(d? - d}) _ w(20* - 16) _ 4
Ip - 7 = 20 = 2 = 9270 mm

y de 1a ecuacion 6-3,

Te 40 X 10° x 10
Tmex = 7 = 9270 = 43.1 MPa

s
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Similarmente, de 1a ecuacioén 6-4,

_Tp _ 40x10°X8
Tmin = 77 9270

P

= 34.5MPa

En un tubo de pared delgada, todo el material trabaja aproximadamente al
mismo nivel de esfuerzo. Por tanto, los tubos de pared delgada son més efi-
cientes en la transmisién de pares de torsion que los ejes sdlidos. Estos tu-
bos son también Gtiles para crear un “campo” esencialmente uniforme de
esfuerzo cortante puro necesario para establecer relaciones —y (Seccidn
5-2). Sin embargo, para evitar el pandeo local, el espesor de 1a pared no de-
be ser excesivamente delgado.

6-6. Diseno de miembros circulares
en torsion por resistencia

En el disefio de miembros por resistencia deben seleccionarse esfuerzos
cortantes permisibles. Estos dependen de la informacidn disponible de los ex-
perimentos y de la aplicacién pretendida. La informacién exacta sobre la ca-
pacidad de los materiales para resistir esfuerzos cortantes proviene de pruebas
en tubos de pared delgada. Sistemas de ejes s6lidos se emplean en pruebas de
rutina. Ademas, como los miembros a torsién son a menudo usados en equipo
de transmisién de potencia, se llevan también a cabo muchos experimentos de
fatiga. La resistencia por cortante de los materiales dictiles es, usualmente,
s6lo cerca de la mitad de su resistencia por tensién. El cédigo de la ASME (So-
ciedad Americana de Ingenieros Mecénicos) sobre practicas recomendadas
para la transmision de potencia por flechas, da un valor permisible de 8000
psi para el esfuerzo cortante en aceros no especificados y 0.3 de fluencia o
de 0.18 para la resistencia ltima en cortante, rigiendo la mas pequefia.? En los
disefios précticos, las cargas aplicadas repentinamente o las cargas de impacto
requieren de una consideracién especial. (Véase la Seccién 6-11.)

Después de que el par de torsién que serd transmitido mediante una
flecha se ha determinado, y que el esfuerzo cortante maximo permisible se
ha seleccionado, de acuerdo con la ecuacién 6-3, las proporciones de un
miembro estdn dadas por

(6-8)

donde I,/c es el pardmetro del que depende la resistencia eldstica de una
flecha. Para una barra axialmente cargada, tal pardmetro es el drea trans-
versal de un miembro. Para una flecha maciza, I p/ ¢ =m?/2, donde c es el
radio externo. Usando esta expresion y la ecuacidn 6-8, el radio requerido
de una flecha puede determinarse. Cualquier mimero de flechas fubulares

"Recomendaciones para otros materiales pueden encontrarse en libros sobie disefio de
miéquinas. Por ejemploe, véase 1. E. Shigley, Mechanical Engineering Design, 3a. ed., Nueva
York: McGraw-Hill, 1977, o R. C. Juvinal, Stress, Strain, and Strength, Nueva York: McGraw-
Hill, 1967.

o B
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puede escogerse para satisfacer la ecuacién 6-8 variando la razén del radio
externo al radio interno, ¢/b, para proporcionar el valor requerido de I,/c.

El lector debe notar cuidadosamente que grandes esfuerzos locales se
desarrollan por lo general en cambios de seccién transversal y en ranuras
para cufias y chaveteros, donde el par es transmitido realmente. Estos te-
mas, de importancia critica en el disefio de flechas rotatorias, serdn analiza-
dos brevemente en la siguiente seccidn.

Los miembros sometidos a pares de torsién son ampliamente usados
como flechas giratorias para la transmisién de potencia. Para referencia futu-
ra, se obtendra una férmula para la conversién de caballos de potencia, que
es la unidad convencional usada en la industria, en par de torsién actuando
en la flecha. Por definicién, 1 hp efectda el trabajo de 745.7 N - m/s. Un
N-m/s se denomina watt (W) en el sistema de unidades SI. Asi entonces,
1 hp puede convertirse en 745.7 W. Se recordard de la dindmica que la po-
tencia es igual al par de torsién multiplicado por el 4ngulo, medido en ra-
dianes, que la flecha gira por unidad de tiempo. Para una flecha que gira
con frecuencia de fHz ® el dngulo es 2nf rad/s. Por consiguiente, si una fle-
cha transmite un par de torsién constante T medido en N-m, efectida un
trabajo por segundo de 2T N-m. Igualando esto a los caballos de poten-
cia suministrados,

hp X 745.7 = 2nfT [N - m/s]

119 X h
r=12Xhp

7 [N - m] (6-9)

(6-10)

donde fes la frecuencia en hertz de la flecha al transmitir el caballaje hp o
los kilowatts kW. Esas ecuaciones convierten la potencia aplicada en par
de torsién aplicado.

En el sistema inglés, 1 hp efectiia un trabajo de 550 ft-1b/s 0 550 X 12 X
60 in-1b/min. Si la flecha gira a N rpm (revoluciones por minuto}, puede ob-
tenerse una ecuacién similar a las antes dadas:

(6-11)

L
Ejemplo 6-4

Seleccione una flecha maciza para un motor de 10 hp que opera a 30 Hz. El
esfuerzo cortante maximo esta limitado a 55 MPa.

#] hertz {(Hz) = 1 ciclo por segundo {(cps.)
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SOLUCION
De la ecuacién 6-9,

119 X hp _ 119 X 10

= =397N-
T 7 30 39 m
y de la ecuaci6n 6-8,
3

I_P = i = M = 722 mm®

c T mix 55

3
L_m 4:3=E!£=2><7"22=46(_}1:(11113
¢ 2 TC T

Por consiguiente,¢ = 7.72mm o d = 2¢ = 15.4 mm.
Por razones précticas, probablemente se seleccionaria una flecha de 16

mm de didmetro.

000 S
Ejemplo 6-5

Seleccione flechas macizas para transmitir cada una 150 kW sin exceder un
esfuerzo cortante de 70 MPa. Una de esas flechas opera a una frecuencia
de (.30 Hz y la otra a una frecuencia de 300 Hz.

SOLUCION _
El subindice 1 se aplica a la flecha de baja velocidad y el 2 a la flecha de al-

ta velocidad. De la ecuacién 6-10,

_ 159 X kW _ 159 x 150

! fi 030 oW N-m
Similarmente,
Tz = 79-5 N m
De la ecuacién 6-8,
In o 5 B0y gy 50 108 mo?
€ Tmax 7
I ad? 16
o 2 L bd § i 2Y 6y — 6 3
. 16 0 d; - (1.14 X 10°} = 5.81 X 10° mm
Por consiguiente,

d=180mm y d,=18mm

Este ejemplo ilustra la tendencia moderna a usar maquinas de alta veloci-
dad en el equipo mecdnico. La diferencia en tamario de las dos flechas es

sorp
usar

tions
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sorprendente. Ahorros adicionales en el peso de material pueden lograrse
usando tubos huecos.

6-7. Concentraciones de esfuerzo

Las ecuaciones 6-3,6-4 y 6-8 se aplican s6lo a flechas circulares macizas y tu-
bulares mientras el material se comporta elasticamente. Ademas, las dreas
transversales a 1o largo de la flecha deben permanecer razonablemente
constantes. Si el didmetro varia gradualmente, las ecuaciones previas dan so-
luciones satisfactorias. Por otra parte, para flechas escalonadas, donde los
dismetros de las porciones adyacentes cambian abruptamente, tienen lugar
grandes perturbaciones de los esfuerzos cortantes. Altos esfuerzos cortantes
locales ocurren en puntos alejados del centro de la flecha. Los métodos para
determinar esas concentraciones locales de esfuerzos estdn més allé del al-
cance de este texto. Sin embargo, formando una razén del esfuerzo cortante
méximo verdadero al esfuerzo maximo dado por la ecuacién 6-3, puede ob-
tenerse un factor de concentracién de esfuerzos torsionantes. Un método
andlogo se usé para obtener los factores de concentracién de esfuerzos en
miembros axialmente cargados (Seccion 3-3). Esos factores dependen solo
de la geometria de un miembro. Los factores de concentracion de esfuerzos
para varias proporciones de flechas redondas escalonadas se muestran en la

figura 6-13.9
3.4 T H i H t i H 3
_ar
3.0 A% b [ =
\ ¥ w
2.6 ‘ \ "
I\
K 22 N\,
\ N{Z0<277132 i
1.8 |-\ g
’ S ‘
[
1.4 1,09 Mooy
s .
1.0 i {b)
0 0.08 , 018 0.24
df2

ta}

Fig. 6-13 (a) Factores de concentracién de esfuerzos torsionales en flechas circulares de
dos didmetros. (b) Incremento del esfuerzo en un filete.

. 9Esta figura est4 adaptada de un articulo per L. S, Jacobsen, “Torsional-Stress Concentra-
) i tions in ‘Shafts of Circular and Variable Diameter”, Trans. ASME, 47,1925, pdg. 632.
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Para obtener el esfuerzo real en una discontinuidad geométrica de una
flecha escalonada, se selecciona una curva para una D /d particular en la fi-
gura 6-13. Luego, correspondiente a la razén r/(d/2), se lee en la curva el
factor K de concentracién de esfuerzos. Finalmente, de la definicidn de K,
se obtiene el esfuerzo cortante mdximo real a partir del esfuerzo modifica-
do dado por la ecuacién 6-3:

(6-12)

donde ¢l esfuerzo cortante T¢/I, se determina para la flecha més pequefia.

Un estudio de los factores de concentraciones de esfuerzos mostrados
en la figura 6-13 evidencia la necesidad de usar un filete de buen tamafio
de radio » en todas las secciones donde se tiene una transicién en el didme-
tro de la flecha.

Incrementos considerables de esfuerzos se tienen también en agujeros
para aceite y en chaveteros para unir poleas y engranes a la flecha. Una fle-
cha preparada para una chaveta, figura 6-14, deja de ser un miembro circu-
Iar. Sin embargo, de acuerdo con los procedimientos sugeridos por la ASME,
en el disefio ordinario, los calculos de flechas con chaveteros pueden llevarse
a cabo usando la ecuacién 6-3 o la 6-8, pero el esfuerzo cortante permisible
debe reducirse 25%. Esto compensa, presumiblemente, la concentracion de
esfuerzos, la reduccion del drea transversal y la carga ciclica.

Debido a la respuesta ineldstica o no lineal en los materiales reales, por
razones andlogas a las sefialadas en la Seccidn 3-3, las concentraciones teé-
ricas de esfuerzos basadas en el comportamiento del material eléstlco 11-
neal tienden a ser algo grandes.

6-8. Angulo de torsién de miembros
circulares

En esta seccién veremos un método para determinar el dngulo de torsion
en flechas eldsticas circulares macizas y tubulares sometidas a carga torsio-
nante. El interés en este problema es por lo menos triple. Primero, es im-
portante predecir el giro de una flecha ya que a veces no es suficiente
disefiar sélo por resistencia: las deformaciones no deben ser excesivas,
Luego, las magnitudes de las rotaciones de las flechas se necesitan en el
andlisis de vibraciones torsionantes de maquinaria. Finalmente, la rotacién
torsionante de los miembros es necesaria al tratar con problemas estatica-
mente indeterminados de torsién.

De acuerdo con la hipétesis 1 establecida en la seccion 6-3, los planos
perpendiculares al eje de una barra circular no se alabean. Los elementos
de una flecha experimentan deformaciones del tipo mostrado en la figura
6-15(b). El elemento sombreado se muestra en su forma no deformada en
la figura 6-15(a). Para tal flecha, se muestra aislado un elemento tipico de
longitud dx en la figura 6-16 similar a la figura 6-3.

Fig. 6-14 Flecha circular con
un chavetero.

ib)

Fig.6-15 Flecha circular (a) antes
¥ (b) después de 1a aplicacién del
par de torsién.
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En el elemento mostrado, una linea sobre su superficie como la CD es
inicialmente paralela al eje de la flecha. Después de aplicado el par, ella to-
ma una nueva posicion CD’. Al mismo tiempo, en virtud de la hipdtesis 2
de la seccién 6-3, el radio OD permanece recto y gira un pequefio dngulo
d¢ hasta la nueva posicion OD'. '

Denotando el pequeiio dngulo DCD’ por Yy, s tienen por geometria
dos expresiones alternativas para el arco DD’:

arcoDD' =y . dx o arco DD = ddc
donde ambos 4ngulos son pequefios y se miden en radianes. Por consiguiente,
Yméx dx = d¢' c (6'13)

El v, ¢ aplica s0lo en la zona de un “tubo” infinitesimal de esfuerzo cor-
tante maximo constante 7. Considerando una respuesta eldstica lineal, la
ley de Hooke resulia aplicable. Por lo tanto, de acuerdo con la ecuacién 5-
1, el 4ngulo .4, €5 proporcional a 7, (es decir, Vi = Tmg/ G). Ademds,
por la ecuacién 6-3, 7,4, = Tc/L,. Por consiguiente, yy,e = Tc/(1,G).2° Sus-
tituyendo la dltima expresi6n en la ecuacion 6-13 y simplificando, se obtie-
ne la ecuacién diferencial gobernante para el angulo de torsién:

b T _ Tdx
dx LG “@ IG

(6-14)

Esto da el dangulo relativo de torsion de dos secciones adyacentes separa-
das una distancia infinitesimal dx. Para encontrar el angulo total de giro &
entre dos secciones cualesquiera A y B sobre una flecha separadas una dis-
tancia finita, deben sumarse las rotaciones de todos los elementos. Por con-
siguiente, una expresién general para el dngulo de torsién entre dos
secciones cualesquiera de una flecha de material eldstico lineal es

(6-15)

donde ¢y ¥ &, son, respectivamente, las rotaciones globales de 1a flecha en
los extremos B y A. La rotacién en A no tiene que ser necesariamente
igual a cero. En esta ecuacidn, el par de torsién interno T, el momento po-
lar de inercia 1,,,, asi como G, pueden variar a lo largo de la longitud de la
flecha. En tales casos, T, = T(x),I,, =I,(x) y G = G(x). El sentido del an-
gulo de giro ¢ coincide con el sentido del par de torsién aplicado 7.

La ecuacién 6-15 es vélida para flechas macizas y huecas, lo que se infie-
re de las hipétesis usadas en su deduccién. El 4ngulo ¢ se mide en radia-
nes. Note la gran similitud de esta relacién con la ecuacién 3-3 para la
deformacién de barras axialmente. Los siguientes tres ejemplos ilustran

aplicaciones de estos conceptos.

WE] razonamiento anterior puede levarse a cabo en términos de cvalquier v, que progre-
sivamente se vuelve mis pequefia cuando se acerca al eje de la barra. La nica diferencia en
la deduccién consiste en tomar un arco correspondiente a DD’ a una distancia p desde el cen-
tro de la flecha y usar Tp/T, en vez de Te/I, parar.

Fig.6-16 Deformacién de un ele-
mento de barra circular debido a un
par de torsién.
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Ejemplo 6-6

Encuentre la rotacion relativa de la seccién B-B con respecto a la seccién
A-A de la flecha eldstica maciza mostrada en la figura 6-17 cuando se
transmite por ella un par de torsidn constante 7" El momento polar de
nercia de su seccidn transversal I, es constante.

SOLUCION
Eneste caso, T, =Te Ip &s constante; por tanto, de la ecuacién 6-15,

B L L
¢_J’T,dx_ de_TJ’dx TL
2]

4 LG ) 161G, Y16

Es decir,

(6-16)

Al aplicar la ecuacién 6-16 nétese particularmente que el dngulo ¢ se ex-
presa en radianes, Obsérvese también la gran similitud de esta relacién con
la ecuacién 3-4, A = PL/AE, para barras cargadas axialmente. Aqui, ¢ <
A, Te P 1, < Ay G o E Andlogamente a la ecuacién 3-4, la ecuacién 6-
16 puede reescribirse para expresar la constante torsionante del resorte o ri-

gidez torsionante k, como
| [in-1b N'm
[ rad ]1 ° [ rad ] (6-17)

Esta constante representa el par de torsién requerido para generar una ro-
tacion de 1 radidn (es decir, ¢ = 1). Depende sélo de las propiedades del
material y del tamaiio del miembro. Igual que para barras cargadas axial-
mente, los miembros sometidos a torsién pueden visualizarse comg,resor-
tes; véase la figura 6-18.

El reciproco de k, define la flexibilidad torsionanie f,. Por tanto, para
una flecha circular maciza o hueca,

1 L [ rad rad
ﬁ-a-f,a[—m-lb] ° [N.m] (6-18)

Fig.6-18 Represen-
tacién esquemdtica de
un resorte de torsién.

P
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Esta constante define la rotacién resultante de la aplicacién de un par de
torsién unitario (es decir, T =1). Al multiplicarla por el par de torsion T, se
obtiene la ecuacidn 6-16.

Si en el andlisis una flecha debe subdividirse en varias regiones, deben
adscribirse subindices apropiados identificadores a las definiciones dadas
por las ecuaciones 6-17 y 6-18. Por ejemplo, para el i-ésimo segmento de
una barra, puede escribirse (k,);, = I,G,/L;y (f); = L,/1,G,.

Las ecuaciones previas son ampliamente usadas en el andlisis de vibra-
ciones mecdanicas de flechas de transmisién, incluidos los cigiiefiales.)? Esas
ecuaciones son ltiles también para resolver problemas estaticamente inde-
terminados, que serdn considerados en la préxima seccion. Esas ecuacio-
nes se requieren en el disefio de miembros por rigidez torsionante cuando
s esencial limitar la cantidad de rotacién torsionante, Para tales aplicacio-
nes, note que [, en vez de I, /c, usado en el calculo de resistencia, es el para-
metro gobernante. En problemas de barras cargadas axialmente, el area 4
de la seccién transversal sirve para ambos propdsitos.

Finalmente, debe notarse que como en una prueba de torsion &, 7, L e
I, pueden medirse o calcularsefa partir de las dimensiones de la probeta, el
mddulo de elasticidad por cortante para aquélla puede determinarse con
la ecuacién 6-16 yaque G = TL/I, &.

. _____________________________________________________________________]
Ejemplo 6-7

Considere la flecha escalonada mostrada en la figura 6-19(a) unida rigida-
mente a un muro en E y determine el dngulo de torsidén en el extremo A
cuando se aplican los dos pares de torsién en B y D. Suponga un médulo
de cortante G = 80 GPa, que es un valor tipico para los aceros.

SOLUCION

Excepto por la diferencia en pardmetros, la solucién de este problema es
muy similar a la del ejemplo 3-2 para una barra cargada axialmente. Prime-

ro, el par de torsién en E se determina para asegurar el equilibrio. Luego se .
examinan pares de torsién en secciones arbitrarias, aislando el segmento
izquierdo de una flecha, como el mostrado en la figura 6-19(b). Si el sentido

del vector par de torsién T coincide con el del eje x positivo, se toma como
positivo o viceversa. Esto conduce a la conclusion de que entre A ¥ B no

hay par de torsién, mientras que entre B y D el par es + 150 N'm. El par
entre D y E es +1150 N-m. El diagrama de par torsionante est4 dibujado

en la figura 6-19(c). Los pares de torsién internos, identificados por subin-
dices para los varios segmentos de flecha, son

Top=0,Tpp=Tpe=Tep =150 N-m,y Tpz = 1150 N-m

USegin S. F Timoshenko, Vibration Problems in Engineering, 2a. ed., Nueva York: Van
Nostrand, 1937, en 1902, H. Frahm ~un ingeniero alemén- fue el primero en reconocer y estu-
diar este importante problema.
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Tp=1000 N'm

25 mm Ta= 150 N°'m

(a}
{b}
T[N-m] - 1150
{c)
150
0 ;x
Ppx10%rad }

{d} Q

-233

Diagrama del 4ngulo de torsidn

Fig, 6-19

Los momentos polares de inercia para los dos tipos de secciones transver-
sales que ocurren en este problema se encuentran usando las ecuaciones 6-
2y 6-5;se obtiene

wd®  w x 25*

(Ip 48 = (Ip)BC = 3 3—2 = 383 % 10° mm*

™ o
Lep = (Uphpe = 35(dd — di) = - (50" - 25% = 575 x 10° mm*

Para encontrar el angulo de torsién del extremo A, se aplica la ecua-
cién 6-15 a cada segmento y los resultados se suman. Los limites de inte-
gracién para los segmentos ocurren en puntos donde los vatores de T'o I,
cambian abruptamente.

¢_J5Txdx= BTAde +JCTBcdx +JDTCDdx + ETDde
A Ipr A (Ip)ABG B (Ip)BCG % (Ip)CDG D (Ip)DEG
En el dltimo grupo de integrales las T ¢ I, son constantes entre los limites

considerados, de modo que cada integral conduce a una solucién conocida,
dada por la ecuacién 6-16. Por lo tanto,

Te= 1150 N'm

LETFTaos O N
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b= Z TL, _ Taslap + TpeLlpc + TepLep | Tpelope
T )G L)asCG (ecG L)enG )G
150 x 10% X 200 + 150 x 10 X 300
383 X 107 x 80 x 10° ~ 575 X 10° X 80 X 10°

1150 X 10° % 500
575 X 10% x 80 x 10°

—0+98X10~%+ 10 X107 + 12.5 X 1073 = 233 X 10~ rad

Como puede verse en las ecuaciones precedentes, los 4ngulos de torsion pa-
ra los cnatro segmentos de flecha comenzando por la izquierda son, 0 rad,
9.8 X 107% rad, 1.0 X 1073 rad, y 12.5 x 107> Sumando estas cantidades, co-
menzando en A, para obtener la funcién para el dngulo de torsién a lo largo
de la flecha, nos da la linea quebrada de A a E, mostrada en la figura 6-19(d).
Como no puede ocurrir torsién en el extremo empotrado E, esta funcién de-
be ser cero en E, como lo requiere la condicién de frontera. Por lo tanto, de
acuerdo con la convencién de signos adoptada, el 4ngulo de torsion en A es
de —23.3 X 1073 rad en el sentido de los pares de torsién aplicados.

Sin duda ocurren perturbaciones locales en los esfuerzos y deformacio-
nes unitarias en las posiciones de los pares de torsién concentrados y en los
cambios de tamafio de 1a flecha, asi como en el extremo empotrado. Sin
embargo, esos son efectos locales que tienen influencia limitada sobre el
comportamiento global de la fiecha.

=0+

Ejemplo 6-8

Determine la rigidez torsionante &, del buje de hule mostrado en la figura
6-20. Suponga que el hule estd adherido a la flecha de acero y al tubo exte-
rior también de acero que estd unido al bastidor de una mdquina. El médu-
lo cortante del hule es G. No tome en cuenta las deformaciones en las
partes metdlicas del conjunto.

SOLUCION

Debido a la simetria axial del problema, sobre cada superficie cilindrica
imaginaria de hule de radio r, el par de torsién aplicado T es resistido por
esfuerzos cortantes constantes . El 4rea de la superficie imaginaria es (a)
2nrL. Con base en esto, la ecuacién de equilibrio para el par de torsién
aplicado Ty el par de torsién resistente desarrollado por los esfuerzos cor-
tantes T actuando en un radio r es

T = (2urL)wr  [drea X esfuerzo X brazo]

De esta relacién, 1 = T/2wr*L. Por consiguiente, usando la ley de Hooke,
dada por la ecuacién 5-1, la deformacién unitaria cortante + puede deter-
minarse para un tubo infinitesimal de radio r y espesor dr, figura 6-20(a),
de las relaciones siguientes:

_r__ T
TG 2nLGr?

Y
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To= 1000 N'm

Tp =150 N'm
a |b

250 mm| 200 | 300 mm. 500 mm
(a) ‘ mm
{b)
{c)
¢ % 10% rad }
{d 0 ”

-23.3

Diagrama del dngulo de torsion

Fig. 6-19

Los momentos polares de inercia para los dos tipos de secciones transver-
sales que ocurren en este problema se encuentran usando las ecuaciones 6-
2 y 6-5; 3¢ obtiene

nd* @ x25*

(Ip)AB = (Ip)BC = E - _3_2'_ =383 X 103 mm?*

LYep = U)oz = %(dg N ;—2(504 — 25% = 575 X 10° mm*

Para encontrar €l dngulo de torsién del extremo A, se aplica la ecua-
ci6n 6-15 a cada segmento y los resultados se suman. Los limites de inte-
graci6n para los segmentos ocurren en puntos donde los valores de 70 J,
cambian abruptamente.

o= FT,dx _ JBTAde s JCTBcdx N Tpdx JETDde
A Ipr A (Ip)AB‘G B (Ip)BCG c (Ip)CDG 2] (Ip)DEG
En el dltimo grupo de integrales las T e I, son constantes entre los limites

considerados, de modo que cada integral conduce a una solucién conocida,
dada por la ecuacion 6-16. Por lo tanto,

. Te=1150 N'm

Eje]

Deter
6-20. !
Tior t4
Io con
partes

SOLY
Debiq
imagil
esfuer
2wrl.
aplica
tantes

De es
dada
minars
de las
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TELJ' TABLAB TBCLBC TCDLCD TDELDE
$ = = + + +
g G LG )G )epG ()G
150 % 10° x 200 + 150 X 10% x 300
383 X 10% X 80 X 10° * 575 X 10° x 80 x 107

1150 % 10° x 500
575 X 10% x 80 x 103

=0+98X 10+ 10X 107 + 125 X 1073 =233 X 10 % rad

Como puede verse en las ecuaciones precedentes, los 4ngulos de torsién pa-
ra los cuatro segmentos de flecha comenzando por la izquierda son, 0 rad,
9.8 X 1072 rad, 1.0 X 1073 rad, y 12.5 x 1072, Sumando estas cantidades, co-
menzando en A, para obtener la funcién para el 4ngulo de torsién a lo largo
de la flecha, nos da la linea quebrada de A a E, mostrada en la figura 6-19(d).
Como no puede ocurrir torsion en el extremo empotrado E, esta funcién de-
be ser cero en E, como lo requiere la condicién de frontera. Por lo tanto, de
acuerdo con la convencion de signos adoptada, el dngulo de torsién en A es
de —23.3 X 1072 rad en el sentido de los pares de torsion aplicados.

Sin duda ocurren perturbaciones locales en los esfuerzos y deformacio-
nes unitarias en las posiciones de los pares de torsién concentrados y en los:
cambios de tamado de la flecha, asi como en el extremo empotrado. Sin
embargo, esos son efectos locales que tienen influencia limitada sobre el
comportamiento global de la flecha.

Ejemplo 6-8

Determine la rigidez torsionante k&, del buje de hule mostrado en la figura
6-20. Suponga que el hule estd adherido a la flecha de acero y al tubo exte-
rior también de acero que estd unido al bastidor de una maquina. El médu-
lo cortante del hule es G. No tome en cuenta las deformaciones en las
partes metalicas del conjunto.

SOLUCION

Debido a la simetria axial del problema, sobre cada superficie cilindrica
imaginaria de hule de radio 7, el par de torsién aplicado T es resistido por
esfuerzos cortantes constantes 7. El 4rea de la superficie imaginaria es
2arL. Con base en esto, la ecuacion de equilibrio para el par de torsién
aplicado T'y el par de torsién resistente desarrollado por los esfuerzos cor-
tantes T actuando en un radio r es

T= QurLyrr  [area X esfuerzo X brazo]

De esta relacién, T = T/2wr°L. Por consiguiente, usando la ley de Hooke,
dada por la ecuacién 5-1, la deformacién unitaria cortante y puede deter-
minarse para un tubo infinitesimal de radio r y espesor dr, figura 6-20(a),
de las relaciones siguientes:

_r__T
Y= G T 2mLGr
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Esta deformacién unitaria cortante en up tubo infinitesimal permite que la
flecha gire un dngulo infinitesimal d. Como en el fimite » + dr esigual a r,
la magnitud de este dngulo es

La rotacién total ¢ de 1a flecha es una integral, sobre el buje de hule, de
esas rotaciones infinitesimales; es decir,

A =
- 2mLGly, r* wLG\d# D?

de donde

ol G

V& - 1/D* (619)

T
k!'=$=

6-9. Problemas estaticamente indeterminados

El andlisis de miembros estdticamente indeterminados sometidos a torsion es

andlogo al procedimiento analizado antes en ¢l capitulo 3 en conexién con-

barras cargadas axialmente. Al considerar problemas linealmente eldsticos
con un grado de indeterminacion externa (es decir, casos donde se tienen dos
reacciones), el método de las fuerzas (flexibilidades) es particularmente apro-
piado. Tales problemas se reducen a estiticamente determinados retirando
una de las reacciones redundantes y calculando la rotacién &, en el soporte li-
berado. Las condiciones requeridas de frontera son entonces restauradas tor-
ciendo el miembro en el extremo liberado un dngulo ¢, tal que

by + b =0 (6-20)

Tales problemas son sencillos de analizar sin importar el mimero y tipo de
pares de torsién aplicados o variaciones en el tamaiio del eje o material.

Los problemas de torsién también ocurren con indeterminacién estati-
ca interna en flechas compuestas formadas de dos 0 mds tubos o materia-
les, como se muestra en la figura 6-6. En tales casos, el 4ngulo de torsion ¢
es el mismo para cada parte constituyente del miembro. Por tanto, el méto-
do de los desplazamientos (rigideces) es particularmente simple en su aphi-
cacién a problemas elasticos lineales, En tales problemas, el par de torsion
T, para cada i-ésima parte de las flechas es T, = (k,)d;, de acuerdo con las
ecuaciones 6-16 y 6-17. El par de torsion total aplicado T es entonces la su-
ma de n partes; es decir,

n n

T=3T,= 2 k) (6-21)

=1 i=1

= W

ol =i~ 2= 2 s}

o0 0 moun
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Para problemas eldsticos complejos externgmente estiticamente inde-
terminados con varios grados de libertad cinemaéticos, puede usarse el mé-
todo general de los desplazamientos, similar al dado en la seccién 4-6. Sin
embargo, aqui el andlisis se limitard al caso de un sélo grado de libertad.
Estos casos pueden analizarse usando el procedimiento descrito en la sec-
cién 4-6. Aplicando este enfoque a la flecha en la figura 6-21, pueden escri-
birse las dos siguientes ecuaciones basicas:

Por equilibrio global.
N+, +T=0 (6-22)
Por comparibilidad geométrica:
bag = Pac (6-23)

donde ¢, 5 ¥ dpc S0N, respectivamente, las torsiones en B de los segmentos
de barra AB y BC, suponiendo que los extremos A y C estdn fijos.

De acuerdo con la ecuacion 6-16, para comportamiento linealmente
eldstico, 1a ecuacién 6-23 toma la forma

T].L 1 _ TZL 2
(Ip)]_G]. (IP)ZGZ

donde los mddulos de rigidez estdn dados como Gy y &, para tomar en
cuenta la postbilidad de tener materiales diferentes en las dos partes de la
fiecha.

Las soluciones para problemas ineldsficos estaticamente indetermina-
dos de un grado de libertad, se obtienen siguiendo el procedimiento dado
en el ejemplo 4-7 para barras cargadas axialmente.

Los procedimientos previos pueden aplicarse al andlisis de barras esta-
ticamente indeterminadas con secciones diferentes a las circulares, como
las vistas en las secciones 6-14 y 6-16.

Se da a continuacién un ejemplo del método de las fuerzas para un pro-
blema eldstico estdticamente indeterminado.

(6-24)

0 oo T
Ejemplo 6-9

Suponga que la flecha escalonada del ejemplo 6-7 estd cargada de la misma
manera que antes pero que ahora estd empotrada en ambos extremos, co-
mo se¢ muestra en la figura 6-22. Determine las reacciones en los extremos
y dibuje el diagrama de par de torsién de la flecha. Aplique el método de
las fuerzas.

SOLUCION

Hay dos reacciones desconocidas, T4 y Tz Una de ellas puede considerarse
como redundante y, arbitrariamente, retiramos la reaccién 7,. Esto condu-
ce al diagrama de cuerpo libre mostrado en la figura 6-22(b). La soluci6n
del ejemplo 6-7 da la rotacién del extremo &g = 23.3 X 107> radianes.

Fig. 6-21 Barra en torsién externa-
mente estiticamente indeterminada.
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Diagrama del 4ngulo de torsién

Fig. 6-22

Del ejemplo 6-7, (I,)4c = 383 X 10° mm? ¢ (I,)cz = 575 X 10° mm®.
Aplicando T, a la barra descargada. como se muestra en la figura 6-22(c),
la rotacién &, en el extremo A se encuentra usando la ecuacidn 6-16.

T.L,
¢ — 2 =i
! i (IP)I'GI'
450 800
- 3
Ty x 10 (38.3 X 10% x 80 x 103 + 575 X 10? x 80 x 103)

= (147 X 107% + 17 X 107T, = 164 X 107°7, rad

donde T, tiene las unidades de N-m.
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Usando la ecuacién 6-20 y definiendo la rotacion en el sentido de T4
como positiva, se tiene

233 X 107% + 164 X 107°T, = 0

Por consiguiente,
T,=142N-m y Tg=1150 — 142 = 1008 N - m

El diagrama de par torsionante para la flecha se muestra en la figura 6-
22(d). Igual que en la figura 6-19(c) del ejemplo 6-7, si el sentido del vector
par de torsi6n interno T sobre la parte izquierda de un segmento aislado
de flecha coincide con el del eje x positivo, el vector se considera como po-
sitivo. Notese que la mayor parte del par aplicado es resistido en el extre-
mo E. Como la flecha de A a C es més flexible que de C a E, s6lo un
pequeflo par se desarrolia en A.

Calculando los dngulos de torsién para los cuatro segmentos de flecha,
como en el ejemplo 6-7, puede obtenerse el diagrama de dngulo de torsion
a lo largo de la flecha, dado en la figura 6-22(e). (La verificacion de este
diagrama se deja como ejercicio al lector.) El dngulo de torsinen A y £
debe ser cero por las condiciones de frontera prescritas. Como es de espe-
rarse, la flecha gira en el sentido de los pares aplicados.

Aungue ¢l problema es indeterminado sélo de primer grado, tiene tres
grados de libertad cineméticos. Dos de ellos estan asociados con los pares
aplicados y uno con el cambio en el tamafio de la flecha. Por lo tanto, la
aplicacién del método de los desplazamientos serfa mas complicado, requi-
riendo la resoluci6n de tres ecuaciones simultdneas.

6-10. Enfoque alternativo de la ecuacion
diferencial para problemas de torsion

Para una I,G constante, la ecuaci6n 6-14 puede reescribirse en forma de
una ecuacién diferencial de segundo orden. Antes de hacer esto, considere-
mos el elemento mostrado en la figura 6-23 sometido a los pares de torsion
extremos Ty T + dT y a un par de torsi6n ¢, distribuido con las unidades
de Ib-in/in 0 N-m/m. Usando la regla de la mano derecha para los pares,
todas esas cantidades se muestran en la figura con sentido positivo. Por
equilibrio de este elemento infinitesimal,

ar _ -t (6-25)

t.dx+ dT=0
X 0 dx X

Al diferenciar la ecuacién 6-14 con respecio a x, tenemos

(6-26)
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t, in-thfin

X ! dxﬁ—l

Fig.6-23 Elemento infinitesimal de una barra circular someti-

I 3
f 3

. Els
da a un par de torsién, tido

. e . (b)]
Las constantes que aparecen en la solucién de esta ecuacién diferencial se des

determinan a partir de las condiciones de frontera en los extremos de una
flecha y la rotaci6n ¢ o bien el par de torsién T debe ser especificado, Las
condiciones de rotacidn en la frontera para & deben ser evidentes del
enunciado del problema, mientras que aquellas para el par de torsién 7 se
; obtienen de la ecuacién 4-14 ya que T = 1,Gdd/dx.
] La ecuactén 6-26 puede usarse para la solucién de problemas estdtica-
" mente determinados ¢ indeterminados. Usando las funciones de singulari-
dad vistas en la Seccién 6-16, esta ecuacién puede usarse para problemas
con momentos concentrados,

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacién de la ecuacién 6-26 cuando el
par de torsién aplicado es una funcién continua.

WD oo

- BB

e
Ejemplo 6-10

Considere una barra circular eldstica con I,G constante sometida a un par
de torsién #, uniformemente variable, como se muestra en la figura 6-24,
Determine la rotacién de la barra a lo largo de su longitud y las reacciones
en los extremos A y B para dos casos: (a) Suponga que el extremo A es li-
bre y que el extremo B estd empotrado, y (b) suponga que ambos extremos
de la barra estan empotrados.

B e g e

Y

SOLUCION

(a) Integrando la ecuacién 6-26 dos veces y determinando las constantes
de integracién C, y C, a partir de las condiciones de frontera, la solucién
requerida queda determinada.

6-11

T RS A R

Los ¢q

\
. 2
] LG22 e _ - tudiad
% dx? L como
' dé —t,x? mente
. LG E—T— 2L + C puede
U, de
T,=T{0)=0 portanto,C;, =0 (Ec. 3
3-9) as
T, = T(L) = &

ey Fig. 6-24
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t,x?

1,Gb = —& + G,
t, L*
$s=&(L)=0  portanto, &, ==
_ L2 x’
Lo ==~ %L

El signo negativo de Ty significa que el vector par de torsién actia con sen-
tido opuesto al del eje x positivo.

(b) Excepto por el cambio en las condiciones de frontera, el procedimiento
de solucidn es ¢l mismo que en la parte (a).

d*¢ X
IPGF =—f = "I [
d t x?
IPGE =T= —;L + C,
' t,x?
LG = —¢r + G + C,
b, =¢(0)=0  portanto,C, =0
t, L
dp=¢(L)y=0  portanto,C, = °T
_lx X
Lo =" "L
T, = T(0) = %

Ty = T(L) = ~2= + 2= = —2=

6-11. Energia y cargas de impacto

Los conceptos de energia de deformacion eldstica y cargas de impacto es-
tdiados en las Secciones 3-5 y 3-6 para miembros cargados axialmente, asi
como aquellos de la Seccion 5-3 para cortante puro, se transfieren directa-
mente al problema de la torsién. Por ejemplo, la deflexién de un miembro
puede determinarse igualando la energia interna de deformacion cortante
U, de un miembro con el trabajo externo W, debido a la fuerza aplicada
(Ec. 3-16). Este concepto puede aplicarse a problemas estdticos (Ejemplo
3-9) asi como a las soluciones elementales de problemas de dindmica.
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Ejemplo 6-11

(a) Encuentre la energfa absorbida por una flecha circular eldstica someti-
da a un par de torsién constante en términos del esfuerzo cortante maximo
y del volumen del material; véase la figura 6-25. (b) Encuentre la rotacion
del extremo de una flecha circular ¢ldstica con respecto al extremo empo-
trado cuando se aplica un par de torsién T en el extremo libre.

SOLUCION

(a) El esfuerzo cortante en una flecha circular eldstica sometida a un par de
torsién varfa lincalmente desde el eje longitudinal. Por consiguiente, el es-
fuerzo cortante que actia sobre un elemento a una distancia p desde el centro
de la seccién transversal es 7,,,,p/c. Entonces, usando la ecuacidn 5-5 e inte-
grando sobre el volumen de la barra de longitud L, se obtiene

v —JT—de—JTZ‘“ﬁ"pzz dp L
= 1264 T ], 267 <P AP

_Ezﬁ,j‘ 5 g0 o Taw 2L et
26 & ), ° 2G ¢ 4

2
= Tmax 1
2G (2 vol)

Si los esfuerzos cortantes fuesen uniformes en todo el miembro, se obten-
dria un arreglo mds eficiente para absorber energia. Los bujes de hule
{Ejemplo 6-8) con sus pequeiios valores de G proporcionan un dispositivo
excelente para absorber en una flecha los pares de impacto.

{b) Si el par de torsién T es gradualmente aplicado a la flecha, el trabajo
externo W, = %Td), donde ¢ es la rotacién del extremo libre en radianes. La
expresion para la energia interna de deformacién Uy, que se encontré en el

-+ d i

Fig. 6-25
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inciso (a), puede escribirse en forma més conveniente notando que T inx
= Tc/I), el volumen de la barra = wc’L ¢ I, = mc*/2. Entonces,
2 2.2 2
Tl N T L T
IYe (2 v ) 262" TG

De W, = Uy,
T _TL o= TL
2 a6 7 1,G

que es la misma que la ecuacién 6-16.

6-12. Coples de ejes o flechas

Suelen tenerse situaciones en que las longitudes disponibles de las flechas
no son suficientemente largas. Igualmente, por razones de mantenimiento
o ensamble, es a menudo deseable formar una flecha a base de varias pie-
zas menores. Para unir entre si las piezas de una flecha, se usan los coples
con bridas del tipo mostrado en la figura 6-26. Cuando se atornillan entre
si, dichos coples se denominan rigidos, para diferenciarlos de otro tipo de-
nominado flexible que toma en cuenta los desalineamientos de flechas ad-
yacentes. Este altimo tipo es casi universalmente usado para unir la flecha
de un motor con el equipo impulsado. Aqui consideraremos sélo los coples
tipo rigido. Para el otro tipo, se refiere al lector a textos sobre disefio de
méquinas y a los catidlogos de los fabricantes.

En los coples rigidos es usual suponer que las deformaciones unitarias
cortantes en los tornillos varfan directamente (linealmente) con sus distan-
cias desde el eje de la flecha. La friccion entre las bridas se desprecia. Por
tanto, de forma analoga al problema de la torsién en flechas circulares, si
los tornillos estdn hechos del mismo material, los esfuerzos cortantes elds-
ticos en los tornillos también varian linealmente con sus respectivas distan-
cias desde el centro de un cople. Se supone que el esfuerzo cortante en

{a)

Fig.6-26 Coples con bridas para flechas.

COPLES DE EJES O FLECHAS 235




236 CAP6 TORSION

cualquier tornillo es uniforme y que estd gobernado por la distancia de su
centro al centro del cople. Entonces, si el esfuerzo cortante en un tornillo se
multiplica por su drea transversal, se encuentra la fuerza en el tornillo. Por
ejemplo, para tornillos de igual tamaiio en dos “circulos de tornillos”, las
fuerzas sobre los tornillos localizados por los radios respectivos a y b, son
como se muestran en la figura 6-26(c). El momento de las fuerzas desarro-
llado por los tornillos respecto al e¢je de una flecha da la capacidad por par
de torsion de un cople.

El razonamiento previo es el mismo que el aplicado al deducir la fé1-
mula de la torsién para flechas circulares, excepto que, en vez de una sec-
¢ién transversal continua, se considera un niimero discreto de puntos. Este
es un andlisis crudo ya que indudablemente se tienen presentes concentra-
ciones de esfuerzos en los puntos de contacto de los tornillos con las bridas
de un cople.

El método delineado de andlisis es vélido sélo en el caso de un cople en
el que los tornillos trabajan principalmente en cortante. Sin embargo, en al-
gunos coples, los tornillos son apretados tan fuertemente que el cople traba-
ja de diferente manera. La tension inicial en los tornillos es suficientemente
grande para causar que todo el cople trabaje en friccién. Bajo esas circuns-
tancias, el andlisis sugerido no es vélido o es vilido s6lo como una medida de
la resistencia dltima del cople en caso de que los esfuerzos en los tornillos se
reduzcan. Sin embargo, si se usan tornillos de alta resistencia, habra poco pe-

ligro de que esto suceda y la resistencia del cople puede ser mayor que silos

tornillos tuviesen que trabajar en cortante.12

o o R AR
Ejemplo 6-12

Estime la capacidad por par de torsién de un cople de acero forjado inte-
gralmente con la flecha, mostrado en la figura 6-27, si €l criterio gobernan-
te es el esfuerzo cortante permisible de 40 MPa en los ocho pernos. El,
circulo de pernos tiene un didmetro de 240 mm.

SOLUCION
Area de un perno:
A = (1/4)w(30)* = 706 mm?
Fuerza permisible en un perno:
Prem = ATy = 706 X 40 = 282 X 10°N
Como se tienen ocho pernos a una distancia de 120 mm desde el eje,

T, =282%X10°xX120X 8 =271 X 10°N mm = 27.1 X 10°N ' m

perm

12Véase “Symposium on High-Strength Bolts”, Parte [, por L. T. Wyly y Parte Il por E. J.
Ruble, Froc. AISC, 1950. Véase también la Seccién 1-8.

QOcho pernos de 30 mm
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6-13. Esfuerzos y deformaciones cortantes en
flechas circulares en el rango inelastico

La f6rmula de la torsién para secciones circulares deducida antes, se basa
en la ley de Hooke. Por tanto, se aplica s6lo hasta el punto en que ¢l limite
proporcional de un material en cortante es alcanzado en el anillo exterior
de una flecha. La solucién se ampliara ahora para incluir el comportamien-
to ineldstico del material. Igual que antes, deben satisfacerse los requisitos
de equilibrio en una seccién. La hip6tesis de una variaci6n lineal de la de-
formacién unitaria desde el eje sigue siendo aplicable. S6lo la diferencia en
las propiedades del material afectan la solucidn.

En la figura 6-28(a) se muestra una seccidn transversal de una flecha. La
variacién lineal de la deformacién unitaria se muestra esquemdticamente
en la misma figura. Algunas posibles propiedades mecénicas de los materia-
les en cortante, obtenidas, por ejemplo, en experimentos con tubos delgados
en torsién, se muestran en las figuras 6-28(b), (¢) y (d). La distribucion co-
rrespondiente del esfuerzo cortante se muestra a la derecha en cada caso.
Los esfuerzos se determinan a partir de las deformaciones unitarias. Por
ejemplo, si la deformacién unitaria cortante es  en un anillo interior, figura
6-28(a), el esfuerzo correspondiente se encuentra del diagrama esfuerzo-
deformaci6n unitaria. Este procedimiento es aplicable a flechas macizas ast
como a flechas integrales hechas de tubos concéntricos de diferentes mate-
riales, siempre que los correspondientes diagramas esfuerzo-deformacion
unitaria sean usados. La deduccién para un material elastico lineal es sim-
plemente un caso especial de este enfoque.

Una vez conocida la distribucién del esfuerzo, el par de torsién T gene-
rado por esos esfuerzos se encuentra igual que antes; es decir,

T = I (rdA)p (6-27)
A

Esta integral debe evaluarse sobre toda el drea de la seccién transversal de
la flecha.

Aunque la distribucién del esfuerzo cortante después que se excede el
limite eldstico no es lineal y la ecnacidn 6-3 para la torsidn eldstica no es
aplicable, ella se usa a veces para calcular un esfuerzo ficticio para el par de
torsién dltimo. El esfuerzo calculado se llama médulo de rupfura; véanse
las ordenadas maximas de la linea de rayas en las figuras 6-28(f) y (g). El
sirve como un fndice burdo de la resistencia Gltima de un material en tor-
si6n. Para un tubo de pared delgada, la distribucion del esfuerzo es casi la
misma, independientemente de las propiedades del material; véase la figu-
ra 6-29. Por esta razén son ampliamente usados los experimentos con tu-
bos de pared delgada para establecer los diagramas esfuerzo-deformacién
unitaria T-y en cortante,
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Fig.6-28 Esfuerzos en miembros circulares debido a un par de torsién.

Distribucién del
esfuerzo eléstico

Distribucién del
esfuerzo inelastico

Fig. 6-29 Para tubos de pared delgada,
la diferencia entre los esfuerzos eldsticos
e ineldsticos es pequeiia.
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Si una flecha es deformada dentro del rango ineldstico y luego se retira el
par de torsién aplicado, todo anillo “imaginario” se recupera elasticamente.
Debido a las diferencias en las trayectorias de la deformacién unitaria, que
ocasionan deformaciones permanentes en el material, se desarrollan esfuer-
! zos residuales. Este proceso serd ilustrado en uno de los ejemplos que siguen.
i Para determinar la razén de torsién de una fiecha o tubo circular, la
i ecuacion 6-13 puede usarse en la forma siguiente:

: dd _ Ymax _ Ya
oy (6-28)

Aqui debe usarse la deformacién unitaria cortante mdxima en ¢ o la defor-
macién unitaria en p, determinada con el diagrama esfuerzo-deformacién
! unitaria.

5 Ejemplo 6-13

: Una flecha maciza de acero de 24 mm de didmetro estd tan fuertemente
| torcida que solo queda un micleo eldstico de 8 mm de didmetro en ¢l inte-
rior, como se muestra en la figura 6-30(a). Si las propiedades del material
pueden idealizarse como se muestra en la figura 6-30(b), ;qué esfuerzos re-
siduales y qué rotacién residual permanece al liberar el par de torsién apli-
cado? Sea G = 80 GPa.

i

rMPa
i 160 I ,f,[
/ /
l’/
L &7 -
2/ y X103
{b)
§
- 211 MPa J :
| $51MPa
16Q MPa A
: 89.7MPa
|
4 1
[ r 70.2 MPa

89.7MPa ~ 51 MPa
{c} Distribucién del {d) Esfuerzos de {e) Esfuerzos
esfuerzo elastoplastico  recuperacion eldsticos residuales

t Fig. 6-30
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SOLUCION

Para comenzar, deben determinarse la magnitud del par aplicado inicial-
mente y el correspondiente dngulo de torsién. La distribucion de esfuerzos
correspondiente a la condicidn dada se muestra en la figura 6-30(c). Los es-
fuerzos varian linealmente de 0 a 160 MPa cuando 0 =< p =<4 mm; el
esfuerzo es constante e igual a 160 MPa para p > 4 mm. La ecuacién 6-27
puede usarse para determinar el par de torsién T aplicado. La liberacion
del par T causa esfuerzos eldsticos y la ecuacién 6-3 es entonces aplicable;
véase la figura 6-30(d). La diferencia entre las dos distribuciones de esfuer-
zos, correspondiente a ningin par externo, da los esfuerzos residuales.

< 4
T= J' TpdA = J 2mrptdp = j (E 160) 2mp* dp
A 0 o \4

12
+ I (160)Y2mp? dp
4

= (16 + 558) X 10°N - mm = 574 X 10°N - mm
Note la pequeiia contribucion al total de la primera integral.

. o Te_514x10°x12
™ g, (m/32) X 24°

2

En p = 12 mm, T g4ua = 211 — 160 = 51 MPa.

Dos diagramas residuales alternativos se muestran en la figura 6-30(e).
Por claridad, los resultados iniciales estdn regraficados desde la linea verti-
cal. En toda la porcién sombreada del diagrama, el par de torsién residual
tiene sentido horario; un par de torsién residual exactamente igual actda
en sentido opuesto en la porcién interior de la flecha.

La rotacién inicial se determina calculando el giro del niicleo el4stico. En
p =4 mm,y =2 X 107% La recuperacién eldstica de la flecha est4 dada por
la ecuacidn 6-16. La diferencia entre los giros ineléstico vy eldstico da la rota-
cién residual por unidad de longitud de flecha. Si el par de torsién inicial es
vuelto a aplicar en el mismo sentido, la flecha responde eldsticamente,

= 211 MPa

Inelastico:
do vy, _2X107°
L p aX100 0.50 rad/m
Eldstico:
db T _ 574x10°x10°
ix LG (/) X 2 x g0 x 107 _ 022 rad/m
Residual:

% = 0.50 — 022 = 0.28 rad/m
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Ejemplo 6-14

Determine el par de torsidn ultimo tomado por una flecha circular maciza
de acero dulce cuando son alcanzados en toda su seccién transversal es-
fuerzos cortantes superiores al limite proporcional. Para el acero dulce, el
diagrama esfuerzo-deformacién unitaria por cortante puede idealizarse
por el mostrado en la figura 6-31(a). El esfuerzo de fluencia cortante 7, de-
be tomarse como el mismo que el limite proporcional en cortante 7.

SOLUCION

Si un miembro se somete a un par de torsién muy grande, aparecen en to-
das partes grandes deformaciones unitarias, excepto cerca del centro. Co-
rrespondiente a las grandes deformaciones unitarias del material idealizado
considerado, el esfuerzo de fluencia cortante se alcanza en todas partes ex-
cepto cerca del centro. Sin embargo, la resistencia al par de torsién aplicado
ofrecida por el material cerca del centro de la flecha es despreciable ya que
las p correspondientes son pequefias [figura 6-31(b)]. (Véase la contribu-
cién al par de torsion T por la accidn eldstica en el ejemplo 6-13.) Por consi-
guiente, puede suponerse con un grado de exactitud suficiente que un
esfuerzo cortante constante 7, estd actuando en todas partes sobre la sec-
cion considerada. El par de torsion correspondiente a esta condicién puede
considerarse como el par de torsion ltimo, [La figura 6-31(c)] da una base
mas firme para esta aseveracién) Entonces,

L, 2mc?
Ty = | (1, dAYp = | 2mpr,,dp = 5w (6-29)
A 6

_dmpmd _dryl,
3¢ 2 3 ¢

Como la capacidad maxima por par de torsidn eldstico de una flecha maci-
zaes Ty, = 1,0, /cy Ty es % veces este valor, la capacidad del par restante
después de la fluencia es ; de aquella en la fluencia. En la figura 6-31(c) se
muestra una grdfica del par de torsién T versus 9 (4ngulo de torsién por
distancia unitaria) cuando se desarrolla una plasticidad plena. El punto A
corresponde a los resultados encontrados en el ejemplo precedente; la li-
nea AB es la recuperacion eldstica y el punto B es la 8 residual para el mis-
mo problema.

T Asintota
I Tl.'llt =% Typ
! Tut A
] l,
Typ ™ Typ ,/ )
/  #Residual
5L~
K 0 Byp deidx =0
{a) ib} fc)

Fig. 6-31
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Debe notarse que en miembros de maquinas, debido a las propiedades
de fatiga de los materiales, la capacidad estatica dltima de las flechas tal co-
mo se evaluaron aqui, es de menor importancia.

6-14. Barras solidas con cualquier seccién
transversal

El tratamiento analitico de los miembros no circulares macizos en torsién
estd mas alla del alcance de este libro. Matematicamente, el problema es
complejo.13 Las primeras dos hipétesis establecidas en la Seccién 6-3 no se
aplican a miembros no circulares. Las Secciones perpendiculares al eje de un
miembro se alabean cuando se aplica un par de torsion. La naturaleza de las
distorsiones que tienen lugar en una seccién rectangular pueden imaginarse
observando la figura 6-32.14 En un miembro rectangular, los elementos en las
esquinas no se distorsionan en absoluto. Por tanto, los esfuerzos cortantes en
las esquinas son cero; son maximos en los puntos medios de los lados largos.
La figura 6-33 muestra la distribucién del esfuerzo cortante a lo largo de tres
lineas radiales que parten del centro. Note particularmente la diferencia en
esta distribucién de esfuerzos respecto a la de una seccién circular. En ésta,
el esfuerzo es miximo en el punto més remoto, pero en la primera el esfuer-
zo es cero en el punto mas remoto. Esta situacién puede aclararse conside-
rando un elemento de esquina, como se muestra en la figura 6-34. Si existiese
un esfuerzo cortante T en la esquina, este podria resolverse en dos compo-
nenies paralelas a los bordes de la barra. Sin embargo, como los cortantes
siempre ocurren en pares actuando sobre planos mutuamente perpendicula-
res, esas componentes tendrian que ser equilibradas por cortantes situados
en los planos de las superficies exteriores. Esta ltima situacion es imposible
ya que las superficies exteriores estdn libres de todo esfuerzo. Por consi-
guiente, 7 debe ser cero. Similares consideraciones pueden hacerse a otros
puntos sobre la frontera. Todos los esfuerzos cortantes en el plano de un cor-
te cerca de las fronteras actiian paralelamente a ellas.

Se han obtenido®s soluciones analiticas para miembros eldsticos rectan-
gulares sometidos a torsién. Los métodos usados estdn mds alld del alcance

3Este problemna permanecid sin ser resuelto hasta que el famoso experto francés en elas-
ticidad, B. de Saint-Venant, desarrollé una solucién para tales problemas en 1853, El proble-
ma general de la torsién se llama a veces problema de Saint-Venant.

#{Jn experimento con un borrador de goma sobre la cval se dibuja una reticula rectangu-
lar evidencia este tipe de distorsién.

155, Timoshenke y I N, Goodier, Theory of Elasticity, 3a. ed., Nueva York: McGraw-Hill,
1970, pag. 312, La tabla de coeficientes que sigue estd adaptada de esta fuente.
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{b}

Fig. 6-32 Barra rectangular (a) antes y (b) después de
aplicar un par de torsion,

de este libro. Sin embargo, los resultados finales de este analisis son de gran | b
interés. Para el esfuerzo cortante méximo (véase la figura 6-33) y el dngulo
de torsién, esos resultados pueden escribirse en la forma siguiente:

(6-30)

donde T, igual que antes, es el par de torsién aplicado, b és la longitud del

lado largo y t es el espesor 0 ancho del lado corto de una seccién rectangu-  Fig.6-33  Distribucién del esfuerzo
lar. Los valores de los pardmetros e y B dependen de la razén b/% Unos cortante en una flecha rectangular
cuantos de estos valores se dan en la signiente tabla. Para secciones delga- ~ Semetida a un par de torsién.

das, donde b es mucho mayor que ¢, los valores de a y B tienden a 1,/3.

Tabla de coeficientes para barras rectangulares

b/r 1.00 1.50 2.00 3.00 6.00 10.0 o
o 0.208 0.231 0.246 0.267 0.299 0.312 0.333

B 0.141 0.196 0.229 0.263 0.299 0.312 (.333

Es ttil reescribir la segunda ecuacién 6-30, de manera que exprese la ri-
gidez torsional &, para una seccidén rectangular, en la forma
k = T = Bbt* G (6-31) Fig, 6-34 El esfuerzo cortante
. L mostrado no puede existir,

i
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i Tapa sin
i peso
Pendisnte
AT T
\\ T ' :"/'/ Zyéﬁ
Membrana Membrana
estirada
{a} {0}

Fig.6-35 Analogia de la membrana: (a) regién simplemente conectada y (b) re-
gi6n miltiplemente (tubular) conectada.

Férimulas como éstas pueden encontrarse en libros mas avanzados para
muchos otros tipos de secciones.!6

Para los casos que no pueden resolverse matemdticamente en forma
conveniente, se ha desarrotlado un método sorprendente.l” Resulta que la
solucién de la ecuacién diferencial parcial que debe resolverse en el pro-
blema de la torsién el4stica es matematicamente idéntica a la de una mem-
brana delgada, como el caso de una pelicula de jabén ligeramente estirada
sobre un agujero. Este agujero debe ser geométricamente similar a la sec-
ci6n transversal de la flecha en estudio. Debe mantenerse una ligera pre-
sién de aire sobre un lado de la membrana. Puede demostrarse entonces
que lo siguiente se cumple:

1. El esfuerzo cortante en cualquier punto es proporcional a la pendiente
de la membrana estirada en el mismo punto, figura 6-35(a).

2. La direccién de un esfuerzo cortante particular en un punto estd en
angulo recto a la pendiente de la membrana en el mismo punto, figura
6-35(a).

3. El doble del volumen encerrado por la membrana es proporcional al
par de torsién tomado por la seccién.

La analogia anterior se llama analogia de la membrana. Ademds de su
valor en aplicaciones experimentales, es una ayuda mental muy util para
visualizar los esfuerzos y las capacidades por torsién de miembros. Por

R, J. Roark y W. C. Young, Formnudlas for Stress and Strain, Sa. ed., Nueva York: McGraw-
Hill, 1975. Se dispone también de anlisis por elemento finita de barras macizas de seccion
transversal arbitraria. Véase, por ejemplo, L. R. Herrmann, “Elastic torsionat analysis of irre-
gular shapes™, J. Eng. Mech. Div, ASCE, diciembre de 1963,91 EMD, pags. 11-19.

17Esta analogia fue introducida por el cientifico e ingeniero alemén L. Prandtl en 1903,
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¥ Pendiente
Membrana maxima
:.I I 0 I x //( Tryéx
Caja a
presion J/
t
S S YN
Seccién a- 2 I-.— :——-|
T
{a) {b) {c)

Fig.6-36 Tlustracién de la analogia de la membrana para una barra rectangular
en torsion.

ejemplo, considere una barra rectangular estrecha sometida al par de tor-
si6n T, como se muestra en la figura 6-36. Una membrana estirada para es-
te miembro se muestra en la figura 6-36(a). Si tal membrana es estirada
ligeramente por presién interna, una seccin a través de la membrana es
una parébola, figura 6-36(b). Para esta superficie, la pendiente madxima, y
por consiguiente el esfuerzo cortante maximo, ocurre a lo largo de los bor-
des, figura 6-36(c). Ningiin esfuerzo cortante se desarrolla a lo largo de una
linea que biseque el espesor t de la barra. Los esfuerzos cortantes MAxXimos
a lo largo de los lados cortos son pequefios. El volumen encerrado por la
membrana es directamente proporcional al par de torsién que el miembro
puede tomar bajo un esfuerzo méximo dado. Por esta razon, las secciones
4 mostradas en la figura 6-37 pueden tomar aproximadamente el mismo par
de torsion bajo el mismo esfuerzo cortante maximo (misma pendiente maxi-

ma de la membrana) ya que el volumen encerrado por las membranas seria
aproximadamente ¢l mismo en todos los casos. (Para todas esas formas, b

= L y las ¢ son iguales.) Sin embargo, con algo de imaginacion, el lector se
convencerd de que las Ifneas de contorno de una pelicula de jabdn se “api-

lar4n” en puntos ¢ de esquinas reentrantes. Por consiguiente, ocurrirén al-

tos esfuerzos locales en esos puntos. Un circulo inscrito dentro del drea
transversal de una seccion es tangente al esfuerzo médximo en una frontera.

Otra analogia, llamada analogia del monion de arena, ha sido desarro-

llada para la torsién pldstica.}® Se vierte arena seca sobre una superficie

plana que tenga la forma de la seccién transversal del miembro. La superfi-

cie del montén de arena que se forma tiene una pendiente constante. Por
ejemplo, se forma un cono sobre un disco circular o una piramide sobre

una base cuadrada. La pendiente méxima constante de la arena correspon-

de a la superficie limite de la membrana en la analogfa previa. El volumen

del montén de arena, y por consiguiente su peso, es proporcional al par de

torsion totalmente pldstico tomado por una seccion. Los otros conceptos

18A Nadai, Theory of Flow and Fracture of Solids, vol. 1, 2a. ed., Nueva York: McGraw-
Hill, 1950.




;|
L1

il

liil]
|t

246 CAP6 TORSION

{a} (b} {c)

Fig. 6-37 Miembros de igual 4rea transversal y del mismo espesor que toman €l
mismo par de torsién.

en conexién con la superficie de la arena tienen la misma interpretacién
que aquellos en la analogia de la membrana.

Las barras estdticamente indeterminadas con cualquier seccién trans-
versal pueden analizarse con los procedimientos vistos en la seccién 6-9.

Ejemplo 6-15

Usando la analogia de la membrana, determine un valor aproximado para
la constante de torsién (7)., para una viga de acero W12 X 65; véase la fi-
gura 6-38. Compare el valor calculado con el valor de 2.18 in4 dado en el
Manual AISC de construccion en acero. (Véase laTabla 4A en el Apéndice.)

SOLUCION

Comparando las ecuaciones dadas para ¢ para una seccién circular, ecua-
cién 6-16, con las de una barra rectangular, ecuacién 6-30, puede concluirse
que ({))equiv = Bbr*. Ademds, una seccién W12 X 65 puede aproximarse, co-
mo es sugerido por la figura 6-37(e), por tres barras delgadas separadas:
dos patines y un alma. Como b/t para los patines es 12/0.605 = 19.8 y para




g . __

SEC.6-15. ALABEO DE SECCIONES ABIERTAS DE PARED DELGADA

el alma es 10.91/0.390 = 28.0, de las tablas para ambos casos, B = i Por
consiguiente,

()equiv = 3(2 X 12 X 0.605° + 10.91 X 0.390°%) = 1.99 in’*

El valor dado en el Manual AISC es mayor (2.18 in*). La discrepancia pue-
de atribuirse a que se han despreciado los filetes en las cuatro esquinas in-
teriores.

Este problema puede resolverse desde un punto de vista diferente,
usando la ecuacién 6-21. El trabajo numérico es idéntico.

6-15. Alabeo de secciones abiertas
de pared delgada?®

La resolucién del problema general de 1a torsion eldstica visto en la seccion
precedente estd asociada con el nombre de Saint-Venant. Las soluciones
basadas en este enfoque riguroso (que incluye la analogfa de la membrana)
para secciones abiertas de pared delgada® pueden incurrir en importantes
inexactitudes en algunas aplicaciones de la ingenieria. Como se sefialé en
conexion con la torsién de una barra rectangular estrecha, figura 6-36, nin-
gin esfuerzo cortante se desarrolla a lo largo de una linea que biseque eles-
pesor ¢ Esto significa que ninguna deformacién en el plano puede tener
lugar a lo largo de todo el ancho y la longitud de la superficie media de la ba-
rra. Lo mismo es cierto para superficies medias de barras curvas, asi como
para un ensamble de barras. En este sentido, una seccion / como la mostra-
da en la figura 6-39, que consiste en tres barras planas, no desarrolla defor-
maciones en el plano en las tres superficies medias de esas barras durante la

torsién.

(a) (b

Fig. 6-39 Alabeo transversal debido a un par de torsion aplicado.

19Esta seccidn presenta sélo un analisis cualitativo de este importante tema.
WEn matemdticas, las fronteras de tales secciones se denominan simplemente conectadas
(es decir, tales secciones no son ni tubulares ni huecas).

247
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Por virtud de la simetria, esta seccién I s¢ tuerce alrededor de su eje
centroidal, que en este caso es también el centro de torsién. Durante la tor-
sién, cuando los patines de la viga se desplazan lateralmente, la superficie
media no deformada abed gira respecto al punto A, figura 6-39(a). Un
comportamiento similar es exhibido por la superficie media del otro patin.
De esta manera, las secciones planas de una viga 7 se alabean (es decir, de-
jan de ser planas) durante Ja torsion. Por el contrario, para miembros circu-
lares, las secciones perpendiculares al eje permanecen planas durante la
torsién (véase la Seccién 6-3, hipétesis 1). Aunque ¢l alabeo de la seccidén
transversal tiene lugar en otras secciones gruesas, incluyendo barras rec-
tangulares, este efecto es despreciable. Por otra parte, para miembros en
torsién de pared delgada, usados cominmente en aviones, automéviles,
barcos, puentes, etc. el alabeo de las secciones transversales, o bien su res-
triccién, puede tener un efecto importante?! sobre la resistencia del miem-
bro y particularmente en su rigidez.

El alabeo de las secciones transversales en torsién es restringido en mu-
chas aplicaciories de la ingenieria. Por ejemplo, al soldar un extremo de una
viga [ de acero a un soporte rigido, la seccién transversal unida no puede
alabearse. Para mantener la compatibilidad requerida de las deformacio-
nes, deben desarrollarse momentos M en los patines en el plano, mostrados
en la figura 6-39(b).2 Tal restriccién obligada rigidiza efectivamente una vi-
ga y reduce su torsion. Este efecto es local y, a cierta distancia del soporte,
pierde su importancia. Sin embargo, en vigas cortas, el efecto restrictivo del
alabeo es dominante. Este importante tema va mds alla del alcance de este
texto.?

Parte D  TORSION DE MIEMBRO

6-16. Miembros huecos de pared delgada

A diferencia de los miembros macizos no circulares, los tubos de pared del-
gada de cualquier forma pueden analizarse facilmente respecto a la magni-
tud de los esfuerzos cortantes y el 4ngulo de torsién causado por un par de
torsién aplicado al tubo. Considere un tubo de forma arbitraria con espe-
sor de pared variable, como el mostrado en la figura 6-40(a), y un elemento
tomado de este tubo en el que actian las fuerzas F|, F,, F; ¥ Fy, que se
muestra en la figura 6-40(b). Esas fuerzas son iguales a los esfuerzos cor-

ny, Z.Vlasov en una serie de articulos presentados en 1940, hizo contribuciones bdsicas a
este tema. Véase su libro Thin-walled Elastic Beams, 2a. ed., Washington, D.C.: Israel Transla-
tions, Office of Technical Services, 1961.

] ps cortantes que tienen lugar en los patines y toman eficientemente parte del par de
torsion aplicado no se muestran en el diagrama.

ZPara detalles, véase, por ejemplo, J. T. Oden y E. A. Ripperger, Mechanics of Elastic
Strucrures, 2a. ed., Nueva York: McGraw-Hill, 1981.
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{a} {b}

Fig. 6-40 Miembro tubular de pared delgada vy de espesor viariable.

tantes que acttian sobre los planos cortados multiplicados por las dreas res-
pectivas.

De X F, =0, F, = F,, pero F, = n,t,dx y F; = 1t; dx,donde 7, y 7; son
esfuerzos cortantes que actian sobre las dreas respectivas f, dx y #; dx. Por
consiguiente, T.f; dx = 7,¢; dx o bien 1#; = 7,t,. Sin embargo, como las sec-
ciones longitudinales se tomaron a una distancia arbitraria entre s, se in-
fiere de las relaciones previas que el producto del esfuerzo cortante y el
espesor de la pared es ¢l mismo (es decir, constante) sobre cualesquiera
de los planos. Esta constante se denotard por ¢, que es medida en unida-
des de fuerza entre distancia unitaria a lo largo del perimetro. Por tanto,
sus unidades son N/m o 1b/in.

En la ecuacién 1-2 de la seccifn 1-4, se establecid que los esfuerzos cor-
tantes sobre planos mutuamente perpendiculares son iguales en una esqui-
na de un elemento. Por consiguiente, en una esquina como la A en la figura
6-40(b), 1, = 1,; similarmente, 7, = 7,. Por tanto, 1, = 73#, 0, en general, ¢
es constante en el plano de una seccién perpendicular al eje del miembro.
Con base en esto puede formularse una analogia. Las fronteras interiores y
exteriores de la pared pueden imaginarse como las fronteras de un canal.
Puede uno entonces imaginarse una cantidad constante de agua circulando
continuamente en este canal. En este arreglo, 1a cantidad de agua que fluye
a través de un plano transversal del canal es constante. Debido a esta ana-
logia, la cantidad g se ha llamado flujo cortante.

A continuacién consideremos la seccién transversal del tube como se
muestra en la figura 6-40(c). La fuerza por distancia unitaria del perimetro
de este tubo, en virtud del razonamiento previo, es constante y es el flujo
cortante g. Este flujo cortante multiplicado por la longitud ds del perime-
tro da una fuerza g ds por longitud diferencial. El producto de esta fuerza
infinitesimal ¢ ds y  alrededor de algtin punto conveniente como el O, fi-
gura 6-40(c), da la contribucién de un elemento a la resistencia del par de
torsién aplicado 7. Sumando o integrando esto,

T= jg rq ds (6-32)
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donde el proceso de integracion se lleva a cabo alrededor del tubo a lo lar-
go de la linea central del perimetro. Como para un tubo, ¢ es constante, €s-
ta ecuacién puede escribirse como

T- qSE r ds (6-33)

En vez de efectuar la integracién, se dispone de una simple interpreta-
cién de la integral. Puede verse en la figura 6-40(c) que r ds es dos veces el
valor del area sombreada de un tridngulo infinitesimal de altura r y base
ds. Por consiguiente, la integral completa es dos veces toda el drea limitada
por la linea central del perimetro del tubo. Si se define esta drea por el sim-
bolo (4), obtenemos

T=2@q o gq= % (6-34)

Esta ecuacién?* se aplica s6lo a tubos de pared delgada. El drea (@ es apro-
ximadamente el promedio de las dos 4reas encerradas por las superficies
interior y exterior de un tubo, 0 como se indico antes, es el drea encerrada
por la linea central del perfil de la pared. La ecuacion 6-34 no es apl1cable
en absoluto si el tubo est4 escindido y deben en cambio usarse las ecuacio-
nes 6-30. _

Como para cualquier tubo, el flujo cortante g dado por la ecuacion 6-34
es constante, de la definicion de flujo cortante, el esfuerzo cortante en cual-
quier punto de un tubo donde el espesor de la pared es £, es

(6-35)

En el rango eldstico, las ecuaciones 6-34 y 6-35 son aplicables a cual-
quier forma de tubo. Para un comportamiento inelastico, la ecuacién 6-35
se aplica s6lo si el espesor ¢ es constante. El andlisis de tubos de més de una
celda est4 m4s alld del alcance de este libro.2*

Para materiales linealmente eldsticos, el 4ngulo de torsién para un tubo
hueco puede encontrarse aplicando el principio de conservacion de la
energia dado por la ecuacion 3-16. En esta deduccién es conveniente intro-
ducir el dngulo de torsion por unidad de longitud de tubo definido por
0 = dé/dx. La energia de deformacion unitaria cortante eldstica para el tu-
bo debe también ser por unidad de longitud del tubo. Por lo tanto, la ecua-
ci6n 3-5 para la energia de deformacién unitaria eldstica se reduce aqui a
Uy, = [,(7/2G) dV,donde dV =1 X t ds. Sustituyendo la ecuacién 6-35
y luego la ecuacién 6-34 en esta relacién y simplificando, obtenemos

£_I‘ ff; @2@&;* @263“‘9 (6-36)

donde, en la dltima expresién, las constantes se han sacado de la integral.

%La ecuacién 6-34 se Nlama a veces férmula de Bredt en honor del ingeniero alemdn que
la desarrollé.

2] T.Oden y E. A. Ripperger, Mechanics and Elastic Structures, 2a. ed., Nueva York: Mc-
Graw-Hill, 1981.
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Igualando esta relacion con el trabajo externo por unidad de longitud del
miembro expresado como W, = T8/2,1a ecuacién diferencial que rige es

_do__ T [ds ]
e‘dx‘c@zGig ! (6-37)

Aqui nuevamente es titil reescribir la ecuacion 6-37 para expresar la ri-
gidez torsional &, para un tubo hueco de pared delgada. Como para un tu-
bo prismético sometido a un par de torsién constante, ¢ = 4L,

(6-38)

E! alabeo de la seccién transversal visto en la seccidn 6-15 no es muy impor-
tante para miembros tubulares. El anélisis de miembros tubulares estatica-
mente indeterminados se lleva a cabo de acuerdo con los procedimientos
vistos antes,

Ejemplo 6-16

Resuelva el gjemplo 6-3 usando las ecuaciones 6-34 y 6-35. El tubo tiene
radios exterior e interior de 10 y 8 mm, respectivamente, y el par de torsién
aplicado es de 40N - m.

SOLUCION
El radio medio del tubo es de 9 mm y el espesor de la pared es de 2 mm.
Por tanto,

g_ T _ 40x10°
t 2@t 2mx 9T %2

Nétese que usando las ecnaciones 6-34 y 6-35, sélo se obtiene un esfuerzo
cortante vy que éste es casi justamente igual al promedio de los dos esfuer-
zos caleulados en el gjemplo 6-3. Entre mas delgadas son las paredes, mas
exacta es la respuesta, o viceversa.

Es interesante notar que un tubo rectangular, mostrado en la figura 6-
41, con un espesor de pared de 2 mm, tendr4 casi el mismo esfuerzo cortan-
te que el de un tubo circular para el mismo par de torsién aplicado. Esto se
debe a que el drea encerrada es aproximadamente la misma que la (4) del
tubo circular. Sin embargo, estardn presentes algunas concentraciones de
esfuerzos en las esquinas interiores (reentrantes) del tubo cuadrado.

= 39.3 MPa

Fig. 6-41

Ejemplo 6-17

Una pieza extruida de aluminio tiene la seccién transversal mostrada en la
figura 6-42. Si se aplica el par de torsién T = 300 N-m, (a} determine los es-
fuerzos cortantes maximos que se desarrollardn en las tres partes diferen-
tes del miembro y {b) encuentre la rigidez torsional del miembro. No tome
en cuenta las concentraciones de esfuerzos,
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SOLUCION

La seccién transversal consiste esencialmente en tres partes: una regién
circular @, una barra rectangular @ y una caja hueca rectangular con es-
pesor de pared variable . Durante la aplicacién del par de torsi6n T, cada
uno de esos elementos gira el mismo dngulo ¢ y, por tanto, cada elemento
resiste un par (k,);¢. Por consiguiente, de acuerdo con la ecuacién 6-21, el
par de torsion total resistido por el miembro es la suma de esas cantidades
para las tres partes. Las expresiones (k,); para las partes estdn dadas, res-
pectivamente, por las ecuaciones 6-17,6-31 y 6-38, Esas constantes son

G _ ax10°G _ 3G
(k,)l—IpL— 5 L-1.57><10 7
G G G
(k), = Bbr® 7 = 0263 X 30 X 10° 7 = 0789 % 1043
4@ G 4x(40x202 @G Ke;
= _—— —_— . X —_—
(k)5 ﬁds/t L (40 +2 X 20)/3 + 40/4 L 6.98 > 10 L

donde todos los valores numéricos estdn en milimetros. Al evaluar la inte-
gral de la Gltima ecuacién, se supone que ¢l espesor de 4 mm de la caja se
extiende 40 mm.

Sumando las rigideces de las partes, la rigidez torsionante del mlembro
es 2 (k), = 9.34 X 10°G/L.

El par de torsion aplicado se distribuye entre las tres partes segiin la ra-
26n (k,);/> (k,),. Los pares de torsién son entonces 300 X (1.57 X 10°G/L)
(9.34 x 10°G/L) = 50.4 N - m para la porcién circular, 25.3 N-m para la
barra y 224 N'm para la caja. Los esfuerzos méximos en cada una de las
partes se determinan usando, respectivamente, las ecuaciones 6-3, 6-30 y
6-34,

Te 504 x 108 x 10

Timéx — I_p = W =321 MPa
T 25.3 X 10°
Trmax = 0p2 T 0267 X 30 X 102 31.6 MPa
3
z 24X _ 467 MPa

Tomin T 20D 2 X 40 X 20 X 3

El esfuerzo 1, ocurre a lo largo del perimetro de la porcién circular,
Ty.max A 13 mitad de la altura de la barra y 75 4, en las paredes de 3 mm del
tubo. Debido a las aproximaciones hechas, esos esfuerzos no pueden consi-
derarse precisos. En aplicaciones mecanicas, las concentraciones de esfuer-
zos pueden ser particularmente importantes. La analogia de la membrana
puede usarse convenientemente para determinar la posicién de las con-
centraciones de esfuerzos. Un remedio para esto puede ser usar filetes de
buen tamafio en las esquinas reentrantes.

La rigidez torsional de un miembro, encontrada de esta manera, tal co-
mo se necesita en los an4lisis de vibraciones y para la resolucién de proble-
mas eldsticos estaticamente indeterminados, es suficientemente exacta ya
que los efectos locales, como las concentraciones de esfuerzos, juegan en
ella un papel menor.

ta %
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PROBLEMAS

Seccion 6-2

6-1. Laflecha maciza cilindrica de tamaiio variable, como se muestra en mm en la
figura, estd sometida a los pares de torsién indicados. ;Cudl es el esfuerzo torsio-
nante méximo en la flecha y entre qué poleas ocurre éste?

Secciones 6-4y 6-5

6-2. Se taladra un agujero de 100 mm de didmetro en una flecha circular maciza
de 200 mm de didmetro. ;Qué porcentaje de resistencia torsionl se pierde debido a
esta operacion?

6-3. Una flecha circular maciza de 40 mm de didmetro va a ser reemplazada por
un tubo circular hueco. Si el didgmetro exterior del tubo estd limitado a 60 mm,
;cuél debe ser ¢l espesor del tubo hecho del mismo material linealmente eldstico
para que el esfuerzo maximo de trabajo sea el mismo que en la flecha? Determine
la razén de los pesos de ambas flechas.

6-4. Una flecha redonda de 20 mm de dismetro y 500 mm de longitud estd empo-
trada en un extremo y sometida a un par de torsién T en su extremo libre, como se
muestra en la figura. Si un extensémetro colocado sobre la superficie a 45° con la
horizontal registra una deformacién unitaria de 4 X 10~* mm/mm cuando se aplica
el par, ¢cuél es el 4ngulo de torsién presente en la flecha? Sea E = 180GPay G =
70 GPa. (Sugerencia: N6tese la informacién dada en la figura 6-8.)

[ 500 -]
Fig. P6-4
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Seccion 6-6

6-5. Una flecha maciza de acero de 100 mm de didmetro transmite 400 kW a2 Hz.
{a) Determine ¢! esfuerzo cortante maximo. (b) ;Cudl es el didmetro requerido pa-
ra que la flecha opere a 4 Hz bajo el mismo esfuerzo cortante?

6-6. Un motor impulsa una flecha por medio de un conjunto de engranes a 630
rpm, como se muestra en la figura. Se suministran treinta caballos (hp) a una m4-
quina situada a la derecha y 90 hp a otra a la izquierda. Seleccione una flecha maci-
2a redonda del mismo tamaiio en toda su longitud. El esfuerzo cortante permisible
es de 5750 psi.

6-7. En un torno, uno de los trenes de engranes estd hecho como se muestra en la
figura. E! pequefio engrane cilindrico impulsor montado sobre una fiecha de 12 mm
e impulsado por un motor de 2 kW tiene 28 dientes. El engrane impulsado tiene 50
dientes. Esto reduce efectivamente la velocidad del engrane grande por un factor
de 28/90. ;Cudl debe ser el tamafio de la flecha del engrane grande si se fabrica con
¢l mismo material que el engrane pequefio?

|
Fig. P6-7 Fig. P6-8

6-8. [El pequefio engrane de un tren interno de engranes mostrado en la figura es
impulsado por un motor de 500 kW a 30 Hz. El pequefio engrane tiene 10 dientes y
el mayor, que es impulsado, tiene 30. Por tanto, el engrane mayor gira a 10 Hz. Siel
esfuerzo cortante permisible es de 60 MPa, ;cudles son los tamafios requeridos pa-
ra las flechas?

6-9. Una flecha de aluminio de 40 mm de didmetro con carga ciclica de amplitud
constante soporta 5 X 10° ciclos de servicio con un factor de seguridad de 1.8. Use
los datos en la figura 2-26 y divida el esfuerzo normal dado en esta figura entre 2.
Como se muestra en el capftulo 12, esta es una buena hipdtesis conservadora (es
decir, T = o/2). Encuentre el par de torsién que puede aplicarse a esta flecha.

6-10. (a) Disefie una flecha hueca de acero para transmitir 300 hp a 75 rpm sin
exceder un esfuerzo cortante de 8000 psi. Use 1.2:1 como relacién del didmetro
exterior al dismetro interior. {b) ;Qué flecha maciza podria usarse en vez de la
hueca?

30 hp

6-
26
1=

la
su
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6-11. Un motor de 100 hp impulsa vwna flecha por medio de un engrane en A a
26.3 rpm. Engranes conicos en B y C impulsan mezcladoras de cemento. 8i la po-
tencia requerida de la mezcladora impulsada por el engrane B es de 25hp y parala
mezcladora impulsada por C es de 75 hp, ;cudles son los didmetros requeridos para
las flechas? El esfuerzo cortante permisible en la flecha es de 6000 psi. Un nimero
suficiente de chumaceras se proporciona para evitar la flexidn.

Seccion 6-7

6+12. Una flecha circular maciza de 150 mm de didmetro se maquina a un didme-
tro de 75 mm a lo largo de una parte de la flecha. Si en el punto de transicién de los
dos didmetros ¢l radio del filete es de 12 mm, jqué esfuerzo cortante maximo se de-
sarrolla coando se aplica un par de torsién de 2700 N-m a la flecha? [ Cuadl seré el
esfuerzo cortante maximo si el radio del filete se reduce a 3 mm?

6-13. Encuentre el radio requerido de un filete para la unién de una flecha de 6 in
de didgmetro con otra flecha de 4 in de didmetro si el conjunto transmite 110 hp a
100 rpm vy ¢l esfuerzo cortante méximo esta limitado a 8000 psi.

6-14. Dos flechas escalonadas de diferentes tamafios estdn hechas del mismo ace-
ro al niquel. En una de ellas el didmetro mayor de 40 mm se reduce a 20 mm. En la
transicion entre las dos flechas, se introduce un filete semicircular con radio de 1
mm (véase la figura). La segunda flecha, ignalmente maquinada tiene 30 mm de
didmetro en su parte mayor v 18 mm en la otra. Un filete en la transicién tiene un
radio de 2 mm. ;Cuél ensamble de flechas es més adecuado desde el punto de vista
del esfuerzo?

Salida
de
5 kW

Radio del filete

Chumacera

Fig. P6-14 Fig. P6-16

Seccion 6-8

6-15. ;Cuidl debe ser la longitud de un alambre de aluminio de 6 mm de didmetro
para que pueda ser torcido una vuelta completa sin exceder un esfuerzo cortante
de 42 MPa? G =27 GPa.

6-16. La flecha maciza de acero de 50 mm de didmetro mostrada en la figura es
impulsada por un motor de 40 kW a 3 Hz. (a) Encuentre los esfuerzos torsionantes
méximos en las secciones AR, BC, CD y DE de la flecha. (b) Determine el dngulo
total de torsion entre A y E£. Sea G = 84 GPa.
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6-17. Una barra hueca de acero de 6 in de longitud se usa como resorte torsional.
La razén de los digmetros interior a exterior ¢s de 0.5. La rigidez requerida para es-
te resorte es de 0.10 de grado por 1 1b-in de par de torsién. (a) Determine ¢l diame-
tro exterior de esta barra. G = 12 X 10° psi. (b) ;Cudl es la constante torsional de
resorte para esta barra?

6-18. Una flecha maciza de aluminio de 60 mm de digmetro y 1000 mm de longi-
td va a ser reemplazada por una flecha tubular de acero con el mismo didmetro
exterior tal que la nueva flecha ni exceda el doble del esfuerzo cortante maximo ni
el 4ngulo de torsién de la fiecha de aluminio, (a) ;Cudl debe ser el radio interior de
la flecha tubular de acero? Sean G, = 28 GPa y G, = 84 GPa. (b) ;Cual de los
dos criterios es vélido?

6-19. Dos engranes estdn unidos a dos flechas de acero de 60 mm de didmetro, co-
mo se muestra en la figura, El engrane en B tiene un didmetro de paso de 200 mm;
el engrane en C tiene un didmetro de paso de 400 mm. ;Qué dngulo girard el extre-
mo A si en A se aplica un par de torsién de 600 N-m y el extremo D de Ja segunda
flecha no puede girar? G = 84 GPa.

/\ %00
m,

Fig, P6-19

6-20. Una flecha circular de acero con las dimensiones mostradas en la figura
est4 sometida a tres pares de torsién: T, = 28 k-in, T; = —8 k-in y T3 = 10 k-in.
(a) ;Cudl es el 4ngulo de torsion del extremo derecho debido a los pares aplica-
dos? (b) Dibuje el diagrama del 4ngulo de torsion a lo largo de la flecha. Sea G =
12 X 10° psi.

Diarmetro interior
21\' de 1 il'I

Fig. P6-20
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6-21, Un dinamoémetro se emplea para calibrar la entrada requerida de potencia
para operar un ventilador a 20 Hz. El dinamémetro consta de una flecha maciza de
12 mm de didmetro y de dos discos a 300 mm entre sf unidos a la flecha, como se
muestra en la figura. Un disco estd unido a través de un tubo al extremo de entrada;
el otro estd cerca del extremo de salida. El desplazamiento relativo de esos dos dis-
cos registrado por luz estroboscdpica es de 6° O, Calcule la entrada de potencia en
hp requerida para operar el ventilador a la velocidad dada. Sea G = 84 GPa.

Motor Dinamdmetro Ventilador

Fig. P6-21

6-22. Un tubo de aleacién de niquel tiene 30 mm de didmetro exterior y 20 mm
de didmetro interior. El material tiene una G = 70 MPa. Determine la flexibilidad
torsional para un tubo de 1 m de longitud.

6-23. Un disco circular delgado con masa m = 2 kg estd unido a una flecha verti-
cal de 500 mm de longitud que cuelga desde un extremo fijo en la parte superior,
como se muestra en la figura. (a) Si la flecha estd hecha de acero (G = 83 MPa} y
tiene 24 mm de didmetro, ;cudl es 1a frecuencia de vibraci6n torsional del sistema?
La ecuacién para la frecuencia fundamental de vibracién es f, = (1/2m)VEk/I_ .,
donde el momento de inercia de masa del disco respecto al eje z es I, = m R%/2.
(b) ;Cuil es el didmetro requerido de la flecha para que ésta desarrolle la misma
frecuencia de vibracion si estd hecha de aluminio (G = 26 GPa)?

Fig. P6-23
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6-24. Una flecha maciza de acero ahusada estd fija rigidamente a un soporte en un
extremo y en ¢l otro esta sometida a un par de torsién T (véase la figura). Encuen-
tre la rotacion del extremeo libre si d; = 150 mm, d; = 50 mm, L = 500 mm y T'=3
kN'm. Suponga que son aplicables las hipétesis usuales relativas a la deformacién
unitaria en flechas circulares prismdticas sometidas a un par de torsién, y sea G =
200 GPa. (b) Determine la flexibilidad torsional de la flecha.

Fig. P6-24

6-25. Un cono truncado eldstico de pared delgada tiene las dimensiones mostra-
das en la figura. (a) Determine la rigidez torsionante de este miembro (es decir, la
magnitud del par de torsién por unidad de dngulo de torsién). El médulo cortante
para el material es G. (b} ;Cudl es la flexibilidad torsionante de este miembro?

Y f
Espesor de

Diam, = pared = 4 mm

Diam, =
100 mm

, 300 !

Fig. P6-25 Fig. P6-26

6-26. La carga sobre un tubo de control del alerdn de un avién puede idealizarse
por un par de torsién ¢, = kx in-Ib/in uniformemente variable, en donde k es una
constante (véase la figura). Determine el dngulo de torsion del extremo libre, Su-
ponga I, constante.

6-27. Un par de torsién aplicado a una flecha circular es idealizado como unifor-
memente variable desde el extremo empotrado; véase la figura, Determine el dngu-
lo de torsién del extremo derecho. La rigidez torsional I,G de la flecha es
constante.




6-28. Una flecha circular de 2000 mm de longitud empotrada en un extremo v li-
bre en ¢l otro, estd sometida a un par de torsidn variable distribuido lincalmente
que actda a lo largo de su longitud, como se muestra en la figura. La rigidez torsio-
nal I,G de la flecha es constante. Determine el angulo de torsién en el extremo li-
bre debido al par de torsién aplicado.

200 Nem/fm
440 N-m/m

Fig. P6-28

Seccion 6-9

6-29. Un tubo de aluminio se ajusta a presién sobre una barra de acero, formando
una flecha que actia como una unidad. Esta flecha tiene 1 m de largo y la seccidn
transversal mostrada en la figura. Suponga comportamiento eldstico y sea E,. =
3E,, = 210 GPa. (a) ;Qué esfuerzos se generan al aplicar un par de torsién T = 20
kN-m? Muestre la distribucion del esfuerzo cortante sobre una grafica. (b) Deter-
mine la rigidez y flexibilidad torsionales de la flecha.

6-30. Un tubo de 50 mm de didmetro exterior y 2 mm de espesor esta unido en
sus extremos por medio de bridas rigidas a una flecha maciza de 25 mm de didme-
tro, como se muestra en la figura. Si el tubo y la flecha estan hechos del mismo ma-
terial linealmente eldstico, ;qué parte del par de torsién aplicado T es tomada por
el tubo?

Fig. P6-30

6-31. Suponga que en el problema 6-30, antes de soldar las placas de extremeo rigi-
das, la flecha estd sometida a un par de torsién de 200 N-m y se mantiene en esta
condicién durante el proceso de soldado. ;Qué par de torsién residual permanece-
ré en la flecha al liberar el par?
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6-32. Usando ¢l método del desplazamiento, determine las reacciones para la fle-
cha mostrada en la figura 6-21 para los siguientes datos: T = 40 k-in, L, = 15in, L,
=10in,(Z), =2nin*, (1), = =/2in*y G, =G, =G =12 X 10? ksi. Dibuje tam-
bién el diagrama del 4ngulo de torsion para la flecha a lo largo de su longitud.

6-33. Considere la misma flecha circular elastica escalonada mostrada en las dos
figuras alternativas. Usando el método de las fuerzas, determine el dngulo de tor-
sién ¢, en a causado por la aplicacién de un par de torsién unitario en b y demues-
tre que es igual a &,,, que es el dngulo de torsién en b debido a la aplicacién de un
par de torsién unitario en a. Sea (I,); = 3(1,),. (Véase el problema 4-6.)

b}
Fig. P6-33 Fig, P6-34

6-34. Un disco circular con masa de 50 Ib estd unido en un punto situado en el ter-
cio del claro de una flecha maciza de acero de 600 mrm de longitud, fija en ambos
extremos como se muestra en la figura. La flecha tiene 40 mm de didmetro. Deter-
mine Ja frecuencia torsional fundamental del sistema. Desprecie el peso de la fle-
cha. Para la férmula de Ia frecuencia, véase el problema 6-23.

6-35. (a) Usando el método de las fuerzas, determine las reacciones en la flecha ‘
circular escalonada mostrada en la figura. Los pares de torsion aplicados son T}, =

600 Ib-in, T, = 500 Ib-in y T = 200 Ib-in. Los didmetros de la flecha son d; = 2.83 in

v d; = 2.38 in. (b) Dibuje el diagrama de dngulo de torsidn para la flecha a lo largo

de su longitud. Sea E = 10 X 10° ksi.

d‘] d2

Fig. P6-35
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6-36. Una flecha circular eléstica fija en ambos extremos estd sometida a un par
de torsién uniformemente distribuido ¢, por unidad de longitud a lo largo de la mi-
tad de su claro, como se muestra en la figura. (a) Usando el método de las fuerzas,
encuentre las reacciones. (b) Determine el 4ngulo de torsién maximo y dibuje el
diagrama del angulo de torsién a lo largo de la longitud de la flecha. La rigidez tor-
sional I,G de la flecha es constante,

PROBLEMAS

6-37. Suponga que la flecha en el problema 6-27 esta fija en ambos extremos. (a)
Usando el método de las fuerzas, determine las reacciones. (b) Encuentre el dngulo
de torsidn maximo y dibuje el diagrama del dngulo de torsién a lo largo de la longi-
tud de la flecha.

Seccién 6-10
6-38. Resuelva el problema 6-27 usando la ecuacién 6-26.

6-39. Resuelva el problema 6-28 usando la ecuacion 6-26.

6-40. Usando la ecuacién 6-26 y las condiciones de continuidad (véase la Seccién
4-7) o las funciones de singularidad, determine las reacciones en los extremos em-
potrados causadas por la aplicacién del par de torsion T; véase la figura. Dibuje los
diagramas del par T(x) y del dngulo de torsién ¢(x).

6-41. Usando la ecuacién 6-26 y las condiciones de continuidad (véase la Seccion
4-7) o las funciones de singularidad, determine las reacciones causadas por un par
de torsién uniformemente distribuido ¢, a 1o largo de media longitud de flecha, co-
mo se muestra en la figura para el problema 6-36. Dibuje el diagrama del 4ngulo de
torsion a lo largo de la longitud de la flecha.

Seccion 6-11

6-42. Una flecha circular escalonada tiene las dimensiones mostradas en la figura.
(a) Usando un método de energfa, determine el dngulo de torsién en el extremo
cargado. Se da G. (b) Verifique el resultado wsando la ecuacién 6-16.

0.76d

Fig. P6-40
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Seccion 6-12

6-43. Un cople estd hecho con ocho pernos de alta resistencia de ¢ in de didmetro
localizados sobre un circulo de 10 in de didmetro. (a) Calcule el par de torsién que
puede transmitirse por este cople si el esfuerzo cortante permisible en los pernos es
de 10.5 ksi. (b} Encuentre los hp que pueden transmitirse cuando la flecha y los co-
ples estdn girando a 300 rpm.

6-44. Un cople bridado tiene seis pernos con 4rea transversal de 0.2 in” cada uno,
localizados en un efrculo de 8 in de didmetro, més seis pernos con drea transversal
de 0.5 in? cada uno, localizados en un circulo de 5 in de didmetro. Si el esfuerzo cor-
tante permisible en cada perno es de 16 ksi, ;cudl es la capacidad por par de torsién
de este cople?

Seccion 6-13

6-45. Una probeta hecha con una barra de acero SAE 1060 de 20 mm de didme-
tro y 450 mm de longitud fallé bajo un par de torsién de 800 Nom. ;Cuil es el md-
dulo de ruptura de este acero en torsién?

6-46. Una fecha maciza de acero de 20 mm de didmetro y 1000 mm de longitud es
torcida de manera que le queda un miicleo eldstico de 16 mm de didmetro; véase la
figura. (a) Determine el par de torsién aplicado que causa el estado de fluencia. (b}
Encuentre la distribucién del esfuerzo residual que se tendrd al retirar el par. Dibu-
je el patrén de esfuerzo residual con los valores criticos. Suponga las propicdades
mec4nicas idealizadas para ¢l material dadas en la figura 6-30(b) del ejemplo 6-13.

Nucleo
elastico

i 1000 -

Fig. P6-46 Fig. P6-48

6-47. Sila flecha en el problema 6-46 es torcida en su extremo libre un 4ngulo ¢
=25 rad y luego es liberada, ;cudl serd el dngulo residual $? Encuentre también los
esfuerzos cortantes residuales. Dibuje el patrén de esfuerzos residuales con los va-
lores criticos.

6-48. Un tubo delgado de acero al niquel es ajustado en caliente sobre una barra
circular maciza de acero dulce. Las dimensiones transversales de la flecha com-
puesta se muestran en mm en la figura. Determine el par de torsién desarrollado
por esta flecha si el esfuerzo cortante maximo medido sobre la superficie es de 480
MPa. Para ambos aceros, G = 120 GPa. Sin embargo, el acero dulce fluye en cor-
tante a 120 MPa, mientras que el acero al niquel permanece esencialmente lineal-
mente eldstico en el rango de 600 MPa. Diagramas idealizados Ty para los dos
materiales estdn ilustrados en la figura.

v~ Acero

Acero dulce
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6-49. Sien el problema 6-48 es liberado el par de torsién aplicado, (a) jcudl serd
el patrén de esfuerzos residuales? Dibuje los resultados con los valores criticos. (b)
Determine ¢l angulo de torsion residual por unidad de longitud de la flecha.

Seccion 6-14

6-50. Compare el esfuerzo cortante maximo y el 4ngulo de torsién para miem-
bros de iguales longitudes v dreas transversales con seccién cuadrada, seccién rec-
tangular y seccidn circular. Todos los miembros estdn sometidos al mismo par de
torsion, La seccién circular tiene 100 mm de didmetro y la seccidn rectangular tiene
25 mm de ancho.

6-51. Compare la resistencia torsional y la rigidez de tubos de pared delgada de
seccidn transversal circular con material linealmente eldstico con y sin una ranura
longitudinal (véase la figura).

Fig. P6-51 Fig. P6-52

6-52. Una flecha agitadora estd hecha con cuatro barras rectangulares soldadas
a un tubo circular, como se muestra en la figura. El tubo tiene 4 in de didmetro
exterior y ; in de espesor de pared; cada una de las barras rectangulares es de 1 X
2 in. Si el esfuerzo cortante eldstico maximo, despreciando las concentraciones de
esfuerzos, estd limitado a 10 ksi, ;qué par de torsién T puede aplicarse a este
miembro?

6-33. Usando la analogfa del montén de arena, determine el momento de torsién
ultimo de resistencia para una seccidn rectangular de a por 2a. (Sugerencia: Prime-
ro, usando la analogia, verifique la ecuacién 6-29 para una flecha circular maciza,
donde la altura del montén es ¢y, Dos veces el volumen incluido por el montén da
los resultados requeridos.)

6-54. Un miembro sometido a torsidn tiene la seccidén transversal mostrada en la

figura. Estime la constante de forsion £, qu-

Fig. P6-54
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264 CAP6 TORSION

6-55. Considere tres secciones transversales: un circulo, una elipse y un tridngulo
equildtero con las dimensiones mostradas. (a) Aplique la analogia de la membrana
y localice los puntos de esfuerzo maximo. (b} Determine 7, y ¢ para las secciones.
Sea T = 1000 N-m. Las f6rmulas para la seccién eliptica son T, = 2T/(mab®) y
¢ = TL/KG, donde K = wa®b*/(a* + b%); para la seccién triangular equildtera son
Toax = 20T/8°y K = a*\/3/80; para ambos casos, ¢ = TL/KG. (Segiin R. J. Roark
en Formulas for Stress and Strain, Nueva York: McGraw-Hill, 1943.) Sean @ = 20

T
/N I~

|t———— 25—

Fig. P6-55

6-56. Sean cada una de las tres dreas transversales de los miembros en el proble-
ma 6-55 iguales a 1200 mm’. Determine 7, en cada caso. Recuerde que ¢l drea de
una elipse es A = mab.

6-37. Determine los tamaios relativos de las secciones transversales en el problema
6-55 para que tengan la misma rigidez torsional. Recuerde, como en el problema pre-
cedente, que ¢l drea de una elipse es A = mab.

Seccion 6-16

6-58. Para un miembro con la seccién transversal mostrada en la figura, encuen-
tre los esfuerzos cortantes maximos y el &ngulo de torsién por unidad de longitud
debido a un par de torsién aplicado de 1000 Ib-in. Desprecie la concentracion de
esfuerzos. Comente sobre las ventajas ganadas al incrementar ¢l espesor de la pa-
red sobre parte de la seccién transversal.

6-59. Una seccién transversal de pared delgada en forma de una superficie de sus-
tentaci6n simplificada se muestra en la figura. Determine el par que ella puede so-
portar bajo un esfuerzo cortante maximo de 20 MPa. Desprecie ¢l efecto de las
concentraciones de esfuerzos. ;Se tiene alguna ventaja al aumentar €l espesor de
las placas inclinadas? Use las dimensiones de las lineas centrales

20mm 100mm

Fig. P6-59




6-60. Una flecha con la seccién transversal mostrada en la figura estd sometida a
un par de torsién T = 150 N'm. (a) Estime el porcentaje de par tomado por cada
una de las dos componentes transversales y calcule los esfuerzos cortantes maxi-
mos en cada parte, despreciando concentraciones de esfuerzos. (b) Encuentre el
angulo de torsion por unidad de longitud generado por el par de torsidn aplicado.
Sea G =25 X 10° GPa.

6-61. Una pieza de aluminio extruido est4 hecha en forma de caja rectangular,
Determine la resistencia eldstica torsional de este miembro si el esfuerzo cortante
estd limitado a 120 MPa. ;Cudl es la flexibilidad torsional de una caja con 400 mm
de longitud?

Fig. P6-61
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6-62. Una flecha empotrada en ambos extremeos est4 hecha con una barra cuadra-
da maciza de 20 mm por lado ¥ un tubo cuadrade de 30 mm por lado soldados en la
unién de las dos secciones a una placa que forma un apuntador volado en la direc-
cién horizontal; véase la figura. El tubo cuadrado tiene un espesor de pared de 1.5
mm. Determine el desplazamiento vertical de la punta del apuntador causado por
la aplicaci6n de los dos pares de torsién T, y 2T; cuando el esfuerzo cortante méxi-
mo en la flecha es de 40 MPa. Desprecie las concentraciones de esfuerzos y sea G
=200 GPa.

Barra cuadrada 209

Tubo cuadrado

Fig. P6-62
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