Instituto de Computacion Facultad de Ingenieria Loégica 2024

Practico 3
Semantica de la Logica Proposicional

Ejercicio 4 (Consecuencia semantica)

Bosquejo de solucion

a. Para probar que se cumplen las siguientes consecuencias logicas, usaremos Tableau Se-
manticos. Siguiendo las pautas del video de presentacién del practico 3, si queremos
probar que I' = ¢, debemos construir un Tableau Seméntico cuya raiz sea:

T.I
F.p

Si luego de desarrollado el resto del tableau llegamos a una contradicciéon en todas sus
hojas, probamos que I' = .
LT ek

Demo)

Siguiendo las pautas planteadas antes, construimos el tableau:
T.p X
F.o X

Como podemos observar, este es un tableau que tiene una unica hoja que a su
vez es la raiz, y ademds presenta una contradiccién. Por lo tanto probamos que

e E .
ILT) oV,
Demo)
T.oVy
T. i)
F.o
/\
T.p X Ty
T T.—¢
F.p X F.p
T. X
F.¢p X

Probamos que ¢ V ¢, =) = .
L T) (pA), (@ Ao) = (pAo)
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T.p X T.o
T. T.
T.o T.oc X

F.o X F.o X

Probamos que (¢ AY), (Y Ao) = (p Ao).

b. L H)eoEvyvEo

T) o

Demo)

Por un lado tenemos que:

Por otro lado:

(Por hipétesis)

= (Por def. )
(Vo :Val)(v(p)=1=v()=1)(A)

(Por hipétesis)

=_> (Por def. )
(Vo :Val)(v(¥)=1=wv(o)=1)(B)

Loégica 2024

Por lo tanto, a partir de (A) y (B), dada v una valuacién cualquiera que cumple
v () = 1, podemos afirmar que:

= (Por (A))
v() =1
= (Por (B))
v(o)=1
= (v valuacién cualquiera que cumple v (¢) = 1)
(Vo:Val)(v(p) =1=v (o) =1)
=> (Por def. de =)
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I H) Ey— ¢
T) o v

Demo)

Haremos esta demostracién por absurdo. Suponemos que ¢ =

o FEY

<i> (Definicién =)
(Bvr: Val)(v1 (p) =1y o1 () = 0)

= (Aritmética)

(Fvr : Val)(maz {1 = (v1 (), 01 (¥)} = 0)

=> (Def. valuacién)

v (p = 4) =0
Esto es absurdo ya que por hipotesis ¢ — 1 es tautologia.
Por lo tanto, probamos que ¢ =

L H) gy by
T) b -

Demo)

Haremos esta demostracién por absurdo. Suponemos que = —).
De nuestras hipotesis podemos concluir que:

(por Hipdtesis)

= (=¢)

<:_> (Definicién Tautologia)
(Vo : Val)v ((—¢)) =1
<~ (Definicién Valuacién)

(Vo : Val)v () =0 (A)
Y por otro lado:

(por Hipétesis)

YEp

<:Z> (Definicién =)
(Vo :Val)(v(y)=1=v(p) =1) (B)

Por lo tanto, partiendo de nuestra suposicion, tenemos que:

e~

= (Def. de )

(Fv : Val)(v (=) = 0)
=> (Def. de valuacién)

(Fv: Val)(v () =1)
= (Por (B))
(Fv:Val)(v(p)=1)

Esto es absurdo ya que contradice lo afirmado en (A).
Por lo tanto probamos que = —).

IV. H) Tyl b
T) T ~(~p Vo)

Demo)
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Por un lado, tenemos que:

(Por hipétesis)

FEe
:E (Por def. =)
(Vo :Val)(v([')=1=v(p)=1)(A)

Por otro lado, tenemos que:

(Por hipdtesis)

N

=> (Por def. )
(Vo:Val)(v(T)=1= v () =1)
= (Por def. valuacién)

(Vo:Val)(v(T) =1= v () =0)(B)

Por definicién de =, queremos probar que:

(Vo : Val)(v(T)=1= v (=(=p V) =1)

Sea v una valuacién cualquiera tal que v (I') = 1, tenemos que:

v (=(e V)

= (Por def. valuacién)

1L —v(=p V)

= (Por def. valuacién)

1 —max{v(—p),v ()}

= (Por def. valuacién)

1 —maz{l —v(p),v¥)}

= (Por (A) yv(I') = 1)

1 —max{l—1v(¢¥)}
= (Por (B) y () = 1)

1 —maz {0,0}
= (Def. de max)
1-0

= (Aritmética)

1
Probamos que I' = —=(—p V 9)).
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Ejercicio 9 (Conectivas)

Bosquejo de solucion

a. Recordemos que si ¢ es un conjunto de conectivos y C es un conjunto de conectivos
funcionalmente completo

(Vi € PROP()(J) € PROP¢ )¢ eq 1) = C’ es funcionalmente completo
Tenemos que probar que los conjuntos {|} y {/} son funcionalmente completos.

1. Queremos probar que el conjunto {|} es funcionalmente completo, o lo que es lo
mismo que dado C' un conjunto funcionalmente completo de conectivos:

(Ve € PROP¢) (3¢ € PROPy)y)¢ eq ¥

Antes de comenzar la demostracion se debe determinar C'. Para esto vamos a con-
siderar la tabla de definicién del conectivo |, teniendo en cuenta que v(p|¢) = 0 sii

v(p) =v(1) =1 con ¢, € PROPc.

o | Y| oY
00| 1 ¢ | ply
0l1] 1 0] 1
1o 1 1] 0
11 0

En la tablas anteriores se puede observar que dada una valuaciéon v cualquiera se
cumple que:

= u((p[Y)) =1 =v((eAY) =v((—(pAY))) A
= u((¢lp)) = v((—p)) B

De A y B, se puede expresar el conectivo | en términos de los conectivos Ay —
por lo que el conjunto funcionalmente completo de conectivos a utlizar va a ser
C = {A,—} (se demostro en el tedrico del curso que este conjunto de conectivos es
funcionalmente completo).

Por el razonamiento anterior, lo que se quiere demostrar es:

(Ve € PROP{, —y) (3¢ € PROP(} )y eq ¢
Demostraciéon por PIP en PROP, ;.

Identificacién de la propiedad: P(p) := (3¢ € PROP()p eq ¢

Paso Base
T) P(p:) : (30 € PROPyy)p; eq ¥
Demo.

Por definicién de PROPy|;, se cumple que p; € PROP;.
Ademas una férmula siempre es equivalente a si misma por lo que p; eq p;.
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Paso Inductivo 1
H) P(a): (3¢ € PROP{})a eq o
P(B): (38 € PROPyy)B eq B’
T) P((aAB)): (3 € PROP(y)(a A B) eq ¢

Demo.
(Por hipétesis inductiva)

aeqa'y feqf

= (equivalencia de las partes)
(A B) eq (o/ A B)(+")
= (lema 1)(*2)

(@A B) eq ((]69)(]7))

(+')(a’ AB') & PROPyp porque ninguna férmula de PROPy)y tiene al conectivo
A.
(%) notar que el equivalente se desprende del razonamiento realizado al

comienzo del ejercicio.
Resta probar ((«/|5")|(¢/|8")) € PROPy);

(Por hipétesis inductiva)

o € PROPyy v g e PROPy;
=> (Por regla inductiva de PROPy})
(o/|8") € PROP

= (Por regla inductiva de PROPy|y)

((']8))|(a’|8")) € PROPy)y

Paso Inductivo 2
H) P(a): (3¢ € PROP{})a eq o
T) P((—)) : (3¢ € PROPyy)(—ax) eq

Demo.
(Por hipétesis inductiva)

aeqa

= (equivalencia de las partes)

(ma) eq (—a/)(+")

= (lema 2)(*2)

(ma) eq (')
(+')(—a/) & PROPy)y porque ninguna férmula de PROP; tiene al conectivo —
(x?) notar que el equivalente se desprende del razonamiento realizado al

comienzo del ejercicio.
Resta probar (a/|a’) € PROPy);

(Por hipétesis inductiva)

o € PROP{|}
=> (Por regla inductiva de PROPy|})
(O/|O/) S PROP{|}

Entonces por PIP para PROP(, —y, (V¢ € PROP{s _y)(3¢) € PROP)y)¢ eq o).

Lema 1

T) (Vo € PROPyy)(Vf € PROP(y)(a A ) eq ((a]B)[(a]B))
Demo.
Sean a € PROPy)y y 8 € PROPy), arbitrarios.

Hay que probar (oA 5) eq ((a]5)|(alf5))
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(a A B) eq ((]B)](a]B))
<= (def. de eq)

(Vo : Val)v((a A B)) = v(((al8)l(e]8)))

Sea v una valuacion arbitraria, queremos probar v((aAB)) = v(((«|B)|(a]B)))

v((anp)) =1

<~ (definicién de valuacién para A)

v(a) = v() = 1

< (definicién de valuacién para |)

v((a]B)) =0

&> (definicién de valuacién para |)
v(((alB)l(alB))) =1
Lema 2
T) (Va € PROPy)(—a) eq (aa)
Demo.

Sean « € PROPy)y arbitrario.
Hay que probar (—a) eq (a|a)

(ma) eq (ala)
<:7>(def. de eq)
(Vo : Val)v((ma)) = v((ala))

Sea v una valuacion arbitraria, queremos probar v((—«)) = v((a|a))

v((ma)) =1

< (definicién de valuacién para —)

v(a) =0
<= (definicién de valuacién para |)
v((afe)) =1

2. Queremos probar que el conjunto {|} es funcionalmente completo, o lo que es lo
mismo que dado C' un conjunto funcionalmente completo de conectivos:

(Ve € PROP()(J) € PROPy}3) ¢ eq ¢

Antes de comenzar la demostracién se debe determinar C. Para esto vamos a con-
siderar la tabla de definicién del conectivo |, teniendo en cuenta que v(p | ¢) =1
sii v(¢) = v(y) =0, con ¢, 1) € PROP¢.

|y ely
010 1 plede
0o[1] 0 0] 1
1o 0 1] o
1[1] 0

En la tablas anteriores se puede observar que dada una valuaciéon v cualquiera se
cumple que:

= (e ) =1—-v(lpVvy)) =v((=(pVy))) A
= u((p L p)) =v((-p) B
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De A y B, se puede expresar el conectivo | en términos de los conectivos V y —
por lo que el conjunto funcionalmente completo de conectivos a utlizar va a ser
C' = {V,~} (se demostro en el tedrico del curso que este conjunto de conectivos es
funcionalmente completo).

Por el razonamiento anterior, lo que se quiere demostrar es:
(V¢ € PROPyy ) (3¢ € PROP(}} )¢ €q ¢

Demostraciéon por PIP en PROPy ;.

Identificacién de la propiedad: P(y):= (F) € PROP{})p eq ¢

Paso Base
T) P(p;) : (3¢ € PROP(y)pi eq
Demo.
Por definicién de PROPyy,, se cumple que p; € PROPy;.
Ademas una férmula siempre es equivalente a si misma por lo que p; eq p;.
Paso Inductivo 1
H) P(a): (3¢/ € PROP(}})a eq o
P(B) : (38 € PROP(}})S eq ('
T) P((aV B)): (3 € PROP(y)(aV B) eq ¢

Demo.
(Por hipétesis inductiva)

aeqa'y feqf

= (equivalencia de las partes)

(Vv f3) eq (/v B)(x")

= (lema 3)(*2)

(aVp)eq((o L5 (a]p5))
(+')(a’ V') & PROPy}; porque ninguna férmula de PROPyy tiene al conectivo
V.
(x?) notar que el equivalente se desprende del razonamiento realizado al
comienzo del ejercicio.

Resta probar ((o/ | 8') | (¢/ | f")) € PROPyy

(Por hipdtesis inductiva)
o € PROP;y v g e PROP;y
= (Por regla inductiva de PROPy 1)

(O/ i B/) € PRDP{i}
=> (Por regla inductiva de PROP( 1)

((a" L B") | (o' L B) € PROP,
Paso Inductivo 2
H) P(a): (3¢ € PROP{}})a eq o
T) P((~)) : (3¢ € PROP(})(—av) eq ¥
Demo.

(Por hipétesis inductiva)
aeqa

= (equivalencia de las partes)

(ma) eq (—a')(+")
= (lema 4)(*2)
(—a) eq (o | &)

Péagina 8



Instituto de Computacion Facultad de Ingenieria Loégica 2024

(+')(—a/) & PROP;}y porque ninguna férmula de PROP}y tiene al conectivo
(x?) notar que el equivalente se desprende del razonamiento realizado al

comienzo del ejercicio.
Resta probar (o' | ') € PROPy

(Por hipétesis inductiva)

o € PROP;y
=> (Por regla inductiva de PROP 1)
(o/ J a’) € PROP{J,}

Entonces por PIP para PROP{y 3, (V¢ € PROPyy, —y)(Jt) € PROP{}} )¢ eq .

Lema 3
T) (Vo € PROP{}}) (VB € PROPy}y)(a V B) eq ((a | B) | (a ] B))

Demo.
Sean o € PROPyy y B € PROPy; arbitrarios.
Hay que probar (a'V ) eq (a4 8)  (a | 8))

(aVp)eq ((alB)l(alp))
< (def. de eq)

(Vo : Valyo((a v 8)) = v(((a 4 B) L (a ] B)))

Sea v una valuacién arbitraria, queremos probar;

v((av p)) =v(((alp)l(adp))

v((avp)) =0

< (definicién de valuacién para V)
v(e) = v(B) =0

<~ (definicién de valuacién para )

v((alp)) =1

<= (definicién de valuacién para |

v(((@d B) L (adp)) =0

Lema 4
T) (Va € PROP(}})(—a) eq (a | )
Demo.
Sea « € PROPy; arbitrario.
Hay que probar (—a) eq (a | «)

(o) eq (a L )
<:>>(def. de eq)

(Yo : Val)v((ma)) = v((a | a))

Sea v una valuacién arbitraria, queremos probar v((—a)) = v((a | @))
v((ma)) =1

< (definicién de valuacién para —)

v(a) =0

<~ (definicién de valuacién para )

o((ala)) =1
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b.

Sea v una valuacion tal que v($(p1, @2, p3)) =1

< (condici6n de $)

v(p1) = v(p2) =1 ov(p1) =v(ps) =10 v(p2) = v(ps) =1

< (definicién valuacién para A y V)

v((pr A2) V(1 As) V(02 Aps)) =1

<i> (v arbitraria)

(Vv : Val)o($(p1, 2, 3)) = v((1 A p2) V (1 A ps) V (02 A p3))

< (definicién de equivalentes)

$(p15 02, 93) €q (1 A 2) V (o1 Aps) V (02 A p3)

< (De Morgan y Teo. Sustitucién)

$(1, 02, 03) €q (2(p1 V 42)) V (=01 V —03)) V (2(22 V —3))
C.

Sea v una valuacion tal que v(p1#@s) =1
< (condici6n de #)
(v(pr) =1y (p2) =0) 0 (v(p1) =0y v(pe) = 1)

< (definici6én valuacién para Ay V)

v((o1 A i) V (21 Apr)) = 1
< (v arbitraria)

(Vo : Val)o(pi#pa) = v((@1 A =) V (mo1 A 2))

< (definicién de equivalentes)

v(p1#pa) eq (91 A 2pa) V (791 A o)
< (De Morgan y Teo. Sustitucién)

$(1, 02, 93) eq (=(—p1 V 92)) V (=01 V —p2))

d. Queremos probar que el conjunto {A, L} no es funcionalmente completo.
Recordemos de la parte a):

(V¢ € PROP)(3) € PROP(, 1})¢ eq ¢ = {A, L} es funcionalmente completo

Se quiere probar entonces, (Jp € PROP)(V4) € PROPy, 1}) no se cumple (p eq 1)).

(3¢ € PROP) (V4 € PROP(, 13}) no se cumple (o eq ¢)
<~ (definicién de equivalencia)

(3¢ € PROP)(V4) € PROPy,, 1) (Fv: Val)v(yp) # v(v)
<= (- testigo del existencial)

(Vip € PROP{A, 1})(Fv : Val)v(—L) # v(z))

< (=L es una tautologia)

(Vi) € PROP, 1})(3v : Val)l # v(4))

< (aritmética)

(Vi) € PROPy, 13)(Fv : Val)0 = v(y)

Por lo tanto vamos a probar que no hay tautologias en PROP 14, es decir:

(Vi € PROPy,, 13)(Fv: Val)0 = v(y)

Lema 5

T) (91# € PROPy,, J_})(;’U : Val)() = ’U(Q/J)
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Demo.
Demostraciéon por PIP en PROP¢ ;. )
Identificacién de la propiedad: P(¢) := (Jv: Val)0 = v(v))

Paso Base 1
T) P(p;): 3v:Val)0 = v(p)
Demo. B
Sea vy la valuacion tal que (Vi € N)uvy(p;) = 0.

Paso Base 2
T) P(L): (3v:Val)0=v(L)
Demo.
Sea vy cualquier valuacion, por definicién se cumple que v1(L) =0

Paso Inductivo

HI) P(a): (Fv:Val)0 = v(a)
P(B): (v :Val)0 =v(B)

TI) P(aAB): (Fv:Val)=v(aAp)

Demo.
Sea v; una valuaciéon que cumple v1(a) = 0 (sabemos que existe por la
HI
Poi definicién de valuacién v (oA §) =0

Por PIP para PROP, |3, se cumple (Vo) € PROP{,, 1})(Fv : Val)0 = v(v))
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Ejercicio 12 (Mas formas normales)

Bosquejo de solucion

a. Definimos el subconjunto de PROP con los conectivos A, V, L, =, PROP, vy, i -, como en los
practicos anteriores,

I p; € PROP, .| -

II L € PROPA,y | -

11 Si w € PROP,y | —, B €PROP,y 1~y * € {A,V} entonces (a * [3) € PROP, v | -
IV Si a € PROP,y | - entonces (—a) € PROPA v | -

b. Utilizando el ERP de PROP definimos la funcién f,

f :PROP — PROP, | -

f(pi) = ps
f(L)=1
f(lanB))=(fla)nf(B))
[V B)) = (fla)V f(B))
f(la—=B8)) = (=f(a) vV [(B))
flla s B)) = ((=f(a) V f(B) A(=f(B)V f(a)))
f((=a)) = (=f (@)

Observamos que el recorrido de f es efectivamente PROPAy | .

Luego, se quiere probar que : (V¢ € PROP)(¢ eq f(p))

Realizaremos la demostracion aplicando el PIP para PROP en .
Identificamos ahora la propiedad a utilizar,

P(p) :==peq f(p)
Paso Base 1
T) P(pi): pi eq f(pi)

Demo.
Por la reflexividad de eq se cumple,
f(pi) eq f(pi)
< (por def. f, f(p:) = pi)
pi eq f(pi)

Paso Base 2
T) P(L): L eq f(1)
Demo.
Por la reflexividad de eq se cumple,

f(L) eq f(L)

< (por def f f(L)=1)
Leq f(L)
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Paso Inductivo 1
HI) P(a):aeq f(a)
P(B): B eq f(B)
TI) P((aAB)): (anB)eq f((anp))

Demo.
(anB)eq f((anpB))

< (HIy teo. sust.)

(f(@) A F(B)) eq f((anp))

< (def f)

flanB)) eq f((anB))
Esto se cumple por la reflexividad de egq.

Paso Inductivo 2
HI) P(a):aeq f(a)
P(B): B eq f(B)
TI) P((aVpB)): (aVp)eq f((aVp))

Demo.
(aVB)eq f((aVp))

< (HIy teo. sust.)

(f(e) vV f(B)) eq f((aV B))

< (def f)

flav B)) eq f((aVpB))
Esto se cumple por la reflexividad de eq.

Paso Inductivo 3
HI) P(a):aeq f(a)
P(B): B eq f(B)
TI) P((a— B)):(a—B)eq f((a = B))

Demo.
(a = B) eq f((a— B))
< (HI y teo. sust.)

(f(@) = f(B)) eq f((a = B))

< (Leyes algebraicas)

(=f(@) Vv [(B)) eq f((a = B))

<> (def de f)

Sl = B)) eq f((a — B))
Esto se cumple por la reflexividad de egq.

Paso Inductivo 4
HI) P(a):aeq f(a)
P(B): B eq f(B)
TI) P((a <+ B)):(a <« B)eq f((a > B))
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Demo.
(a < B) eq f((a = B))

<> (HIy teo. sust.)

(f(@) < f(B)) eq f((a > 5))

< (Leyes algebraicas)

((f(@) = F(B) A(F(B) = (@) eq f((e > B))

<~ (Leyes algebraicas y Teo. Sustitucién)

((=f (@) V F(B) A (£ (B) V fla))) eq f((a > B))

< (def de f)

flla e ) eq f((a < 5))

Esto se cumple por la reflexividad de eq.
Paso Inductivo 5
HI) P(a):aeq f(o)
TI) P((—a)): (ma) eq f((ma))

Demo.

(ma) eq f((ma))

<~ (HI y teo. sust.)

(=f(e)) eq f((—a))

< (def. f)

f((—a)) eq f((ma))

Esto se cumple por la reflexividad de eq.

Como se cumplen todas las hipotesis del PIP para PROP, podemos afirmar que:

(Vo € PROP)(¢ eq f(p))

c. I p,e FNN
In1leFNN
11 Sia € FNN, B € FNN y % € {A,V} entonces (a* 5) € FNN
v (—-p;) € FNN
v (-Ll) € FNN
Notar que — solo puede estar aplicado a formulas atémicas.

d. Definiremos g convenientemente basados en la prueba de correctitud asociada.

Queremos probar

(Vo € PROPA .1 -) (¢ eq g(¢))

Realizaremos la demostracion usando el PIP para PROP, y, | - en ¢.
Identificamos la propiedad a probar sobre los elementos de PROP, v/, |

P(p) := v eq g(p)
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Paso Base 1

T) P(pi): pi eq 9(pi)
Demo.
Queremos probar
pi eq 9(pi)
Definiendo g(p;) = p;, esto se cumple por la reflexividad de eq.
Observamos que p; € FNN por regla I de FFN N, por tanto esta es una definicién
valida para g.
Paso Base 2
T) P(L):Leqg(l)
Demo.

Queremos probar
Legg(l)

Definiendo g(L) = L, esto se cumple por la reflexividad de eq.
Observamos que | € FFNN por regla Il de FN N, por tanto esta es una defini-
cion valida para g.

Paso Inductivo 1
HI) P(a):aeqg(a)
P(B): B eq g(B)
TI) P((ax*p)): (ax*p) eq g((ox )

Demo.
Queremos probar

() eq g((ax )

< (HI y Teo. Sust.)
(g(a) = g(B)) eq g((a = B))

Luego definiendo,

g((ex ) = (g(a) * g(B))

esto se cumple por la reflexividad de eq.

Suponiendo que la definiciéon de g es correcta, g(a) € FNN y ¢g(8) € FNN,
entonces por regla IIT de FNN, (g(«) * g(8)) € FNN.

Paso Inductivo 2
HI) P(a):aeqg(a)
TI) P((ma)) : (—a) eq g((—a))

Demo.
Tener mucho cuidado en la elecciéon de g para las negaciones, porque el primer
impulso es seguir como en el caso anterior y definir g((—«a)) = (—g(«)), y esto
seria incorrecto. Porque al momento de transformar proposiciones debemos te-
ner cuidado de no agregar negaciones en formulas que no sean atémicas, dado
que no pertenecen a F'NN.

Definiremos entonces una funcion auxiliar h, que tome una férmula de FNN
y nos retorne una férmula también en FFNN equivalente a su negacion. Para

esto podemos por ejemplo hacer uso de las leyes de equivalencias. Daremos a

Pagina 15



Instituto de Computacion Facultad de Ingenieria Loégica 2024

continuaciéon una definicién de h tal que h(a) eq (—«) y luego probaremos su
correctitud en el Lema 1:

h: FNN — FNN

h(pi) = (_‘pi)
h(L) = (=1)
h((=pi)) = pi
h((=L1)) =1
h((a A B)) = (h(a) V h(B))
h((aV B)) = (h(a) A h(B)
Eligiendo g((—a)) = h(g(e))
9((—a)) eq g((—a))
&> (def de g)

h(g(a)) eq g((—))

< (Por el Lema 1, h(g(a)) eq —g(a) y Teo. Sust)

~g(e) eq g((—a))
<> (HIy Teo. Sust.)

—a eq g((—a))

Como se cumplen todas las hipétesis del PIP para PROP, v, | - podemos afirmar que:
(Vi € PROP) eq g(¢)

Al finalizar la prueba podemos resumir la definicién de la funcién g.

[ PROP/\’\/7J_7_‘ — NN

9(pi) = pi
g(L) =1
g((axB)) = (g(a) * g(B3))

Resta probar el Lema 1: B
(Va € FNN)h(a) eq (—a)

esto lo haremos con una induccion sobre FFNN.

Identificacién de la propiedad P(«) := h(«) eq (—«)

Paso Base 1
T) P(pi> : h(l?i) €q (_'pi>

Demo.
h(pi) eq (—pi)
< (Definicién de h)

(=) eq (=pi)

Esto se cumple por la reflexiva de la equivalencia.
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Paso Base 2
T) P(L):h(L)eq (—L)

Demo.
h(L) eq (—L1)

<= (Definicién de h)
(md) eq (=1)

Esto se cumple por la reflexiva de la equivalencia.

Paso Base 3
T) P((=pi) : h((=pi)) eq (=(—pi))
Demo.
h((=pi)) eq (=(=p:))
< (Leyes Algebraicas p; eq (—(—p;)))
h((=p:)) eq p:
&> (def h)
Di €q pPi
Esto se cumple por la reflexiva de la equivalencia.
Paso Base 4
T) P(pi) : h((=L)) eq (=(=L1))
Demo.

h((=L1)) eq (=(=L1))

< (Leyes Algebraicas L eq (=(—1)))
h((=L1)) eq L

& (def h)

1leq L

Esto se cumple por la reflexiva de la equivalencia.

Paso Inductivo 1
HI) P(a): h(a) eq (ma)
P(B) : h(B) eq (=B)
TI) P((aAB)): (A B)) eq (m(aAp))

Demo.
h((a A B)) eq (—(a A B))
< (Leyes de Morgan)

h((a A B)) eq ((ma) V (=5))

< (HI y Teo Sustitucién)

h((a A B)) eq (h() V h(B))
< (def. de h)

h((a A B)) eq h((a A B))
Esto se cumple por la reflexividad de eq.

Paso Inductivo 2

HI) P(a): h(a) eq (-a)
P(B) : h(B) eq (=5)
TI) P((aVp)):h((aVp)) eq (~(aV )
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Demo.
h((aV B)) eq (=(aV B))

< (Leyes de Morgan)

h((aV B)) eq ((ma) A (=5))

< (HI y Teo Sustitucién)

h((aV B)) eq (h(a) A h(B))

< (def. de h)
h((aV B)) eq h((aV B))
Esto se cumple por la reflexividad de eq.

Entonces, como estamos en las hiotesis del PIP para F'N N, todos los elementos ¢ € FFNN
cumplen que (—y) eq h(yp).

Ejercicio 13 (Orden)

Bosquejo de soluciéon

a.

b.

A partir de la propiedad probada en el ejercicio 5, sabemos que = ¢ — ¥ ssi ||| C [|¢]].

Para que se cumpla ¢ < 9, la definicién ademds nos pide que no se cumpla = ¥ — ¢.
Bajo la misma propiedad del ejercicio 5, esto implica que ||| Z [|¢]|.

Por lo tanto, dado que se debe cumplir que ||¢|| C |[¢] v [|¥| € |l¢ll, llegamos a la
siguiente definicion: ¢ < 9 ssi ||| C ||¢]].

= Caso 1: ¢ es tautologia.
En este caso, ya que ¢ es tautologia podemos afirmar que para cualquier valuacion v,
se cumple que v (¢) = 1. Por lo tanto, toda valuaciéon v cumple v € ||¢|| (||¢]| = V).

Consideremos ahora la letra proposicional p;. Sabemos que cualquier valuacién v;
que cumpla vy (p;) = 1, y por lo tanto vy € ||p;||, también va a cumplir v; € ||V||,
por lo tanto se cumple ||p;|| € V. Ademads, podemos definir una valuaciéon v, que
cumpla vy (p;) = 0. En este caso, vy € ||p;||]. Como vy € V' ya que es una valuacién
pero vy & ||p;||, podemos afirmar que ||p;|| C V = ||¢||. Los diagramas de Venn para
los conjuntos ||¢|| y ||pi|| son:

lpall =V

Considerando la definicién alternativa planteada en la parte a, vemos que se cumple
que p; < @.
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= Caso 2: ¢ es contradiccion.

En este caso, ya que @ es contradiccién podemos afirmar que para cualquier valuacién
v, se cumple que v (¢) = 0. Por lo tanto observamos que ||¢| = 0.

Por otro lado, en el caso anterior encontramos una valuacion, vy, tal que vy € ||p;|.
Por lo tanto vemos que ||p;|| # 0.

En conclusién, podemos afirmar que ||| = 0 C ||p:]|, lo cual significa que ¢ < p;.

= Caso 3: ¢ es contingencia.

En este caso, existen valuaciones en V' que hacen verdadera a ¢ y otras que no.
Por hipétesis, p; no ocurre en ¢. Esto implica que el valor de verdad de ¢ no esta
determinado por el valor de verdad de p;. Por lo tanto podemos definir las siguiente
valuaciones:

v valuacion tal que vy (@) = (p;) =0,y por lo tanto v; & |||l y v1 & ||p:l
v9 valuacion tal que ve (¢) = 0y ve (p;) = 1, y por lo tanto ve & ||| v v2 € ||pi]]
() = (pi) =0,y por lo tanto vs € [l¢| v vs & ||
(v) = ) =

=1yuws(p;) =1,y por lo tanto vy € |||l vy va € ||ps|

vg valuacion tal que vg
vy valuacion tal que vy

Los diagramas de Venn para los conjuntos V, |||l v ||p:|| son los siguentes:

v

N

En este caso, se observa que [|pi|| & || v [l¢ll & [[pill. Por lo tanto, concluimos que
no se puede realizar ninguna afirmacién sobre como se comportan p; y ¢ segun la
relacién < (no son comparables).

c. H) ¢,1 € PROP tales que ¢ <
T) Existe o € PROP tal que p < 0 < ¢

Demo)

Para esta demostracion seguiremos las sugerencias planteadas en la letra del ejercicio.

En primer lugar, consideramos una letra de proposicion p; tal que p; no ocurre en ¢
ni en 1.

Por hipoétesis, sabemos que ¢ < 1. Utilizando la definicion alternativa planteada en
la parte a, podemos afirmar que ||| C [|¢].

Por otro lado, dado que p; no ocurre en ¢ ni en 1, el valor de verdad de ¢ o de ¥
no depende del valor de verdad de p;. Por lo tanto, del conjunto de valuaciones que
hacen verdadera a p; (||p;||) hay valuaciones que no hacen verdadera a ¢ ni a ¥ (y
por lo tanto esas valuaciones no pertenecen a ||[¢|| ni a [|¢||), hay valuaciones que
hacen verdadera a 1 y no a ¢ (y por lo tanto pertenecen a |[1| y no a ||¢||) v hay
valuaciones que hacen verdadera a ¢ y a ¢ (y por lo tanto pertenecen a |[¢] y a
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ll¢||). Es importante notar que toda valuacién que haga verdadera a 1 tambien hace
verdadera a ¢, ya que se cumple ¢ < .

Teniendo esto en cuenta, planteamos los diagramas de Venn de los conjuntos [|¢||,
||| v ||ps|| de la siguiente forma:

),
K

Observando estos diagramas, construiremos ||| utilizando operaciones sobre con-
juntos. Nuestro objetivo es hallar ¢ tal que ¢ < 0 < . Utilizando nuestra definicion
alternativa de <, necesitamos que ||¢|| C [|o]| y ||e|| C ||¢||. Traduciendo esto a len-
guaje natural, necesitamos que ||o|| cubra todo ||| pero que esté incluido dentro
de ||¢]]. Esto lo podemos lograr tomando todo ||¢]|| v agregando elementos que no
estan en ||¢|| pero si estan en ||¢||. Por ejemplo, podemos tomar el area pintada en
el diagrama:

9,

Podemos obtener el area pintada con operaciones de conjuntos de la siguiente forma:s:

lofl = flell U il o llp:l)-
Utilizando las equivalencias demostradas en el ejercicio 5 entre operaciones de con-
juntos y conectivos proposicionales:

lofl = Tlp O (ol A llpell)

< (Por €j. 5)

loll = llell Ui Ap)l
< (Por €j. 5)

loll = lle v (@ Ap)ll
=

o=9V (¥ Ap)

Logramos construir ¢ € PROP que cumple que ¢ < 0 < 9, para ¢ y 1 arbitrarios.
Por lo tanto, probamos que la relaciéon “<” es densa en PROP.

d. Buscamos un elemento maximal de “<”, recordemos que una formula serd maximal de
)
la relacién “<” si y solo si:

—((F) € PROP)p < 1)
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Veamos que deberia cumplir la formula ¢ buscada

—((3¢ € PROP)p < 1))
< (por parte a.)

~((3¢ € PROP) ||| C [lv]1)

< (de Morgan generalizado)

(V¢ € PROP)[ol| 2 [|¢/]

= (V es el conjunto de todas las valuaciones)

(V¥ € PROP)V 2 9]
La férmula ¢ buscada debera cumplir que ||¢|| = V. Por lo visto en la parte b., ¢ deberd
ser una tautologia. Por lo tanto, un elemento maximal de la relacion “<” es —.L.

Resta encontrar un elemento minimal de “<” recordemos que una férmula ¢ serd minimal
de la relacion “<” si y solo si:

—((F) € PROP)Y < @)

Veamos que deberia cumplir la formula ¢ buscada

—((3¢ € PROP)Y < )
< (por parte a.)

=((3¥ € PROP)[[¢]| C [lo]l)

< (de Morgan generalizado)

(V¢ € PROP) ¥ 2 [l

=> (el conjunto 0 estd incluido en todos los conjuntos)

(V¢ € PROP)|[¢)]| 2 0

La férmula ¢ buscada debera cumplir que |||l = 0. Por lo visto en la parte b., ¢ deberd
ser una contradiccion. Por lo tanto, un elemento minimal de la relacion “<” es L.

e. Empecemos por encontrar ¢;. Ya que necesitamos que se cumpla py < ¢;, por nuestra
definicién alternativa de <, necesitamos que se cumpla ||po|| C ||¢1]|-

Consideremos otra letra proposicional p;. Consideremos ahora las siguientes valuaciones:

» v; valuacién tal que vy (pg) = 0 y vy (p1) = 1. Tenemos entonces que vy & ||poll y

vi € [lpall

= vy valuacién tal que vs (pg) = 1y w2 (p1) = 0. Tenemos entonces que vy € ||po|| ¥
va & [[pall.

» v3 valuacion tal que vz (pg) = 1y vz (p1) = 1. Tenemos entonces que vz € ||po|| ¥
vs € [|paf-

Por lo tanto, podemos plantear los diagramas de Venn para ||po|| v [|p1] de la siguiente
forma:
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Necesitamos hallar ¢; tal que ||po|| C ||¢1]|- Esto lo podemos lograr tomando ||po|| y
agregando elementos que no estan en ||pgl|, pero de forma de que el conjunto ||¢1]| se
pueda escribir como operaciones de conjuntos entre conjuntos caracteristicos. Por ejemplo,
podemos tomar la unién de ambos conjuntos, es decir [[¢1|| = ||po|l U ||p1]|. Dado que
Ip1ll = llpoll # @ (podemos ver esto gracias a la valuacién v; definida antes), se cumple
que ||po]| C ||1||- Ademas, utilizando las propiedades del ejercicio 5, tenemos que:

l@all = llpoll U llpa |l = [lpo V pull

Y por lo tanto podemos tomar ¢; = pg V p;.

Ahora definimos ¢o. Se debe cumplir ¢ < ¢9; es decir, ||p1|| C ||¢2||. Consideramos
una letra proposicional que no ocurra en ¢;; por ejemplo, ps. Siguiendo un razonamiento
similar al planteado antes, podemos dibujar los diagramas de Venn de [|¢1]| y [|p2]| de la
siguiente forma:

Ya que necesitamos que ||¢1]| C ||¢2]|, siguiendo un razomiento andlogo al caso anterior
definimos ||p2]| = ||1]] U ||p2||- Utilizando las propiedades del ejercicio 5 tenemos que:

le2ll = lleall Ullp2ll = [l V poll = llpo V p1 V p2|
Y por lo tanto podemos tomar ¢y = py V p; V pe. En este punto tenemos que ||po|| C
lle1]l C |le2ll, v entonces tenemos que py < @1 <K .

Continuando con el mismo razonamiento, podemos observar que ¢,, se define como:

n
Pn = \/pi;n =1
=0

f. Necesitamos hallar ¢ y 1, no equivalentes entre si, tal que no se cumpla ¢ < ¢ y no se
cumpla ¥ < ¢. Por ejemplo, podemos tomar ¢ = pg y ¥ = p;.

= No se cumple py < p;: Podemos ver que si tomamos una valuacién v tal que v (py) =
1y v(p1) =0 tenemos que v (py — p1) = 0. Por lo tanto no se cumple = py — p1,
y por lo tanto no se cumple py < p;.

= No se cumple p; < po: Podemos ver que si tomamos una valuacién v tal que v (pg) =
0y ov(p) =1 tenemos que v (p; — po) = 0. Por lo tanto no se cumple = p; — po,
y por lo tanto no se cumple p; < pp.

En conclusion, py v p; son incomparables segtin la relacién <.
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Ejercicio 14 (Sustitucion)

Bosquejo de solucion

a. La propiedad dada en esta parte es:
(Vv : Val)(Vy1 € PROP)(Vp2 € PROP)(v(ip1) = v(p2) = (Vi) € PROP)u(d(¢1)) = v(1(2)))

Como la valuacion v y las férmulas @1, @2 estan cuantificadas en forma universal nos
vamos a considerar una valuacién y un par de féormulas genéricas (o sea sin condiciones)
que usaremos como hipotesis global en toda la demostracion.

Por otro lado la prueba que se debe realizar es una implicaciéon, o sea hay que pro-
bar que si se cumple el antecedente (v(y1) = v(p2)) entonces se cumple el consecuente
(V) € PROP)v(¢ (1)) = v(1(p2))). Por lo tanto agregaremos el antecedente a nuestra
hipétesis global y la propiedad a demostrar es:

(V) € PROP)u(¥ (1)) = v(¥(102)))

Realizaremos la demostracion usando el PIP para PROP en .
Identificamos ahora la propiedad a utilizar,

P() == v((p1)) = v(¥(p2))
Paso Base 1

T) P(p1) : v(pi(1)) = v(pi(p2))
Demo.
Separamos en casos segun el valor de p;.
Caso 1l p,=p
Queremos probar

v(pi(p1)) = v(pi(p2))
< (pi =py def. sust.)

v(p1) = v(p2)
Esto se cumple por hipotesis.

Caso 2 p; #p

v(pi(e1)) = v(pip2))
< (pi #py def. sust.)

v(pi) = v(p;)
Esto se cumple por la propiedad reflexiva de la igualdad.

Paso Base 2

T) P(L):v(L(er)) =v(L(p2))
Demo.
Queremos probar

v(L(p1)) = v(L(p2))
< (def. sust.)
v(L) =v(l)

Esto se cumple por la propiedad reflexiva de la igualdad.
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Paso Inductivo 1

HI) P¥) : v(i(er)) = v(¥(p2))
TI) P((=¢)) : v((=¥) (1)) = v((=¥)(¢2))

Demo.
Queremos probar

v(=9) (1)) = v((=9)(02))

< (def. sust.)

v((=9(p1)) = v((=9(p2)))

< (def. val.)

1L —v((p1)) =1 —v(P(p2))

< (arit.)
v((e1)) = v(P(#2))

Esto se cumple por hipotesis inductiva.

Paso Inductivo 2

HI) P(y) : v(¥(e1)) = v(¥(p2))
P(0) : v(d(¢1)) = v(d(p2))
TI) P(( A0)) :v((¥ Ad)(p1)) = v((¥ A ) (p2))

Demo.
Queremos probar

v((¥ A 0) (1)) = v((¢ A D) (2))

< (def. sust.)

v((®(#1) A (1)) = v(($(p2) A 6(2)))

< (def. val.)

min{v(¥ (1)), v((p1))} = min{v(¥(2)), v(6(p2))}

& (HI)

min{v(P(p1)), v((1)) } = min{o(y (1)), v(0(e1))}

Esto se cumple por la propiedad reflexiva de la igualdad.

Paso Inductivo 3

HI) P(y) : v(¥(e1)) = v(¥(p2))
P(6) 1 v(6(¢1)) = v(0(p2)
TI) P(( V) :v((¥V)(p1) =v((¥V)(p2))

Demo.
Queremos probar

v((¥V 0)(p1)) = v((¢ Vv 0)(2))

< (def. sust.)

v((Y(p1) V(1)) = v((¥(p2) V 3(¢2)))

< (def. val.)

max{v(i(#1)), v(0(p1))} = max{v(¥(p2)), v(6(p2))}

& (HI)

max{v(Y (1)), v(0(p1))} = max{v(¥(e1)), v(0(e1))}

Esto se cumple por la propiedad reflexiva de la igualdad.

Paso Inductivo 4

HI) P(¢):v(®
P(3) s v(d(p

;P 1) = (w(wz))

’—‘/'\
~—

I

e
/\
/—\
©

[}
~—
~—
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TI) P((¢¥ —=0)) : v(($ = 0)(#1)) = v((¥ = 0)(02))

Demo.
Queremos probar

v((¥ = 9)(p1)) = v((¥ = 0)(2))

< (def. sust.)

v(((#1) = 6(1))) = v((P(92) = d(p2)))

< (def. val.)
max{1 — v(P(1)), v(8(p1))} = max{l — v(¥(2)), v(0(02)) }
< (HI)

méx{1 —v(¥(¢1)),v(0(¢1))} = mx{l — v(1(1)), v(d(1))}

Esto se cumple por la propiedad reflexiva de la igualdad.

Paso Inductivo 5

HI) P(): v(i(e1)) = v(¥(p2))
P(6) : v(d(1)) = v(d(p2))
TI) P((¢ < 0)) : v(($ < 0)(¢1)) = v((¥ > 0)(02))

Demo.
Queremos probar

v((¥ < 0) (1)) = v((¥ < 0)(¢p2))

< (def. sust.)

v((®(#1) < (1)) = v((P(p2) < d(p2)))

< (def. val.)

v(Y(p1)) = v(0(p1)) ¥y v((Y(p2)) = v(0(p2))

& (HI)

v(((e1)) = v(0(e1)) ¥ v((¥(p2)) = v(6(¢1))

< (propiedad simétrica de la igualdad)

v(((p1)) = v(d(e1)) ¥ v(6(p1)) = v((¥(p2))

< (propiedad transitiva de la igualdad)

v(((p1)) = v(Y(p2))

Esto se cumple por hipétesis inductiva.

Como se cumplen todas las hipotesis del PIP para PROP, podemos afirmar que:

(V) € PROP)u(1h(¢1)) = v(¥h(2))
b. L o(T) | ¢(e(T))

Demo.

P(T) F ele(T))

& (def. )
(Vo : Val)(Si v(p(T)) =1 entonces v(p(p(T)) =1)

Sea v; una valuacion tal que v1(p(T)) = 1.
Entonces como T es tautologia tenemos,

v1(p(T)) = vi(T)
—> (parte a.)

vi(p(p(T))) = vi(e(T))

= (n(p(M) =1

n(p(p(T)) = 1

La tnica restriccién para vy es que v1(@(T)) = 1, entonces se cumple lo pedido.

I ¢(p) = #(e(T))
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Demo.

©(p) E ¢(e(T))

& (def. =)
(Vv : Val)(Si v (p(p)) =1 entonces v (p(p(T))) =1)

Supongamos por absurdo que

(Fv1 = Val)(v1 (p(p)) = 1y 01 ((p(T))) = 0) (A)
Entonces tenemos que para v; se cumple,

v1(p(p)) # vi(e(ep(T)))

= (contrareciproco de parte a.)

vi(p) # vi(e(T))

Separamos ahora en los casos posibles:

Caso 1 vi(p) =0y v1(p(T)) =1

v (p(T)) =1
= (parte bl.)

vi(p(p(T)) =1
Esto contradice la segunda parte del supuesto (A).

Caso 2 vi(p) =1y vi(p(T)) =0
Por definiciéon de T tenemos,
ET
—=> (def. tautologia)
vi(p) = vi(T)
= (parte a.)
vi(e(p)) = v1(e(T))

= (caso actual)

vi(p(p)) =0
Esto contradice la primera parte del supuesto (A).

L ¢(p),~(T) Fp < L
Demo.
e(p),~p(T) Ep< L
& (def. )
(Vv : Val)(Si v(¢(p)) =1y v(=p(T)) = 1 entonces v(p <+ L) = 1)
Sea v una valuacién tal que v(p(p)) =1y v(=p(T)) = 1.
Queremos probar que también cumple v(p > L) = 1.

Esto es lo mismo que v(p) = 0 como probamos a continuaciéon:
vipe L)=1
< (def. val.)
v(p) = v(L)
< (def. val)
v(p) =
Veamos que esto se cumple.
Sabemos que v(¢(p)) = 1y v(=p(T)) = 1, entonces por definicién de valuacion,
(

o(p)) # (<P(T))

= (contrarreciproco de parte a.)

(p) # v(T)

= (T es tautologla)

(p) #

(codomlnlo de v)

v(p) =0 (B)

4

<

UG
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IV. o(p), ~(T) | ¢(e(T))
Demo.

©(p), —(T) | w(p(T))
& (def. =)

(Vv : Val)(Si v(e(p)) =1y v(=p(T)) = 1 entonces v(p(p(T))) = 1)
Sea v una valuacion tal que v(¢(p)) =1y v(—p(T)) = 1.

Por la parte III. (B), sabemos que v(p) = 0 y por definicién de valuaciéon como
v(=p(T)) =1, v(e(T)) =0.

Entonces,

v(p) = v(e(T))
= (parte a.)

v(p(p)) = v(p(p(T)))

= (v(p(p)) =1y transitiva de la igualdad)

v(p(p(T))) =1
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