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Introducciéon

Este documento tiene como objetivo mostrar un ejercicio completo de mini-

mizacion de autématas, partiendo de un AFND-¢ pasando por la aplicacién en
cascada de los 3 algoritmos para llegar a un AFD Minimo.
Habitualmente interesa conocer cudl es el lenguaje reconocido por el autémata y
dar una definicién de éste mediante una expresion regular. Entonces obteniendo
el autémata minimo, si logramos encontrar expresiones regulares asociadas a los
estados finales, la unién de esas expresiones regulares nos dara una definicon del
lenguaje. El procedimiento para el cdlculo de las expresiones regulares asocia-
das a cada una de las clases de equivalencia de los estados del autémata que se
presenta en otro documento dlculo de expresiones de las clases de Ry; en esta
misma seccién del EVA.

El no-determinismo con transiciones ¢

Como ya se ha mencionado en las clases tedricas, en general siempre vamos
a necesitar llegar a un AFD para demostrar algunas propiedades. Pero yendo a
aspectos mas practicos, en los lenguajes de programacién los analizadores lexi-
cograficos suelen implementarse con simples AFDs, los cuales se unen utilizando
transiciones €. Luego, se implementan los algoritmos en cascada a efectos de ob-
tener el AFD asociado a cada una de las expresiones regulares que especifican
los tokens del lenguaje. Por eso es importante entender el uso y aplicaciéon de
estos automatas y sus algoritmos.



El problema

Sea L el lenguaje reconocido por el siguiente autémata finito M:

M=(Q,X%,0dq,F ) donde:

Q = {q0,q1,92, 3} es el conjunto de estados

Y = {a,b} es el alfabeto

qo es el estado inicial

F ={gs} es el conjunto de estados finales

0 es la funcién de transicion dada por:

1) a b €

9 | {n} | {g2} i}
a1 | {g} | {} | {as}
a2 | {3} { {0}
q3 {} {Q3} {}

Gréficamente, el AFND-¢ resulta:

a

-0

Se puede ver que en algunos casos las transiciones de un estado con un simbolo
da como resultado el conjunto vacio. Por ahora es algo que no nos molesta,
pero que més adelante vamos a volver sobre ese tema cuando se hable de
minimizacion y clases de equivalencia.

Pasaje de AFND- ¢ a AFND

Lo primero que vamos a hacer es calcular las € - clausura de cada uno de los

estados:
e-clausura (qo) = {qo}
e-clausura (q1) = {q1,q3}
e-clausura (q2) = {qo, ¢2}
e-clausura (q3) = {q3}



Recordemos que la € - clausura de un estado es el conjunto de estados a los
cuales se llega por un camino etiquetado exclusivamente por arcos e.

A continuacién se aplica el algoritmo que elimina las transiciones €
obteniéndose M7 /

M; = (Q1,%,01, qo, F1 ) donde:
Q1 =0 ={q0,91,q2,93} es el conjunto de estados (el mismo)
Y = {a,b} es el alfabeto (el mismo)

qo es el estado inicial (el mismo)

y acd hay que ver que pasa con la e-clausura (qp), ya que si qo

¢ F,pero e-clausura (qo) NE # 0 entonces hay que agregar go al conjunto
de estados finales del nuevo autémata, es decir, a F}.

En nuestro ejemplo eso no sucede, con lo cual:

Fy, = F = {q3} es el conjunto de estados finales (el mismo)

01 es la funcién de transicién dada por:

(51 a b

q0 {Qh Q3} {110, Q2}
@ | {a} {gs}
@ | {91, 93} | {90, 2}

a3 {} {as}

Al cual se llega aplicando la férmula:

01(q,a) = e-clausura(d(e-clausura (q),a))

Quedando finalmente el siguiente diagrama de estados:




Pasaje de AFND a AFD

El siguiente paso consiste en obtener el AFD equivalente al AFND,
aplicando el algoritmo visto en el curso, el cual consiste en ir
dgrupando.®tados con un comportamiento similar - los superestados que
menciondbamos en la clase - en funcién de las transiciones y que es
explicado en el documento Modelado con autématas AFND (en esta
misma seccién del EVA).

Se obtiene entonces un nuevo autémata My cuya funcién de transicion
estd dada en la siguiente tabla:

52 a b
o) | lqo] | [9143] | [9092]
1] | [qugs] | go] [q3]
[Pz] [QOQQ] [th LI3} [CIOQ2]
[ps] | lgs] - [g3]

Se agregd una columna més a la tabla que renombra los estados para
mayor claridad.

Los nuevos estados finales seran los que contengan estados finales del
AFND, que en este ejemplo son los que contengan a g3, es decir p; y ps.

Una vez que tenemos un AFD, lo que nos resta hacer ahora es obtener el
Autémata Determinista Minimo (AFDM), para lo cual se va a utilizar el
algoritmo visto en clase que trata de ir realizando una particién de los
estados del autémata tratando de que en cada una de las clases vayan
quedando estados indistinguibles unos de otros.

Pasaje de AFD a AFDM

Se tiene como entrada el autémata My obtenido en la seccién anterior.
Pero antes vamos realizar la siguiente consideracién. Muchas veces puede
llegar a interesar conocer las clases de equivalencia definidas en la
relacién Ry, para un lenguaje L cualquiera y la tarea de encontrar



justamente estas clases no suele ser algo sencillo de obtener al menos a
simple vista.

Como se recordard, el Teorema de Myhill-Noerode hablaba que el
autémata minimo es aquél que se construye de manera tal de que cada
estado es una clase de equivalencia dada a partir de la relaciéon Ry,.

Por otro lado, definimos una relacion Rj;, como una relacion asociada a
los autématas finitos deterministas, que realiza una particién de las tiras
de ¥* en clases que son representadas por los estados del autémata M.
Entonces, cuando ese autémata sea el minimo, las clases de Ry,
coinciden con las clases de Ry,.

Como tltima conisderacién, como Ry, es una relacion que actia sobre las
tiras de X*, es necesario que el autémata minimo tenga una funcién de
transicion que sea total; es decir, considere todas las posibles entradas
de elementos de ¥*.

Por lo tanto, antes de minimizar el AFD con el algoritmo visto en el
curso, en caso de que la funcién de transicién no sea total, la extendemos
definiendo las transiciones que falten y las mandamos hacia un estado
pozo.

En nuestro ejemplo, puede verse que justamente pasa eso.
Procederemos a completar el AFD Ms obtenido en la seccién anterior,
donde es necesario definir un estado pozo - que denominaremos p,-, a
donde se llegaréd desde el estado ps con el simbolo a.

El autémata a minimizar queda entonces:

Ms = ( Qs,%,03,po, F3 ) donde:

Q3 = {po,p1, P2, D3, Pp} €s el conjunto de estados
¥ ={a,b} es el alfabeto

e po es el estado inicial

F5 = {p1,p3} es el conjunto de estados finales

e 3 dado por:
53 a b
Po | P1 | P2
P1 | Po | P3
P2 | P1 | P2
P3s | Pp | P3
Pp | Pp | Pp

Partimos entonces de la particién inicial IIy que separa los estados finales
de los no finales. En nuestro ejemplo:



o = {{po, P2, Pp}, {P1,p3}}

Para obtener la IT; se ejecuta la funcién de transicién para cada par
(estado, stmbolo) de cada conjunto de la particién. Hacemos entonces:

53(}907 a) =P1 53(132,@) =Db1
93(po, b) =p2 d3(p2,b) =p2

Tanto para el caso del imbolo a, como el simbolo b ambos estados (p, y p2)
van al mismo estado (p; en el caso del a y py en el caso del b), con lo cual
ambos pertenecen a la misma clase de la nueva particion que estamos
considerando (en este caso Ily).

Hacemos lo mismo con p, ya que pertenece a la misma clase que py y p2

53 (pOa a) =P1 63 (pP7 Cl) =Pp

y en este caso, como ya p1 ¥ pp pertenecen a conjuntos distintos dentro de la
particién Iy, se van a separar en conjuntos disjuntos en la nueva a construir,
que serd II;.

Notar que no es necesario ver que sucede con d3 de ese par de estados con el
simbolo b porque con el simbolo a ya se separan.

Se hace lo mismo con p; y ps:

d3(p1,a) = po d3(p3; @) =pp
d3(p1,b) = p3 62(p3; b) =ps3
Se observa entonces que pg y ps son indistinguibles y por lo tanto no se pueden

separar.
Con esto, la I1; queda con los siguientes subconjuntos:

I = {{po, P2}, {Pp}, {P1,P3}}

Es facil de ver que como pg y p2 siempre van al mismo estado con a en un caso
y con b en otro, nunca se van a separar. Con lo cual volvemos a realizar lo
mismo pero con py y ps.

Se observa ahora:
d3(p1,a) = po 03(p3,a) =pp
d3(p1,b) = p3 d2(p3,b) =ps3

donde pg y p, pertenecen a distinto subconjunto de la II;, con lo cual en esta
nueva iteracién del algoritmo donde se esta armando la Il5,estos estados se
separan.

Una vez mas, se vuelve a ejecutar el algoritmo armando la IT3.



El algoritmo se detiene cuando se observa que existen dos iteraciones seguidas
que tienen el mismo conjunto de clases.

El proceso de construccién de las distintas particiones se puede ver en el
siguiente esquema:

o: {po, P2, Pp} {p1,p3}

;: {po,pa} {pp} {p1,p3}

y: {po, p2} {pp} {p1} {ps}
3: {po,p2} {pp} {p1} {ps}

Es decir, que en nuestro ejemplo, el algoritmo de refinamiento de particiones se
detiene al notar que Il; y I3 coinciden.
Finalmente se arma el AFDM My, /

Mpgin = (QMinazvaM'mvmeMin) donde:

Qntin = {Po, p1,P3,Pp} €s el conjunto de estados, tomando un
representante de cada clase.

Y = {a, b} es el alfabeto
e pg es el estado inicial (representante de la clase que contiene a pg

Farin = {p1,p3} es el conjunto de estados finales

dnarin €n base a la 63 del AFD para aquellos estados que como
deciamos elegimos como representantes de cada una de las clases

El diagrama entonces del Auémata Finito Determinista Minimo es:

Obtencién de las clases de equivalencia definidas
por Ry,

El siguiente paso es tratar de obtener las clases de equivalencia asociadas a los
estados. No se explicara en detalle el procedimiento debido a que eso es
presentado en el material (Cdlculo de expresiones de las clases de Ry) en esta
seccién del EVA.



A continuacion, el sistema de ecuaciones a resolver a partir del autémata
obtenido en la seccién anterior.

X() = X0b|X1a\ €
Xl = Xoa

X3 = X1b|X3b
Xp = Xza|Xp(alb)
Xo = Xob|Xpaa| e =Xo(blaa)| € = (blaa)*
Xo = (blaa)*

por lo tanto

X1 = (blaa)*a

X5 = X3b|(blaa)*ab = (blaa)* abb*

’Xg = (blaa)*abb*

quedando por definir la expresién regular asosciada al estado pozo
X, = (blaa)*abb*a| X, (alb)
’Xp = (blaa)*abb*al(a|b)*

La solucién serd la ER asociada a X; | X3 por ser estados finales p; y ps.

L(M) = X1|X3 = (blaa)*a | (blaa)*abb* = | (blaa)*ab*



