
Electromagnetismo - Examen diciembre 2014

Solución

Ejercicio 1 a) El sistema está en estado estacionario por lo que ∇ ∧ ~E = ~0. En consecuencia, el campo
eléctrico deriva de un potencial ~E = −∇ϕ. Consideremos primero el exterior de la esfera. Como el sistema
está en estado estacionario, la ecuación de continuidad queda ∇ · ~J = 0. Utilizando la ley de Ohm y la
homogeidad del sistema:

0 = ∇ · ~J = g∇ · ~E = −∇2ϕ

lo que da lugar a la ecuación de Laplace.

Consideremos ahora el interior de la esfera. Como esta está descargada, ∇ · ~D = ε∇ · ~E = 0. Sustituyendo la
relación con el potencial:

0 = ∇ · ~E = −∇2ϕ

lo que, nuevamente, prueba Laplace.

b) El sistema verifica la ecuación de Laplace. Además tomando como eje z el de ~J0, hay simetría azimutal.
Es decir, que hay invariancia por rotaciones alrededor del eje z. Esto hace que el potencial sólo dependa de
las variables en coordenadas esféricas r y θ. Por otro lado, en este problema, en cada región, la variable θ
puede recorrer sin obstáculos todos los valores entre 0 y π. En esta situación, se probó en el teórico que toda
solución a la ecuación de Laplace puede expresarse mediante la serie señalada en la letra.

c) Como no hay cargas concentradas en el orígen el potencial es regular en ese punto. Cuando r → ∞,
los efectos de la esfera son subdominantes respectos a la corriente externa aplicada. Por lo tanto, el campo
eléctrico verifica ~E → ~J0/g. En términos del potencial esto es ϕ ∼ − (J0/g) rcosθ. Además, dado que la esfera
es aislante, en el interior de esta no hay corriente eléctrica. Ahora bien, la componente normal a una frontera
de la densidad de corriente eléctrica es continua. Al ser nula adentro de la esfera, dicha componente también
es nula afuera Jn

afuera = 0. En coordenadas esféricas esto puede escribirse ∂ϕ/∂r
∣∣∣
r=a

= 0. Finalmente, como
el campo eléctrico es irrotacional en un problema estacionario, la componente transversal al borde del campo
eléctrico en la frontera es continua. Como se vio en teórico, esto último es equivalente a solicitar que el
potencial eléctrico sea continuo en el borde.

d) Procedemos a calcular el potencial afuera de la esfera. Dado el comportamiento para r grande, concluimos
que todos los An y los Bn son nulos salvo A1 = −J0/g y A0 que no queda determinado por esta condición
pero lo tomamos nulo por medio de una elección apropiada del nivel cero del potencial. Con esta información
el potencial toma la forma

ϕ(r, θ) = −J0
g
r cos θ +

∞∑
n=0

r−n−1BnPn(cos θ)

Podemos entonces calcular la derivada con respecto a r:

∂ϕ(r, θ)

∂r
= −J0

g
cos θ −

∞∑
n=0

(n+ 1)
Bn

rn+1
Pn(cos θ)

Entonces podemos imponer que ∂ϕ/∂r
∣∣∣
r=a

sea nulo para todo θ:

∂ϕ(r, θ)

∂r

∣∣∣∣∣
r=a

= −J0
g

cos θ −
∞∑

n=0

(n+ 1)
Bn

an+1
Pn(cos θ) = 0

Como los polinomios de Legendre son linealmente independientes, todos sus coeficientes son nulos, por lo que
los Bn son nulos salvo B1 = −a3J0/(2g). Concluimos que la forma del potencial queda:

ϕ(r, θ) = −J0
g

cos θ
(
r +

a3

2r2

)
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Vale la pena mencionar que podemos calcular el potencial afuera sin hacer referencia al potencial adentro.

e) Del punto anterior podemos deducir ~J = −g∇ϕ:

~J(r, θ) = J0 cos θ
(
1− a3

r3

)
~er − J0senθ

(
1 +

a3

2r3

)
~eθ

Ejercicio 2

a) Las ecuaciones de mallas para los sentidos de las corrientes elegidos junto con la ecuación del nodo
señalado se escriben,


I = I1 + I2

V = iω (L1I1 +MI2) +RI

V = I2
iωC + iω (L2I2 +MI1) +RI

⇒

{
V = (R+ iωL1) I + iω (M − L1) I2

V = (R+ iωM) I + i
(
ωL2 − ωM − 1

ωC

)
I2

siendo V = V0e
iωt. Resolviendo el sistema para I se obtiene,[

ω (L1 + L2 − 2M)− 1

ωC

]
V =

[
R

(
ω (L1 + L2 − 2M)− 1

ωC

)
+ i

(
ω2

(
L1L2 −M2

)
− L1

C

)]
I

Como M =
√
L1L2 tenemos,

I =
ω (L1 + L2 − 2M)− 1

ωC

R
(
ω (L1 + L2 − 2M)− 1

ωC

)
− iL1

C

V =
V

R− iL1/C(
ωL− 1

ωC

) =
R+ iωL1

ω2LC−1

R2 +
(

ωL1

ω2LC−1

)2V0e
iωt

donde hemos definido L = L1 + L2 − 2M . Por lo tanto obtenemos,

vR = < [RI] =
V0 cos (ωt+ φ)√
1 +

(
ωL1/R

ω2LC−1

)2

tanφ =
ωL1/R

ω2LC − 1
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b)

P̄ =
1

2
< [V I∗] =

1

2
<

 R− iωL1

ω2LC−1

R2 +
(

ωL1

ω2LC−1

)2V0

 =
V0

2R

[
1 +

(
ωL1/R

ω2LC−1

)2
]

dP̄

dω
=

−V02
(

ωL1/R
ω2LC−1

)
ω2LCL1/R−L1/R−2ω2LCL1/R

(ω2LC−1)2

2R

[
1 +

(
ωL1/R

ω2LC−1

)2
]2 =

V0ω (L1/R)
2 (

ω2LC + 1
) (

ω2LC − 1
)

R
[
(ω2LC − 1)

2
+ (ωL1/R)

2
]2 = 0

⇒ ω
(
ω2LC + 1

) (
ω2LC − 1

)
= ω

(
ω4L2C2 − 1

)
= 0 ⇒ ω0 =

1√
LC

Verificar que P̄ (ω0) es el mínimo de P̄ es inmediato al evaluar los límites ĺım
ω→0,+∞

P̄ = V0

2R , ĺım
ω→ω0

P̄ = 0.
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