Apuntes de Mecanica Newtoniana

Ariel Fernandez
Daniel Marta

Instituto de Fisica - Facultad de Ingenieria - Universidad de la Reptblica



Indice general

[Prefacidl

1. Cinematica de la particula.|

[L.I. Conceptos preliminares.| . . ... .. ..

TI1.

Posicion, ley horaria y trayectoria. . . . . . ... ... .. ..

[1.1.2.  Velocidad y aceleracion instantanea.. . . . . . .. .. .. ...

3.1

oistemas de referencia en rotacion y traslacion relativa.| . . . .

[1.3.4. Adicion de velocidades angulares.| . . . . . . ... .. ... ..

2. Dinamica de la particula.|

2.1. Leyes de Newton.| . . . . . . . . . . . .. ... ... .. ........

P21

9
12
12
16
18
18

21
21



11 INDICE GENERAL

[2.2.2. Fuerza ejercida por una guial . . . . . . ... ... ... ... 26

[2.2.3. Friccion: leyes de Coulomb.| . . . . ... ... ... ... ... 27

2.3. Sistemas acelerados] . . . . . .. ..o 31
[2.3.1. Movimiento sobre la superficie de la Tierra.| . . . .. ... .. 32

[3. Trabajo vy Energia.| 37
[3.1. 'Trabajo y Potencia de una tuerza. . . . . . . . . . ... ... ... .. 37
[3.1.1. Teorema del Irabajo vy la Energia.|. . . . . .. .. .. ... .. 39

[3.2. Sistemas Conservativos. . . . . . . . .. ... 39
B2T Pesol. . . .. o 41

8.2.2. Fuerzaelastical . . . . .. .. ..o oo 41

[3.2.3. Conservacion de la knergial. . . . . . .. ... ... 42

[3.3. Equilibrio y Estabiidad. . . . . ... .. ... 44
[3.3.1.  Sistemas no conservativos preintegrables., . . . . . . . .. . .. 47

4. Movimiento Central.l 49
i1, Tuerzas Centrales). . . . . . . .. .. ..o 0oL 49
[4.2. Fuerzas isotropicas.| . . . . . ... ... 51
4.2.1. Potencial efectivol. . . . . . . . . .. ..o oL 52

[4.2.2. Leyes horarias.| . . . . . ... .. ... .. ... ... ... 53

4.3. FEcuaciones de Binet) . . . . . .. ..o 0oL 54
4.4, Movimiento Planetariol). . . . . . .. .. ... oo 55
[4.4.1. Problema de dos cuerpos.| . . .. .. ... ... ... ..... 55

[4.4.2. Fuerza gravitatoria.|. . . . . . .. ... ... ... o6

[4.4.3. Leyes de Kepler.| . . . . ... .. ... ... ... ....... 59

. Sistemas de Particulas.| 63
[>.1. Centro de masas de un sistema de particulas.|. . . . . . . ... .. .. 63
[5.1.1. Centros de masas parciales.| . . . . . ... .. .. ... .... 64

.1.2. Sistemas con distribucion continua de masa. . . . . . . . . .. 65

5. 1.3, Simetrias) . . . . . .. 65




INDICE GENERAL

[5.2. Momento lineal de un sistema de particulas. Primera cardinal.| . . .

[5.3. Momento angular de un sistema de particulas. Segunda cardinal.|. . .

[b.3.1. Cambio de punto de aplicaciéon de momentos.| . . . . . . ..

[5.4. Energia de un sistema de particulas.| . . .. .. ... ... ... ..

[5.4.1. Energia cinética.| . . . . .. ... .. ... ... ...

[5.4.2.  Conservacion de la energiaf. . . . . . .. ... .. ... ...

6.

Cinematica del Rigido.|

[6.1. Distribucion de velocidades y aceleraciones.|. . . . . . . .. ... ..

[6.3.1.  FEjemplo: Disco rodando sin deslhzar| . . . . . . . . . . ...

[6.4. Ejemplos de movimiento del rigido en el espacio.|. . . . . . . . ..

[6.4.1. Placa cuadrada girando alrededor de un eje.| . . . . . . ..

6.5. Angulosde Euler.|. . . . . . .. . ...

. Cinética del Rigido.|

[7.1. Momento Angular de un Rigido.|. . . . . . . .. ... ... ....

[7.2. Propiedades del Tensor de Inercia.. . . . . . ... ... ... ...
[(.2.1. Cambiodebasel . ... .. ... .. ... ... ......

[7.2.2. Ejes Principales.| . . . . ... .. ... ... ... .....

[7.2.3. Momentos de inercia de un rigido plano.| . . . . . . . ...

IIT

66
68
69
70
70
71

73
74
75
77
78
80
81
81
82
83

85
85
89
90
91
92
94
96
98



INDICE GENERAL

v
[8.2.1. Sistemas BEquivalentes| . . . . ... ..o o000 103
[8.2.2. Reduccion de un sistema de fuerzas aplicado sobre un rigido.| . 105
[8.2.3. Potencia de un sistema de fuerzas sobre un rigido.| . . . . . . . 107
8.3. Sistemas vinculados) . . . . ..o 108
[8.3.1. Ejemplo - Placa apoyada en una recta.| . . . . .. .. ... .. 108
[8.4. Estatica del Rigido.| . . . . . . .. .. .. .. o0 110
[8.4.1. Ejemplo - Barra y placa rectangular.| . . . . . .. .. ... .. 111
[8.4.2. Kjemplo - Escalera apoyada en una pared.| . . . . .. ... .. 113
[8.5. Dinamica del Rigidoen el Plano.| . . . . ... ... ... .... ... 115
[8.5.1. Ejemplo - Placa apoyada en un plano inclinado.| . . . . . . .. 115
[8.5.2. Discoyaro| . . ... ... ... 120
8.2.3. Barra en el borde de unamesal . .. ... ... ... ... .. 121
[8.6. Dinamica del Rigido en el Espacio.| . . . . . ... ... o0 123
[8.6.1. Masas coplanares.|. . . . . ... ... ... ... L. 123
[8.6.2. Placa cuadrada girando alrededor de un eje.| . . . . . . . . .. 124

[8.6.3. 'Trompo simétrico pesado.| . . . . . . . . ... ... L. 126




Prefacio

Las presentes notas estdn basadas en los apuntes de clase del Profesor Daniel
Marta, de quien muchos seguimos aprendiendo. La publicacion de las mismas no
tiene por intencion sustituir ningtn buen libro de Mecanica, tan sélo pretende servir
como material de apoyo para los estudiantes. En ese sentido, nos resultaria tremen-
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Capitulo 1

Cinematica de la particula.

Introduccidn.

En este capitulo se introduciran los elementos necesarios para la descripciéon
del movimiento de una particula en el espacio. Llamaremos particula a cualquier
objeto cuyas dimensiones caracteristicas sean mucho menores que las distancias que
recorre en su trayectoria, y lo representaremos mediante un punto.

1.1. Conceptos preliminares.

1.1.1. Posicién, ley horaria y trayectoria.

La posicion de una particula en un instante de tiempo t se describird por un
vector 7(t) que va del origen de coordenadas (O) al punto (P) que ocupa la particula
en dicho instante (ver figura [1.1)):

ft)y=P—-0

Introduciendo un sistema de coordenadas podemos caracterizar a la posicion me-
diante un conjunto de magnitudes bien definidas; en el caso de elegir un sistema
cartesiano ortonormal, estas magnitudes ({z,y, z}) corresponderan al producto es-
calar (-) del vector posicion con los versores del sistema de coordenadas:

~

F(t) = z(t)i +y(t)) + 2(O)k, z(t) =7Ft) -1,  etc.

<

Una descripcion correcta del movimiento de la particula en el espacio se da en tér-
minos de su ley horaria, es decir, el valor de las componentes del vector posicion (en

3
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Figura 1.1: Vector posiciéon en coordenadas cartesianas.

este caso {z,y, z}) a cada tiempo t. Estas componentes dan de por si una descripcion
paramétrica de la curva que recorrerd la particula en su movimiento en el espacio;
a esa curva se le llama trayectoria (ver figura [1.2)) de la particula.

1.1.2. Velocidad y aceleraciéon instantanea.

7(t+dt)

7(t) O 7(t) ~O0

Figura 1.2: Velocidad instantdnea de una particula.

Consideremos la diferencia (dr) entre los vectores posicion para dos instantes
separados un tiempo infinitesimal dt (ﬁgura. Este vector es en primera aproxima-
cion, tangente a la trayectoria y su modulo corresponde a la distancia (infinitesimal)
recorrida por la particula en el tiempo dt. El cociente entre este vector y el tiempo dt
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(que corresponde a la derivada del vector posicion) nos da la velocidad instantdnea
de la particula:

(1.1) B(t) = dz(tt)

que en coordenadas cartesianas toma esta forma:

d‘r/; dy/\ dzf\ ~ ~ >
19 Loy AdTs Ay dzeo . :
(1.2) v(t)—dtz+dtj+dtk—wz+yj+zk

La aceleracion instantdnea de una particula se define como:

_ di)
o dt

(1.3) a(t)
que en coordenadas cartesianas es:

dzxq deA, d2Z ~ A LA g
W) =g T qpd T gk = H i

S

(1.4)

En las expresiones anteriores utilizamos la siguiente notacion para las derivadas

temporales:
i a2 f
dt’

f f=_3

1.2. Sistemas de coordenadas.

1.2.1. Coordenadas circulares cilindricas.

A pesar de que {z,y, 2} es el conjunto estandar de coordenadas utilizado para
la descripcion del movimiento de una particula, en muchas ocasiones resulta natural
la utilizacion de otras coordenadas. Consideremos el caso de las coordenadas circula-
res cilindricas {p, ¢, z} (ver figura[1.3)), que se vinculan con {z,y, 2} de la siguiente
forma:

T =p cosp
(1.5) Yy =p senyp
z =z

bajo las restricciones:

0<p<oo, 0<p<2r, —0<z<00
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Los versores {€,, €,, l%} tienen las siguientes direcciones y sentidos: considerando una
superficie cilindrica de radio p y eje k que pasa por O y el semiplano ¢ = cte. que
pasa por k (figura a), €, es normal a la superficie cilindrica, estd contenido en
el semiplano y apunta en el sentido creciente de p; €, es tangente a la superficie
cilindrica, perpendicular al semiplano y apunta en el sentido creciente del angulo
azimutal ; el tercer versor es el k usual de coordenadas cartesianas. Estos versores
forman una base ortonormal directa:

€pX €, =k, €, xk=¢, kxé,=c¢e,

Y A e:p ]; ép
/P
Y
7 10) ¢ -
(a) (b) (©

Figura 1.3: Coordenadas cilindricas.

El vector posicion se escribe en coordenadas cilindricas como:
(1.6) 7= peE, + zk

Observe que la dependencia de la posicion con el &ngulo ¢ aparece a través del versor
€, = €,(y), cuya direccion depende de este angulo; la base {€,,€,,k} es movil ya
que €, y €, definen su direccion a partir del punto que estemos ubicando, es decir,
los versores acompanan el movimiento del punto.

El vector velocidad se obtiene a partir de la derivada temporal de (1.6):
A R A oe, . .-
(1.7) 'U:r:pep—i—pep—l—zk:pepjtp%(p—l—zk
donde la tltima igualdad viene de la aplicaciéon de la regla de la cadena para la
derivacion. Una construccion geométrica sencilla nos permite hallar el término en

5¢ . .., R . . o, ..
ai;: consideremos la variacion (de,) en el versor €, bajo una variacién infinitesimal
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del angulo ¢ (ver figura [1.4]). Este vector tiene la direccion y sentido de €, y su
modulo se puede aproximar por dg, que corresponde al arco de una circunferencia
de radio 1 (médulo de €,) y 4ngulo al centro dy. De esta forma:

) .06,
(1.8) dé, = dype, = 8_g0p =€,
y la velocidad resulta:
(1.9) T = pé, + ppé, + ik

La aceleracion se obtiene derivando la expresioén anterior con respecto al tiempo:

~

= TN A A oA ,28(3@ .7
= U = pe, + ppe, + ppe, + ppe, + po %—%zk

Sl

Con una construcciéon analoga a la de la figura podemos probar que:

0e, .
(1.10) 8—; = —¢€,
y la aceleracion resulta:
(1.11) G = (5= pp*)é, + (0 + 209), + 2k
J

Figura 1.4: Derivada del versor €.
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1.2.2. Coordenadas polares esféricas.

En este caso, {r,60,p} son las coordenadas que definiran la posicion de la
particula y se vinculan con las coordenadas cartesianas asi:

x =r senb cosp
(1.12) y =r senb senp

z =1 cos
bajo las restricciones:
0<r<oo, 0<O6<7m, 0<p<2r

Consideremos las siguientes superficies: una esfera de radio r centrada en O, el cono
recto con eje en k v vértice en O para el cual 0 = cte. y el semiplano ¢ = cte. que pasa
por k (ver figura .a). Los versores {€,, €, €,,} asociados a las coordenadas polares
esféricas se hallan asi: €, es normal a la esfera, tangente al cono, estd contenido en
el semiplano y apunta en el sentido creciente de r; €y es tangente a la esfera, normal
al cono, estd contenido en el semiplano y apunta en el sentido creciente de 0; €, es
normal al semiplano y apunta en el sentido creciente de . Estos versores forman
una base ortonormal directa.

El vector posicién en coordenadas esféricas tiene esta forma sencilla:
(1.13) T =Tré,

donde la dependencia angular aparece a través del versor €, = €,.(0, ¢).

La velocidad de la particula es:

(1.14) 1727'“6}—1—7“9% +T¢ZZ

El término 8869’“ se calcula siguiendo una construccion similar a la de la figura

(estamos considerando una variacion infinitesimal df manteniendo ¢ = cte.):
e, .
= 60
00

Para calcular el segundo término del lado derecho de (1.14), a partir de la figura
[L.5lc observe que los versores de coordenadas esféricas se pueden escribir en términos
de los de cilindricas asi:

é, = senbe, + cosOk
(1.15) )
€p = costé, — senbk
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por lo que:
0é, 0¢,
o _ sen@ﬁ = senbe,
dp d¢
y la velocidad resulta:
(1.16) 0 = 76, + r0éy + rpsendé,

La aceleracion por su parte resulta de derivar la anterior:
a=rté +1r <0€A9 + @sen@e})

L . . '859 359
(1.17) + r0éy + rhéy + 1o <0% + (p%)

oe,

+ Fpsendé, + rgsende, + rpfeoshe, + ro send 3
¥

donde cabe notar que en el tltimo término usamos que el versor €, no depende del
angulo 0 (ya que esta definido solo en términos del semiplano ¢ = cte.). El término
oe,

52 lo tenemos calculado en ([1.10)):
©

Dy

donde la ultima igualdad proviene de invertir las relaciones (1.15)). Las derivadas de
€y se calculan procediendo similarmente a lo hecho con €, y nos dan:

~

= —¢€, = —(senbé, + cosbéy)

% P — _e
00
0éy ~
% = cosbe,

Sustituyendo todas las derivadas anteriores en (1.17) y simplificando nos queda:
a= (r —rf? — r¢286n29> €,
(1.18) + (r& + 2760 — T¢256n90039> €y

+ <7’gbsen9 + 2rpsent + 27’9gbcos@) €y

1.2.3. Coordenadas intrinsecas.

Otro sistema de coordenadas 1til, en especial cuando la trayectoria de la par-
ticula esta predeterminada (por ej., una cuenta moviéndose sobre un alambre), es
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(a) (b) (c)

Figura 1.5: Coordenadas polares esféricas.

el intrinseco o curvilineo, donde se describe el movimiento de una particula a partir
de una tnica coordenada s llamada abcisa curvilinea. Como ya dijimos en [[.1.1] la
trayectoria de una particula se puede dar en forma paramétrica especificando las
componentes (z(t),y(t), z(t)) del vector posicion para cada tiempo. Consideremos
ahora una variacion dr de la posicion bajo una variacion infinitesimal del tiempo
(dt), que de acuerdo a es:

dr' = vdt

Dado un origen (O) sobre la curva que describe la particula (ver figura [L.6)), la
distancia recorrida s (con un signo definido de acuerdo al lado de O del que estemos)
serd nuestra abcisa curvilinea. El diferencial ds de la distancia recorrida por la
particula sobre su trayectoria durante dt es:

ds = Vdr - di = +|v]dt

de acuerdo a si se produce un incremento (4) o una disminucién (—) en s durante
dt.

Versor tangente, normal y binormal.

Los versores asociados a las coordenadas intrinsecas forman el llamado #riedro
de Frenet {t,n,b}. Comencemos definiendo el versor tangente:

. dF
1.19 f=—
(1.19) P
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O s —»aj

>
~>

Figura 1.6: Coordenadas intrinsecas.

(observe que el modulo de dr es ds). La velocidad de la particula se escribe en
términos de este versor asf:

a7 dsdi .
1.2 g & _ e _
(1.20) VEw T aas

y resulta como cabia esperar, tangente a la trayectoria de la particula.

Nota: conservacién de la norma.

Observemos que para cualquier vector cuya norma se mantenga constante (tal
es el caso del versor t), cualquier variacion de este versor serd ortogonal al mismo:

~

(1.21) O=d(t-t)=dt-t+t-di =di-t=0

Consideremos en particular una variaciéon en ¢ bajo un incremento en s: %. Usando
que este nuevo vector es ortogonal a t definimos el versor normal:

1 dt

1.22 o &
(1.22) n s

!

=B

=7 recibe el nombre de

ds
radio de curvatura (R) y serd mayor cuanto menor sea el cambio en la tangente de

la curva respecto a la longitud. [

que estd dirigido hacia el interior de la curva. El término

Finalmente, para completar el triedro de Frenet, definimos el versor binormal:

(1.23) b=1ixn

IEn el caso extremo de una recta, R = co.
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Aceleracion en intrinsecas.
Derivando (1.20) con respecto al tiempo, tenemos la aceleracion en intrinsecas:

v d(st) o Ldt P
— = =st+st=st+s"— = st+ —n
dt dt ds R

(1.24) =

El primer término de la aceleracion corresponde al cambio en el mddulo (s) de la
velocidad sin cambio en la direcciéon, mientras que el segundo término corresponde
al cambio en la direccion del vector velocidad sin cambio en el médulo del mismo;
siempre que el radio de curvatura sea finito, la particula experimentard una acele-
racion (presente en el segundo término), adn cuando el modulo de su velocidad no
cambie, tal como sucede por ejemplo, en el caso de un movimiento circular uniforme.

1.3. Movimiento relativo.

No podemos hablar de movimiento si no es en relaciéon directa al sistema de
referencia desde el cual estemos realizando nuestras observaciones. Es importante
por ello que podamos vincular la velocidad y aceleracion de una particula vistas
desde diferentes sistemas de referencia.

1.3.1. Sistemas de referencia en rotacién y traslacion relativa.

Figura 1.7: Sistemas de referencia absoluto S = {O,f,j,fc} y relativo S/ =
{Ol,i/,j/,k/}.

Sean dos sistemas de referencia, S y S’, al primero de los cuales lo considera-
remos como sistema fijo y lo llamaremos sistema absoluto y al segundo como mévil
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y lo llamaremos sistema de transporte. El movimiento de S’ respecto de S estara
caracterizado, por un lado, por el cambio en la posiciéon del origen de coordenadas
O’ (traslacion) y por otro, por el cambio de orientacién de los ejes de la base del
sistema movﬂ {7/, 7', k'} respecto de los ejes del sistema fijo {i,7, k} (rotacion) (ver

figura . Consideremos un vector arbitrario A que escribiremos en términos de
sus componentes (cartesianas) en uno y otro sistema:

(1.25) A=A+ Ayj+ Ak

(1.26) A =A i+ A’j’ + A K

En el sistema fijo S, la derivada temporal de este vector es (consideremos A seglin
la expresion (1.25))):

dA
dt
Notese que en (1.2)) tenifamos una expresion similar, al haber asumido (implicita-
mente en ese caso) que el sistema de referencia era fijo.

Por otro lado, si derivamos (|1.26) tendremos:

/
CZ} = A’z’+A’]’+A’k’+A;iZZ—Z +A;Cil]t A;CZ
La primera parte de la expresion anterior (la que incluye las derivadas temporales
de las componentes) tiene la misma forma que y corresponde a la derivada
de A considerando los versores del sistema mdvil como fijos. A esta derivada la

llamaremos derivada relativa:

(1.27) = A+ Ayg+ Ak

(1.28)

dA
(1.29) i A’ i+ A’j’ + A’ k!
Las ecuaciones (1.27)) y (1.29) se pueden tomar como las definiciones para la derivada

absoluta y relativa de un Vector respectivamente. En el caso de magnitudes escalares,
no existe distincion en el tipo de derivada. Combinando (1.28) y (1.29) podemos
vincular las dos derivadas:

dA  dA di’ dj’ dk!
1.30 — = A — + A — f—
( ) dt dt A dt Ydt = dt
Escribamos ahora las derivadas de los versores moviles en la base movil propiamente:
di' . . 3
i an?’ + aypj’ + agsk’
dj/ 2 ~ 7.
(1.31) f = Ol + g + axsk
dk’

— = agi + asy)’ + assk’
di 31 32] 33
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donde tenemos, en principio, 9 coeficientes a;; para hallar. Podemos reducir el nu-
mero de incognitas comenzando por derivar la relacion de normalidad:

i =1
de la que obtenemos:

di' -

— =0

dt

(que es un caso particular de la relacion (1.21))). De la relacion anterior y las corres-
pondientes para j’ v £’ nos queda:
ap = ag = asz =0
Derivando ahora la relacién de ortogonalidad:
k=0
tenemos: ) .
di’ Y dk’

dt ar
De esta relacion y otras dos anédlogas nos queda:

a31 = —ai3, Q12 = —a21, G233 = —a32

De las relaciones anteriores entre los coeficientes, resulta que de los 9 originales
presentes en (({1.31)) alcanza con especificar ajs, as3 y as; para que los otros 6 queden
determinados. La expresion (|1.31)) se escribe entonces:

di/ N .
% = (112]/ - a31/€/
dj’ \ .
(132) d_jt = —algi/ + aggk‘/
dl%, ity ~
E = G317 — a3}

Definimos ahora el vector velocidad angular & como aquel que tiene por compo-
nentes en la base movil:

(133) w; = 93, w; = asz, w; = a1
y la expresion ([1.32)) se reescribe asf:

i,

% =w X1

dj’ .
(1.34) d—]t — G x ]

dk’ A

= x K

dt
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Insertando las relaciones anteriores en (|1.30) nos queda:

dA  dA . . . dA B
1.35 — =— 4+ AIxI+Adx ) +ATXxE =—+dx A
(1.35) at — dt T yo T dt
Esta relacion entre las derivadas temporales absoluta y relativa nos dice que
la derivada absoluta de un vector arbitrario tiene dos contribuciones: la derivada en
el sistema de transporte méas la derivada absoluta que tendria de estar en reposo en

el sistema de transporte.

Observacion:

De acuerdo a (|1.35]), para cualquier vector paralelo a la velocidad angular de
S’ respecto a S (&), las derivadas absoluta y relativa coinciden. En particular, esto
vale para la velocidad angular:
do  d'd
1.36 — = —
( ) dt dt

y utilizaremos sin ambigiiedad i para denotar cualquiera de las dos.

Ejemplo.-

Consideremos un caso sencillo de movimiento relativo, donde los origenes O
y O’ asi como los ejes k y k' coinciden entre si (figura . A un tiempo dado, el
angulo que forman entre si los versores i e i’ es ¢. Procediendo analogamente a lo
trabajado en coordenadas cilindricas y esféricas podemos probar que las derivadas
de los versores moéviles son:

di’
E = Cb],
dj’
dk’'

— =0
dt

y la velocidad angular tiene entonces por componentes:
w =0, w;:(), w;:¢
es decir: N
W= ¢k
El vector velocidad angular del sistema es un vector cuyo modulo corresponde a la

tasa de cambio del angulo ¢ y estd dirigido a lo largo del eje k£ y con su sentido
respetando la regla de la mano derecha del giro del sistema 5’.
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Figura 1.8: Caso simple para la determinacion de la velocidad angular de un sistema
de transporte.

Interpretaciéon de la velocidad angular.

Sea B un vector constante en el sistema de transporte S’, por lo que claramente,
su derivada relativa es cero. La formula (|1.35]) se reduce entonces a:

—

Cé—f =3 x B
El vector diferencia: dB = B(t 4 dt) — B(t) tiene entonces por médulo wdtBsend
(figura y esta dirigido tangencialmente a una circunferencia de radio |§ |send
cuyo plano es perpendicular al vector w. Un vector como B , en reposo en el sistema
movil, se comporta como si instantaneamente rotase alrededor del eje OQ (que tiene
la direccion de w) siguiendo el sentido de giro que se corresponde positivamente a
través de la regla de la mano derecha con w.

1.3.2. Teorema de Roverbal.

Apliquemos las deducciones anteriores para hallar la velocidad de una particula
P (ver figura . Sea 7 la posicion absoluta de la particula y 7 la relativa; se tiene
que:

+ 7’

i

que derivada con respecto al tiempo nos da la velocidad de P:

dR
dt dt

U=
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o

Figura 1.9: Interpretacion del vector velocidad angular.

El primer término del lado derecho de la ecuacién anterior es la velocidad absoluta
(vor)del origen del sistema S’. Para el segundo término, apliquemos ([1.35):

™
r

o +WdXr=vy+0v+dx1r

17:UBI+

donde definimos la velocidad relativa v' de la particula. Los términos restantes del
lado derecho de la ecuacién conforman lo que se llama velocidad de transporte vp de
la particula:

e D
con lo que la velocidad absoluta de la particula resulta (Teorema de Roverbal):

—

(1.37) T =0 +v
- dr
/ pr—
R

—

v =voy + W X 1’

La velocidad absoluta de una particula es entonces la velocidad que tiene por moverse
en relacion al sistema movil més la velocidad que adquiriria tan s6lo por permanecer
en reposo con respecto al sistema maovil, de alli el término de transporte.
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1.3.3. Teorema de Coriolis.
Para hallar la aceleracion absoluta de la particula, procedamos a derivar ((1.37)):

. d&+dv5,+ d(ﬁx )
— W T
dt dt dt
/1;7 . / . 5
o +@xv’+a5/+£(ﬁxr’)+&x(er’)

= +OdxvVHdadry +FIOXr O XV FO0 X (DX
dt ©

(1.38) a=d + ar + a¢

La formula de relacionamiento de las aceleraciones entre los sistemas de refe-
rencia movil y fijo constituye el llamado Teorema de Coriolis. El término o’ es la
aceleracion de la particula relativa al sistema movil, el término ar es la aceleracion
de transporte (adquirida tan solo con estar en reposo con respecto al sistema maovil)
y a¢ la aceleracion de Coriolis presente solo en el caso de movimiento de la particula
relativo al sistema movil. Dentro de los términos que conforman la aceleracion de
transporte cabe destacar (ver figura un término de aceleracion centripeta, ya
que podemos verificar facilmente que & x (&J X 73) apunta perpendicular y hacia el
eje de rotacion del sistema movil.

1.3.4. Adicién de velocidades angulares.

Para concluir el estudio del movimiento relativo entre sistemas de referencia
trataremos un problema cuya solucién nos serd muy ttil al estudiar el movimiento
de los cuerpos rigidos. Consideremos tres sistemas de referencia Sy, S1, Ss, el pri-
mero de ellos fijo y los otros con movimiento relativo al fijo y entre si. Sea wy, la
velocidad angular de S; relativa a Sy y ws; la de S, relativa a S;. El problema que
queremos resolver es como relacionar la velocidad angular de S, relativa a Sy con las
anteriores. A fin de adoptar una notacion clara, en lugar de utilizar ' para diferenciar
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Figura 1.10: Aceleracion centripeta.

las derivadas, pondremos un superindice para indicar el sistema en el cual estemos
operando; de esta forma, la generalizacion de (1.35) es:

dOog  JmA

(1.39) i = 7 + WTO X /‘T
dVA 44 S
(140) dt = 7 + wop X A

Tomemos un vector en reposo en el sistema Sy, de manera que (1.40) se simplifique
a:

que al sustituir en ({1.39) nos da:

dOA L
TZWQ1XA+W10XA:(U)21+UJ10)XA

Considerando so6lo el movimiento de Ss relativo a Sy, la derivada en Sy de un vector
en reposo en Sy seria:

dt

que comparada con la expresion que le precede nos permite concluir (/T es arbitrario):
(1.41) Wao = Wa1 + Wip

lo que constituye el llamado Teorema de Adicion de Velocidades Angulares.
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Capitulo 2

Dinamica de la particula.

2.1.

Leyes de Newton.

Primera Ley (Principio de Inercia): Existen ciertos sistemas de referencia
con respecto a los cuales el movimiento de un objeto libre de fuerzas externas
es rectilineo con velocidad constante.

A estos sistemas de referencia se les llama sistemas inerciales.
Segunda Ley: En los sistemas de referencia inerciales se cumple
(2.1) F=p

siendo F' la fuerza neta que actia sobre una particula y p la cantidad de
movimiento de la misma:

(2.2) p=mt

Si la masa de la particula es constante, podemos expresar la segunda ley de
Newton en esta forma:

(2.3) F=mad

Tercera Ley (Principio de Accion y Reaccion): Si un cuerpo A ejerce sobre
un cuerpo B una fuerza Fsp, entonces el cuerpo B ejerce sobre el A una fuerza
Fp4 igual y contraria: Fpa = —Fap.

21
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2.1.1. Fuerzas.

La segunda ley de Newton es una definicion de la fuerza en términos de
la masa del cuerpo sobre el que actia y de la aceleracion del mismo, sin especifi-
car la naturaleza de esta fuerza. Algunas de las fuerzas fundamentales con las que
trabajamos en este curso son:

Fuerza gravitatoria

La ley de gravitacion de Newton establece que la fuerza ﬁlg ejercida por un
cuerpo P; de masa m; sobre un cuerpo P, de masa ms, esta dada por:

_Gm1m2 Pg—Pl
P, — P | P, — P

donde G es la constante de gravitacion universal: G = 6,67 x 107" Nm?/kg?. Por lo
pequena de esta constante, la fuerza gravitatoria es apreciable en la medida en que
al menos uno de los cuerpos que interviene sea de gran masa.

‘\}7\?\21

\Pz

Si consideramos por ejemplo, un objeto de masa m en la proximidad de la
superficie terrestre, la magnitud de la fuerza gravitatoria que experimenta es:

(2.4) Fiy =

_ GMy, _ GMr 2
F—TTm—mg, 9= "%z ~ 9,.8m/s

donde definimos la aceleracion de la gravedad g a partir de la masa My y el radio
Rt de la Tierra.

Fuerza de Lorentz

Una particula de carga g experimenta, en presencia de un campo eléctrico E
y un campo magnético B una fuerza dada por la ley de Lorentz:

—

(2.5) F:q(EJrﬁxé)

donde ¥ es la velocidad de la particula.
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Ejemplo.-Campo magnético uniforme y linea de carga

Consideremos el caso (Primer Parcial 2009) de una particula de masa m y
carga ¢ que esta sometida a la accion de un campo magnético uniforme: (§ = BI;;) y
a la del campo eléctrico de una distribuciéon de carga lineal y uniforme a lo largo del
eje ki E = EO%ép, siendo p, ¢, z las coordenadas cilindricas y €,, €,, k sus versores
asociados. Para este caso, expresando la velocidad de la particula en coordenadas
cilindricas , la fuerza de Lorentz resulta:

F=q(E+7xB)

a . a . a .4 >
q {Eo;ffp + (pé, + ppé, + 2k) x Bk
a . ~ JEEN
=q Eo; + ppB | é, — gpBe,

A partir de la segunda ley de Newton (2.3 proyectada segiin cada versor de coor-
denadas cilindricas tenemos:

(2.6) q (Eo% + psbB) =m (j — p°)
(2.7) —qpB =m (pp + 2pp)
(2.8) 0=%

que constituyen lo que llamamos ecuactones de movimiento del sistema, un conjunto
de ecuaciones diferenciales (acopladas en este caso) cuya solucion corresponde a la

ley horaria p(t), p(t), z(t).

Otras fuerzas con las que habitualmente nos encontramos tienen, a pesar de su
origen electromagnético, leyes que las expresan en términos de cantidades medibles
ligadas a los objetos macroscopicos que ejercen estas fuerzas. Entre estas fuerzas
estan las ejercidas por una superficie rugosa (que reservamos para una seccion pos-
terior), un resorte, una cuerda o un medio viscoso.

Fuerza eldstica

Un resorte ideal ejerce una fuerza proporcional a su estiramiento (consideremos
la fuerza ejercida sobre P):

P-0

(2.9) F=—k((—t) Nari

k(0 —t) i

siendo ¢ = |P — O] la longitud, ¢, la longitud natural y k la constante elastica del
resorte (definida positiva). En el caso en que el resorte sea de longitud natural nula,
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la fuerza elastica toma una forma maés simple:

(2.10) F=—k(P-0)

i
L p/

Figura 2.1: Resorte ideal.

Fuerzas viscosas

Un cuerpo sumergido en un fluido (aire por ejemplo) experimenta una fuerza
que depende de la velocidad relativa a este medio y tiene sentido contrario a la
misma. En los casos en que la magnitud de esta fuerza es proporcional a la velocidad
tenemos:

(2.11) F=—by

Ejemplo.-Paracaidista

Un caso sencillo de movimiento unidimensional

-bv T
donde aparecen algunas de las fuerzas menciona-
das anteriormente es el de un paracaidista someti-
do a la accion de la gravedad y de la fuerza viscosa

ejercida por el aire.
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La segunda ley (22.3)) se escribe como:
—by + mg = my

que resulta en la ecuaciéon de movimiento del sistema. Considerando v = y, la ecua-
cion (22.1.1)) se transforma en una ecuacion diferencial de primer orden:

v+ —v=g
m
La solucién general a la ecuacion anterior es la suma de la solucién de la homogénea:
_by
vg(t) = Ae™m

y la solucion particular:
mg

Up(t) = T

v(t) = vy (t) +vp(t) = Aewt + %
Imponiendo ahora la condicion inicial: v(0) = vy podemos hallar la constante libre

A, de forma que:

Podemos finalmente hallar la ley horaria del sistema integrando en el tiempo la

velocidad:
m m mg

ot) =75 (= 57) (1= ) + Pt ug

2.2. Sistemas vinculados.

En un gran ntmero de problemas de mecanica no nos vamos a encontrar con
situaciones como las de los ejemplos anteriores, donde las coordenadas de la particula
son independientes entre si, sino que trabajaremos con sistemas sujetos a vinculos: un
bloque moviéndose sobre una superficie rugosa, una particula obligada a desplazarse
sobre una guia, etc. Estos vinculos, expresables en muchos casos mediante ecuaciones
que involucran a las coordenadas de la particula, reducen por un lado los grados de
libertad del problema pero introducen también fuerzas vinculares o reactivas cuya
forma no es conocida (no tienen una ley asociada, como es el caso de la fuerza
gravitatoria, eléctrica o eléstica, que entran en la categoria de fuerzas activas) sin
conocer el estado de movimiento del sistema.
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flx,y,2)=0

Figura 2.2: Bloque sobre superficie rugosa. En punteado, el plano tangente a la
superficie por la particula.

2.2.1. Fuerza ejercida por una superficie

Consideremos el caso de la figura[2.2]donde un bloque se mueve apoyado sobre
una superficie rugosa, la cual se puede describir mediante la ecuacion:

f(@,y,2) =0

Las tres coordenadas cartesianas necesarias a priori para ubicar al bloque en el
espacio estan ahora restringidas mediante el vinculo anterior, lo que nos deja un
sistema con dos grados de libertad. Por otro lado, esta restricciéon implica incorporar
una fuerza ejercida por la superficie sobre la particula, la cual podemos escribir en
términos de su componente normal a la superficie (]\7) y su componente tangencial
(7:)7 esta ultima debida al rozamiento entre la superficie y la particula y contenida
en el plano tangente a la superficie por el punto de contacto con la particula (cuando
trabajemos con una superficie lisa, la componente tangencial no estara presente).
Si la reaccién normal ejercida por la superficie es tal que no puede evitar que la
particula pierda contacto con la superficie (es decir, la normal s6lo se puede ejercer
desde la superficie hacia la particula) estaremos hablando de un vinculo unilateral.
Si en cambio la superficie restringe a la particula a permanecer en contacto con ella
hablamos de un vinculo bilateral.

2.2.2. Fuerza ejercida por una guia

Consideremos una particula enhebrada en una gufa (figura [2.3). La reaccion
ejercida por la guia sobre la particula se puede escribir en términos de una compo-
nente tangencial T ala gufa y una componente normal N. En este caso, mientras la
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Figura 2.3: Particula enhebrada en una guia rugosa. En punteado, el plano normal
a la guia por la particula.

reaccion tangencial tiene la direccion de la tangente a la curva por la particula, de
la reacciéon normal sélo sabemos que estd contenida en el plano normal a la curva
pero no podemos conocer de antemano qué direccion tiene sobre ese plano.

2.2.3. Friccion: leyes de Coulomb.

La relaciéon entre las componentes normal y tangencial de la reacciéon ejerci-
da por una superficie o una guia esta establecida mediante dos leyes (empiricas)
conocidas como leyes de Coulomb:

» Particula en movimiento relativo: consideremos una particula con velocidad
Ug relativa a la superficie sobre la que estd apoyada o la guia sobre la que esté
enhebrada. La fuerza de friccién dinamica T ejercida sobre la particula
tiene sentido contrario a Uz y es proporcional al modulo de la normal:

UR

(2.12) T=—fp|N| ==
||

siendo fp el coeficiente de rozamiento dinamico entre la particula y la superficie
o guia.

= Particula en reposo relativo: la fuerza de fricciéon estatica ejercida por
una superficie o guia rugosa sobre una particula en reposo relativo a ella esta
acotada en modulo de acuerdo a:

(2.13) ‘f‘ < fp ‘N"

donde fg es el coeficiente de rozamiento estatico entre la particula y la super-
ficie o guia.
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Ejemplo.-Mosca sobre disco

Figura 2.4: Mosca sobre disco

Una mosca de masa m comienza a caminar desde el centro O de un disco
horizontal que gira con velocidad angular constante w. Se mueve siempre en direccion
radial saliente y su velocidad relativa al disco es vy constante. Si el coeficiente de
rozamiento estatico entre la mosca y el disco es fg, determinemos a qué distancia
Tmaz del centro del disco comenzara la mosca a deslizar.

En la base movil {€1, €5, k} la aceleracion de la mosca es

d*(réy)

="t
dt?

= (r - rw2) 61 + 2wréy = —rw?é] + 2wupbs
A partir de la segunda ley de Newton tenemos
T+ (N —mg)k =m (—rw?é1 + 2wugés)

es decir

N =mg

T=m (—erél + 2wvoég)
y considerando la condicion (2.13]) para la fuerza de rozamiento estatico:

T

< fE ‘]\7 ‘ = (rw?)” + (2wuo)* < (frg)’
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la maxima distancia al centro que alcanzara la mosca sin resbalar es:

r S T"maz = a%\/(ng>2 - (2&)?}0)2

mientras se verifique frg > 2wy, (en caso contrario, la mosca resbala desde el
comienzo).

Ejemplo.-Masa sobre guia rugosa

(examen diciembre 2008) Consideremos una guia A
rugosa, de coeficiente de frotamiento cinético f, w
que gira con velocidad angular w constante alre- <_>

dedor de un eje vertical fijo y perpendicular a ella
que la corta en el punto O. Una particula de masa
m esta obligada a moverse sobre la guia (vinculo O

bilateral) y sobre ella actiia un resorte de constan- _%W-‘i
te elastica k y longitud natural nula sujeto por su
otro extremo al punto O.

Consideremos r la posicion de la particula medida desde O sobre guia y
{0,¢€,,€4,k} el sistema movil (gira con velocidad angular wk) y directo sobre el
que referiremos la soluciéon. La aceleracion de la masa m es:

di(;?) = (7" — er) €r + 2wrey
La segunda ley de Newton proyectada segtn €y, €, y k nos da respectivament
2mwr = N;
m(f—rwz) = —f\/m%—kr
0 = Ny —mg

Donde N; y N, son las componentes de la reaccion normal de la guia. Si ahora
consideramos el sistema en ausencia del peso, la reaccion normal so6lo estara dirigida
segiin €, (No = 0) y las ecuaciones anteriores se pueden simplificar a:

2mwr = N;

m (i —rw?) = —f|N1||%:| — kr

Eliminando | V1| entre las ecuaciones anteriores nos queda la ecuacion de movimiento:
. k
7+ 2fwr + (——w2 r=20
m

!mientras 7 # 0, ya que si la particula no se mueve con respecto a la gufa, actia la friccién
estatica.
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Ejemplo.-Particula en el interior de un aro (parte I).

(examen febrero 2010) Una particula P de
masa m se mueve en el interior de un aro
vertical fijo liso de radio a (vinculo unila-
teral), sometido a la accién de su peso y
una fuerza F' horizontal repulsiva que vale
mkd siendo d la distancia de P al diametro
vertical del aro.

La segunda ley de Newton proyectada segtn las direcciones tangente y normal
a la guia nos da:

(2.14) maf = —mgsend + mkasenfcosd
(2.15) mab* = N — mgcosd — mkasen6

donde N es la reaccion del aro sobre la particula (la normal tiene sentido radial
entrante). La primera de las ecuaciones anteriores sélo involucra a la coordenada 6
y sus derivadas y se trata por lo tanto de la ecuacion de movimiento del sistema.
Vamos ahora a preintegrar esta ecuaciéon: comenzamos por multiplicar la ecuaciéon
de movimiento por 6:

mabf + (mgsenh — mkasenfcosd) § = 0

El primer término de la ecuacién anterior se puede identificar con la derivada tem-
192.
poral de 50

d (1, .
ma—, (592) + (mgsent — mkasenfcosf) 6 = 0

Integrando ahora en el tiempo:

“d (1 ! :
ma/ — (—92) dt + / (mgsenf — mkasenfcosd) fdt = 0

Podemos en el segundo término pasar a integrar en el angulo 6:

1. 1. 0
ma (592 — 598) + / (mgsent — mkasenfcosd) df = 0

Oo

Lo que nos da:

1. 1. 1
ma (592 _ 59(2)) + mg (costy — cosf) + §mk‘a (sen®0y — sen®d) = 0
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O lo que es lo mismo:

1. 1 I 1
(2.16) §ma92 — mgcosh — —mkasen®0 = §ma9§ — mgcosty — §mkasen290

Estudiemos ahora la condicion para que la particula, lanzada desde el punto
A (6y = 0) con velocidad vy, alcance el punto B. Reordenando la tltima ecuacion
tenemos que (supongamos por simplicidad ka = ¢ y usemos ademas que 0y = vg/a):

1 . 1 1 Vo 2

—mab? = mgcosh + ~mgsen*d + —ma (—0) —mg
2 2 2 a
El lado izquierdo de la ecuacién anterior solo puede ser positivo o cero; para que la
particula alcance el punto B, esta condicién se debe cumplir en todo el recorrido:

2
2 +g (lsenQH + cost — 1) >0, V8 e [0,n]
2a 2
que se verifica para v > 4ag. Como ademds se trata de un vinculo unilateral, la
normal N sélo puede ser positiva o cero (en caso contrario, la particula no permanece
en contacto)

N = mab? + mgcos + mgsen?d > 0, V6 € [0, 7]

Introduciendo la expresion para 62 nos queda:

U2

2+ g sen®d + §005(9 —1)>0,V0€]0,n]
2a 2

que se verifica para v2 > 5ag, que por ser mas restrictiva que v3 > 4ag, resulta ser
la condicion que debe obedecer vy para que la particula alcance el punto B.

2.3. Sistemas acelerados.

Consideremos dos sistemas S y S, en el primero de los cuales vale la segunda
ley de Newton. En S se verifica:

=3

F=md

Expresemos ahora la aceleraciéon de la particula en términos de la aceleracién que
se mide en el sistema relativo S’ a partir del Teorema de Coriolis (1.38)):

—

Fzm(@’—i—@}—l-a})
Reagrupando términos, la ecuacién anterior se transforma en:

F —mar — mac = mad
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Es decir, incorporando dos nuevas fuerzas ficticias: Fr = —mary (fuerza de transpor-
te), F. = —mag: (fuerza de Coriolis) a las fuerzas reales -producto de la interaccion
de la particula con otros cuerpos- las leyes del movimiento en el sistema acelerado
son las mismas que desde cualquier sistema inercial:

F+ Fr+ Fo =md

Es importante notar que las fuerzas ficticias que acabamos de introducir no son
fuerzas en sf ya que no surgen de la interaccion de la particula con otros cuerpos; en
particular, las fuerzas ficticias no verifican el principio de accién y reacciéon. Surgen
unicamente a partir de una manipulacion cinemética que permite plantear la segunda
ley de Newton desde sistemas no inerciales.

Identifiquemos ahora estas fuerzas para el problema de la mosca sobre un disco
de la seccion anterior. En la figura [2.4] estan senaladas las fuerzas ficticias actuando
sobre la mosca si tratamos el problema desde un sistema solidario al disco. Con
respecto a ese sistema la mosca no esta acelerada, por lo que se verifica:

FAFr+Fo=T-—mdx (& x7)—m2&xv55=0

Visto desde el sistema acelerado, podemos decir que la fuerza de rozamiento estatico
balancea a la resultante de las fuerzas ficticias, manteniendo (mientras puede) el
movimiento prescripto para la mosca.

2.3.1. Movimiento sobre la superficie de la Tierra.

En una gran parte de las aplicaciones de la mecanica consideramos a la Tierra
como un sistema de referencia inercial. Se trata sin embargo de un sistema acelerado,
debido fundamentalmente a la rotacion que experimenta alrededor de su eje polar y
para algunas aplicaciones de la mecéanica (como la dindmica de fluidos atmostéricos)
debe tomarse en cuenta este efecto.

Consideremos una particula sometida a la fuerza del peso (mg) y a otras fuerzas
(F'). La segunda ley de Newton desde un sistema inercial (que consideraremos con
origen en el centro de la Tierra) es:

—

md =F4+mj—m@x (@x7)—m28xv =F+m(f—&x (& xF)) —m2& x v/

El segundo término de la tltima igualdad s6lo depende de la posicién y es propor-
cional a la masa. Definimos entonces una gravedad efectiva:

—

Je=0— W0 X (0 xXT)



2.3. SISTEMAS ACELERADOS. 33

Veamos la magnitud de la correccion —& x (J x 7) a la aceleraciéon de la gravedad
en el ecuador; considerando como 24hs el periodo de rotacion y Ry ~ 6000km el
radio de la Tierra: |& X (J X 7)| = w? Ry ~ 107*m/s?, que resulta en una correccion
3 ordenes de magnitud por debajo del valor de la aceleraciéon de la gravedad.

Péndulo de Foucault.

Para ver la influencia del término de aceleracion
de Coriolis, consideremos un péndulo formado por
una particula de masa m sujeta por un hilo de
largo ¢ y masa despreciable a un punto fijo con
respecto a la Tierra. Este punto tiene latitud A
medida desde el Polo Norte. La particula estara

v~

sujeta a la aceleraciéon gravitatoria efectiva gy a
la tension ejercida por el hilo:

g

ma' =T + mg. — 2ma x v’

Segin los versores %,j y i (l;: es la vertical local, tomamos 7 en el plano que
contiene a k y la velocidad angular de la Tierra &) las proyecciones de la segunda
ley de Newton nos dan:

mi + 2ma@ X v’ -1
mgj+2mﬁxz7"j':Ty
i

mzZ 4+ 2ma X v’ -

siendo T},T,,, T, las componentes de la tensién del hilo:

T
T, =-T-

14

Yy
Ty - —TZ
T, = Tcosa

En la aproximacion de pequenas oscilaciones donde el péndulo no se aparta dema-
siado de la vertical: @ < 1 tenemos: sena ~ «, cosa ~ 1y podemos despreciar el
movimiento de la particula en la vertical: 2 ~ 0, Z ~ 0, de manera que v’ >~ 7 4 yJ
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y las ecuaciones anteriores quedan:

ma — 2mwcosAy = —T%
my + 2mwcos\t = —T%

2mwseny =T — mg.

En la misma aproximacién de pequenas oscilaciones nos quedamos ahora sélo con
los términos lineales en z, , y, ¥:

T — 2wcosA\y = —%x
U + 2wcos At = —%y

Para resolver el sistema de ecuaciones anterior consideremos el siguiente cambio de
variable:
q=1x+11y

donde 7 es la unidad compleja (:> = —1). Sumandole entonces a la primera de las
ecuaciones la segunda multiplicada por ¢ nos queda:

. . . 2

g+ 2iw.q +wyqg =10
con w, = wWcos\, Wi = % (wo es la frecuencia natural de las pequeiias oscilaciones
del péndulo en ausencia del término de Coriolis). Supongamos una soluciéon a la
ecuacion anterior de la forma: ¢ = Ae®, que sustituyendo en la ecuaciéon nos da:

2 ; 2
a” + 2w, +wy =0

Las soluciones a la ecuacion algebraica anterior son:

a = —iw, +iy/w? + Wi

Tomando en cuenta que w, < wy podemos simplificar las soluciones:
o —iw, I 1wy

de manera que ¢ es una combinacion lineal de exponenciales en cada una de las
soluciones anteriores:

q= Ole(—in-i-iwo)t + C’ze(—iwz—iwo)t — e—iwzt (Cl€+iwot + Cge_iw()t)

Separando ahora en parte real e imaginaria de la solucién podemos recuperar las
leyes horarias x(t),y(t):

z(t) = cosw,t (Agcoswot — Brsenwgt) + senw,t (Arcoswot + Brsenwot)

y(t) = cosw,t (Arcoswot + Brsenwot) — senw,t (Arcoswot — Brsenwgt)
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donde las nuevas constantes (reales) cumplen: Cy + Cy = Ar + iA;, C; — Cy =
Bpr + iBj. Estas constantes dependen de las condiciones iniciales del problema, que
supondremos son:

z(0) = A; #(0)=0
y(0) = 0; y(0) =0
Lo que nos lleva a:
Ar = A; Ar=0
Bp = 22 4; Br=0
Wo

y por lo tanto:

w,
z(t)=A {caswzt coswot + —senw,t senwotl ~ Acosw,t coswot
Wo

w
y(t)=A {—senwzt coswot + —cosw,t Senwot} ~ —Asenw.t coswot
Wo
donde la tltima aproximaciéon corresponde a: w, < wy. Consideremos finalmente el
cociente entre las coordenadas: Y
= = —tgw,t
x

lo que significa que las posiciones que ocupa el péndulo durante su movimiento
descansan sobre un plano que rota con velocidad angular —w, k. El efecto del término
de Coriolis es entonces en primera aproximacion, rotar el plano de oscilacion del
péndulo. En el ecuador A = 7 y el plano del péndulo no rota, mientras que en los
Polos Norte y Sur la velocidad angular vale w, = Fw (en el Polo Norte el péndulo se
mueve en un plano fijo con respecto al sistema inercial). Leon Foucault registro en
el experimento original bajo la ciipula del Panteén de Paris, un periodo de rotaciéon
del plano del péndulo de aproximadamente 32hs.
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Capitulo 3

Trabajo y Energia.

3.1. Trabajo y Potencia de una fuerza.

Consideremos una fuerza F que actua sobre una particula. Si dr es el despla-
zamiento diferencial de la particula sobre su trayectoria, el trabajo diferencial hecho
por la fuerza sobre la particula se define como:

(3.1) dWp = F - dF

Las fuerzas con que trabajamos dependen genéricamente de la posicion, la
velocidad de la particula sobre la que actiian y del tiempo:

—

F:ﬁ(?,ﬁt)

El trabajo total hecho por la fuerza mientras la particula recorre la trayectoria que
conecta A con B se puede hallar entonces integrando las contribuciones diferenciales
(3.1) de acuerdo a la ley horaria 7(t) que sigue la particula :

B
(3.2) Wy — / F.dr
A {F(t)}

37
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Otra forma de calcular el trabajo hecho por una fuerza es a partir de la potencia de
la misma:

I 10
(3.3) Pr=F 5= th

es decir, la tasa a la cual la fuerza realiza trabajo. Integrando P en el tiempo podemos
calcular el trabajo de la fuerza:

tp .
(3.4) Wy — / F . gdt

ta

Ejemplo.-Particula en una caja

(examen agosto 2007) Una particula de masa m se mueve en el interior de
una caja lisa muy angosta que gira con velocidad angular constante w alrededor de
un eje vertical contenido en ella. La particula parte con velocidad relativa a la caja
nula y a una distancia d del eje de giro. A partir de la aceleraciéon en coordenadas
cilindricas , tomando k en el sentido de la velocidad angular, la segunda ley
de Newton proyectada segin los versores €,,€, y k da respectivamente:

p—wp=0
2mwp = N
z4+g=0

siendo N la resultante de la reacciéon normal ejercida por cada pared de la caja.
Considerando las condiciones iniciales: p(0) = d, p(0) = 0;2(0) = 20,2(0) = 0, las
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soluciones a las ecuaciones de movimiento en p y 2z son:
p(t) = dcosh(wt)

Z(t) 220—7

Supongamos ahora que la particula desciende una altura h; el tiempo que transcurre
desde el instante inicial es t* = ,/%. El trabajo que realiza la normal durante ese

intervalo se puede calcular a partir de (3.4) y la expresion para la velocidad en

cilindricas (1.9):

o t* . 2h
Wy = / N.ovdt = / 2mw?pp dt = mprQ‘g = mw?d*senh? (w —
0 0 9

3.1.1. Teorema del Trabajo y la Energia.

A partir de la segunda ley de Newton (2.3) la potencia de la fuerza neta que
actiia sobre una particula se puede escribir como:

—

P=F-t=ma-v

que corresponde a la siguiente derivada:

L. d (1 _ N\ _dT
mav—dt 2mUU—dt

donde definimos la energia cinética de la particula:

1
(3.5) T = —mi?
2
Finalmente, a partir de (3.3), la tasa de variacion de la energia cinética corresponde a

la tasa a la que la fuerza neta realiza trabajo ( Teorema del Trabajo y la Energia):

dr — dw

3.2. Sistemas Conservativos.

El trabajo hecho por una fuerza, expresado tanto en la forma (3.2)) como ([3.4)),
depende explicitamente de la ley horaria seguida por la particula. Las llamadas
fuerzas conservativas sin embargo estan caracterizadas por:
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= Son fuerzas posicionales: F' = F (7)

= El trabajo que realizan depende sélo de los puntos iniciales y finales que ocupa
la particula, sin importar la ley horaria seguida por la particula:

WA—)B,l = WA%BQ

A 2

El trabajo de una fuerza conservativa corresponderd entonces a la variaciéon
de una funcion que so6lo dependa de los puntos del espacio y que llamamos energia
potencial U(7):

Wasp=—-AU = —=(U(B) — U(A))

que usando (3.2)) nos queda

B
(3.7) / F.di = —AU
A

Si consideramos ahora un incremento diferencial dU de la energia potencial podemos
escribir la expresion anterior como:

B _ B
/F-dF:—/ dU
A A

A su vez, el incremento en U se corresponde con la derivada direccional de la funcion
U siguiendo una trayectoria cualquiera que conecte A y B (supongamos que esa
trayectoria es la misma que corresponde al lado izquierdo de (3.7))):

(3.8) dU = VU - dif

B _ B B
/F-dF:—/ dU:—/ VU - dr
A A A

Como las integrales de la expresion anterior se evaltian sobre una trayectoria arbi-
traria que une dos puntos también arbitrarios, la igualdad s6lo puede ser valida si
los integrandos son iguales:

(3.9) F=_-VU

y tenemos

Es decir, una definicién equivalente para las fuerzas conservativas es que deriven de
una funcion potencial.
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3.2.1. Peso.

La fuerza del peso es conservativa. Si k representa la vertical saliente sobre la
superficie terrestre, el peso de una particula de masa m es:

(3.10) P = —mgk
y la energia potencial gravitatoria que se corresponde mediante (3.9)) es:
(3.11) U =mgz+ Uy

donde Uj es una constante arbitraria que corresponde al valor que le asignemos al
potencial para z = 0 (cualquier potencial estara definido a menos de una constante
aditiva).

3.2.2. Fuerza elastica.

Otro ejemplo de fuerza conservativa es la fuerza elastica ejercida por un resorte
ideal (2.9). Consideremos el trabajo hecho por esta fuerza sobre el punto P de la
figura [2.1] cuando este se mueve entre dos puntos arbitrarios A y B:

B
W,LHBZ/ F.dP
A

el punto P a su vez se puede escribir en términos del largo del resorte como:
P=0+"/u
y si consideramos el punto O fijo, una variacioén en la posicion de P sera:
dP = dlu + tdu

por lo tanto, el trabajo de la fuerza eléstica es:

B
Wasp = / —k (£ — o) i+ (bt + Lda)
A

y como @ es de norma constante, tenemos a partir de (1.21)) que da - @ = 0 por lo
que:

B 15z}
WA%B:/ —k(ﬁ—ﬁo)a-d&l:/ k(0 — to) de
A

£a
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el trabajo hecho por la fuerza elastica depende solo del largo inicial y final del resorte
y se trata entonces de una fuerza conservativa. La integral de la expresion anterior
se puede calcular facilmente dando:

ls 1 .
Wasp = / —k (0 —ty)dl = — §k7 (Cp — o) — §/€ (L4 — bo)”
LA

y encontramos el potencial elastico asociado a la fuerza:
1 2

donde consideramos que el potencial es cero con el resorte en su longitud natural.

3.2.3. Conservacién de la Energia

En lo que sigue vamos a agrupar las fuerzas que actian sobre una particula en
tres categorias:

» fuerzas conservativas F(co"s)

P nula) (

» fuerzas de potencia nula F( no conservativas que no realizan trabajo)

» fuerzas residuales ['"**)(no conservativas que realizan trabajo)

Ejemplos.-

Podemos ver ejemplos claros de las dos tltimas categorias en el caso de una
particula enhebrada en una guia rugosa . Si suponemos la guia fija, la velocidad
absoluta de la particula serda tangente a la guia. Por lo tanto, la reaccion normal
ejercida por la guia es de potencia nula:

—

Nlt=Py=N-7=0

Si la guia es movil, en cambio, la normal que actia sobre la particula es residual, lo
cual se puede ver escribiendo la velocidad absoluta como v = v+ vr, siendo v la
velocidad relativa a la gufa y v la velocidad del punto de la guia donde se encuentra
la particula:

— —

Py=N-7=N-(v+07) = N7

donde usamos que la velocidad de la particula relativa a la guia es tangente a esta
ultima.
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Otro caso de fuerza residual es el de la reaccion tangencial ejercida por una guia
sobre una particula. Por simplicidad consideremos una guia fija donde la reaccion
tangencial serd opuesta a la velocidad absoluta de la particula (v):

PT:f-ﬁ:—]f 3]

de donde resulta una potencia siempre negativa.

Consideremos ahora el teorema del trabajo y la energia (3.6)), descomponien-
do la potencia de la fuerza neta que actia sobre la particula segin las categorias
anteriores:

T B} B} } ) . )
% — 7) —F .= (F(cons) + F(Pnula) + F(res)) 0= F(cons) . ’(7—|— F(T@S) T

Usando ahora que las fuerzas conservativas provienen de una energia potencial U a

través de (3.9):
dT

dt
y usando luego la definicion de la velocidad (1.1)) y de la derivada direccional dU
B3):

dT - dr = dU - d(T+U)
& o fres) = el (res) = _ _ 2 (res) = o 2\T T V)
o VU -T+F v vU 0 +F U I +F TR= 7

— VU -G+ FU . g

_ ﬁ(res)

donde T'+ U es la energia E de la particula y Fes) . es la potencia de las fuerzas
residuales:

dE

3.13 — = plres)
(3.13) g =F

La energia de la particula se conservard entonces si la potencia de las fuerzas re-
siduales es nula. A partir de ello es posible hallar la ecuacion de movimiento de
diversos sistemas con un grado de libertad.

Ejemplo.-Particula en el interior de un aro (parte II).

Retomemos el ejemplo de una masa en el interior de un aro liso que tenia por
ecuacion de movimiento ([2.14]):

mabl + mgsenf) — mkasenfcost = 0

o su forma preintegrada equivalente (2.16]):

1 . 1 1 . 1
ima292 — mgacost — §mk3azsen29 = Ema29(2) — mgacosfy — Emka%enz@o

—

Y
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El sistema a estudio es claramente conservativo. El primer término del lado izquierdo
de la ecuacion anterior corresponde a la energia cinética de la particula mientras que
el segundo y el tercero son la energia potencial de la misma (se puede ver facilmente
que el potencial del que proviene la fuerza horizontal repulsiva es —%mde), por lo
que la ecuacion esta poniendo de manifiesto la conservacion de la energia (la normal
es la unica fuerza no conservativa que actiia sobre la particula y es de potencia nula):

1 .
(3.14) EmaQQQ + U(0) = cte.

Concordantemente, lo que expresa la ecuaciéon de movimiento es:

(3.15) mab) + —g =0

3.3. Equilibrio y Estabilidad.

Retomando la ecuaciéon de movimiento del ejemplo anterior:
maf + (mgsenf — mkasenfcosf) = 0

vamos a hallar los puntos de equilibrio de la particula, es decir, los angulos para los
cuales, si colocamos a la particula en reposo (9 = 0) permanecera en ellos en todo
instante posterior (§ = cte.). Estos puntos deben verificar: 6 = 0 de manera que
no se modifique la condiciéon de reposo; a partir de la ecuaciéon de movimiento, los
puntos que buscamos satisfacen:

mgsent — mkasenfcosd = 0 < senb (g — kacosd) = 0
que tiene por solucién
senb, =0 = 0, =0

g — kacosty =0 = costly = %, Isii = < 1

donde descartamos 6 = 7 ya que a pesar de ser solucion de la ecuacion, no es de
equilibrio, pues la normal es negativa (N (0 = 7,0 = 0) = —mg).

Veamos ahora cual es la estabilidad de estos puntos, es decir, estudiemos qué
sucede si en lugar de colocar a la particula en reposo en ellos (donde sabemos que
permanecera en reposo), damos a la particula condiciones muy proximas al equili-
brio. Queremos averiguar si bajo condiciones iniciales de proximidad al equilibrio
arbitrarias, la particula permanece préoxima a la posiciéon de equilibrio, en cuyo caso
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hablamos de una posicidn de equilibrio estable. Si aun dadas condiciones de proxi-
midad a la posicion de equilibrio, la particula no permanece cerca de esta posicion
para todas las posibles condiciones, hablamos de una posicion de equilibrio inesta-
ble. Para estudiar esto conviene considerar la forma de la energia potencial de la
particula del ejemplo anterior (figura [3.1)).

1.2

"""" g/ka=1/2

g/ka=3/2

Ulmka®

Figura 3.1: Potencial para el problema de una masa en el interior de un aro. El
recuadro corresponde al potencial con g/ka > 1.

De acuerdo a , los puntos de equilibrio del sistema corresponden a ex-
tremos relativos de la funcién potencial (% = 0). Veremos a continuacion que si se
trata de un minimo del potencial- como sucede para § = 0 cuando g/ka > 1 (ver
recuadro de la figura —, esta posicién de equilibrio es estable. Sea 6., el mini-
mo de potencial, con energia U(f,,). Consideremos condiciones iniciales proximas al
equilibrio:

0(0) = foq + 060, 00 < 1, 0(0) = 6y < 1

que corresponde a darle a la particula una energia:
E=U(0)+E

donde el exceso de energfa JE sobre el potencial en equilibrio se puede hacer tan
pequenio como queramos limitando 00 y 6. Sabemos que existe una cantidad con-
servada que es la energia del sistema:

(3.16) E=T+U(0)
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Ademés, la energia cinética es no negativa: 7" > 0. Comparando las altimas dos
ecuaciones tenemos entonces:

T+U0) =U(fg) +0E < T =6E +U(fy) — U() > 0= U(0) < U(buy) + 6F

Por otro lado, como se trata de un minimo del potencial, el valor de la energia
potencial en la proximidad debe ser mayor que en el equilibrio:

U(0) = U(beq)
por lo que (uniendo las dos condiciones anteriores)
U(feg) <U) <U(Oey) +0E

es decir, los angulos # accesibles a la particula en su movimiento se deben corres-
ponder con puntos sobre la curva de potencial que estén comprendidos entre las dos
franjas horizontales del recuadro de [3.1} Regulando 0 FE podemos acotar los valores
de la posicion tan cerca como queramos del equilibrio. Por otro lado, tenemos que:

SE—T=U(0)—U() >0 T <5E

La energia cinética (y por lo tanto 0) se puede hacer tan pequena como queramos
de acuerdo al valor 0 . En conclusion, los puntos de equilibrio estable corresponden
a los minimos de energia potencial del sistema.

Veamos ahora la estabilidad de los puntos de equilibrio del problema de la
masa en el aro. Si se verifica
d*U

" db?

au
do

>0
Ocq

Oeq

estamos en presencia de un minimo de la energia potencial y por lo tanto de un
punto de equilibrio estable. Para el caso de la particula en el aro tenemos que:

au
do

= mgasent — mka*senfcost

por lo que la derivada segunda es:

d*U

Tz mgacost — mka® (2cos*0 — 1)

En la posicion 6; = 0 esta derivada segunda es:

d*U
Welzmga—mka2>05i%>1
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En 65 en cambio:

i
do?

g\2
= mka® |1 — (—)
{ ka
que es parte de su condicion de existencia. Para ;- = 1 la derivada segunda se anula

y debemos recurrir a otro criterio. Consideremos por ejemplo la forma de la derivada
primera:

>0si L <1
0 ka
2

dU

i mgasend (1 — cosb)
Los valores limite de esta funcién en 6 = 0 son:

dU dU

— >0, — <0

do 0—0t do 0—0—

por lo que la derivada primera es creciente en el entorno de la posicion de equilibrio,
esto es, la posicion es un minimo. Resumiendo entonces:

0 = 0, estable si A >1
ka

cost) = i, dy es estable si 9 <1
ka ka

3.3.1. Sistemas no conservativos preintegrables.

Ejemplo.-Particula en una guia movil.

Considere una particula de masa m en-
hebrada en una guia lisa de radio R, la
cual gira con velocidad angular w cons-
tante en torno a su didmetro vertical. Que-
remos encontrar cuales son las posiciones
de equilibrio relativo de la masa con res-
pecto a la guia y determinar su estabili-
dad.

A
e}’
Como se trata de una guia lisa resulta que ninguna fuerza reactiva que ac-

tia sobre la particula tiene componente segiin €5. Podremos hallar la ecuacion del
sistema aplicando la segunda ley de Newton en esa direccion :

—mgsentl = ma.éy
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La aceleracion la podemos calcular a partir del teorema de Coriolis y usando
como sistema relativo el solidario a la guia. La aceleracion relativa segiin la direccion
¢p es RO mientras que la aceleracion de Coriolis no tiene componente seglin esa
direccion. La aceleracion de transporte (dr) es la de un movimiento circular uniforme
alrededor del eje de giro y a una distancia Rsenf del mismo:

dr = —w?Rsenbi
por lo que la ecuacién de movimiento resulta:
—mgsenf = mad.ég = m [a’ +ar + a_é] €g=m [RQ — wQRsenQCosﬁ]

o lo que es lo mismo:
0 + }%senﬁ — w?senfcosh = 0

Observe la similitud con la ecuacién de movimiento (2.14)) para el problema de una
masa en el interior de un aro, donde preintegrando la ecuacion llegdbamos a ([2.16]).
Esta ecuacion de movimiento también admite una preintegracion en el tiempo; en
general, cualquier ecuacion de la forma:

0+ f(0)=0

admite una preintegracion que la lleva a:
1.,
59 + F(0) = cte.

donde 4 = f. Para un sistema conservativo, la funcion F(6) es, a menos de una
constante multiplicativa, la energia potencial del sistema (ver (3.14)). En el caso
de nuestro problema por otro lado, la energia no se conserva: la componente seglin
€4 de la reaccion normal de la guia es una fuerza residual, ya que la velocidad de
transporte tiene también la direccién de €,. Por lo tanto, la ecuaciéon anterior es
una ley de conservaciéon pero no de la energia. Es sin embargo, una ecuaciéon con
las mismas caracteristicas de : una funcién no negativa: %«92 (pero que no es
la energia cinética de la particula) que sumada a una funcién de la coordenada:
F(0) nos da una constante. Por lo tanto, los puntos de equilibrio estable del sistema
corresponderdn a los minimos de F(0) y se puede probar para este caso que:

. g
0 = 0, establ —— >1
, esta eSIRwQ_

0 = m, siempre inestable

g dy es estable si g <1

cos) = e T



Capitulo 4

Movimiento Central.

4.1. Fuerzas Centrales.

Ny
<

Dado un centro de fuerzas O, una fuerza central o7
actuando sobre un punto P esta dirigida segtn la
direccion que une a los puntos anteriores:

—

(4.1) = fé 0

Consideremos ahora el momento angular de una particula P respecto a un
punto O:

(4.2) Lo=(P—-0)xp

La derivada de esta cantidad con respecto al tiempo es:
Lo=(P-O)xg+(P-O0)xiZ (P -O)xg+(P-0)x f

donde f es la fuerza neta que acttia sobre la particula. Supongamos el centro de

fuerzas fijo: O = 0 y usemos que p es por definicion (2.2)) colineal con P = Up, de
manera que su producto vectorial es cero:

ioz(P—O)Xf

Si la fuerza neta que actia sobre la particula es central y por lo tanto colineal con
P — O, el momento angular de la particula se conservara:

(4.3) Lo=0

49
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Esta conservacion implica por un lado que el mddulo (¢) del momento angular se
conservard y por otro, que el plano definido por la posicion 7(0) y velocidad #(0)
iniciales (que determinan el momento angular EO) es el plano donde se movera la
particula.

L,
O\ 7(0)
Fo)~ 7

Trabajaremos ahora en coordena-
das polares en el plano de movi-
miento de la particula. Las ecua-
ciones de movimiento son:

(4.4) f=m [r - rﬁﬂ

45)  0=m [ré)’ + 2&9} 0

La segunda de las ecuaciones anteriores representa la conservacion del momento
angular; multiplicando (4.5)) por r

m [r2é + 27“7"@] =0

que equivale a

% (mr29> =0

es decir que tenemos una cantidad conservada que corresponde al modulo del mo-
mento angular:

(46)
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4.2. Fuerzas isotropicas.

Consideremos ahora una fuerza que ademés de central es isotropica, esto es,
solo depende de la distancia al centro de fuerzas pero no de la direccion:

—

(47) = e
Se puede ver facilmente que esta fuerza es conservativa calculando el trabajo de la
misma:
B
Wy = / f-dr
A {r(t)}

que considerando:

S . . > (@72
r=ré.: dr =dré, +rdé. = f-dr f(r)dr

se puede simplificar a:
B
wy= [ foyar
rA

que solo depende de los puntos A y B. Equivalentemente podemos decir que la fuerza
deriva de un potencial U:

du

f==VU: flr)=-—-

y se conserva la energia de la particula:
T+U((r)=F

Usando ahora la velocidad en coordenadas polares:
T =17é, 4+ ré,

la conservacion de la energia nos queda:

1 1 :
(4.8) §m7'“2 + imr292 +U(r)=FE

A partir de dos cantidades conservadas: ¢ y E tenemos entonces las ecuaciones de
movimiento (equivalentes al planteo de la segunda ley de Newton en (4.4)), (4.5))) de
un sistema con dos grados de libertad: r y 6.
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4.2.1. Potencial efectivo.

A partir de (£.6), podemos eliminar 6 de la ecuacion ([L.8):

2
(4.9) %mf’Q + Qiﬁ +U(r)=F
Definiendo el potencial efectivo Uey:
2
(4.10) Ues(r) = 52 +U(r)

la ecuacion tiene la misma estructura de (3.14)), con un término no negativo:
smi? que sumado a una funcion de la coordenada: Ugs(r) nos da la constante E.
Los criterios de equilibrio y estabilidad del capitulo anterior se aplican entonces en
este caso, pero lo que eran puntos de equilibrio antes pasan a ser orbitas circulares
(r = cte.).

Ejemplo.-Potencial eldstico.

Consideremos una particula sujeta mediante un resorte de longitud natural
nula y constante elastica k a un centro de fuerzas fijo; el potencial que experimenta
la particula debido a la fuerza elastica es:

1
U(?") = 5]6’7“2

El potencial efectivo correspondiente es:

62
= omr?

Ues(r) + %/{7’2

Un bosquejo de la forma de este potencial efectivo se puede encontrar en la figura
La forma del potencial efectivo esta fijada conociendo el momento angular ¢ de
la particula. Supongamos ahora que variamos las condiciones iniciales de manera de
obtener diferentes energias pero sin afectar al momento angular (y sin afectar por
lo tanto al potencial efectivo). La minima energia que la particula puede tener es
la correspondiente al minimo del potencial efectivo (Ep). Para esa energia, el tnico
valor accesible de 7 es el correspondiente al minimo (r9) y la particula se mueve en
una Orbita circular (esa o6rbita es estable). El radio de esta orbita circular se puede
hallar también sin necesidad de encontrar el potencial efectivo, basta con considerar
i =0 en y usar la conservacion del momento angular (4.6]). Para una energfa
E por encima de FEy la particula se puede encontrar a las distancias que van desde
el minimo 7, al maximo 7,; que son los llamados puntos de retroceso y verifican
7 =0, es decir, son las raices de U ¢(r) = E.
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— Uef(r)

- = P2mr?
- - U

Figura 4.2: Potencial efectivo (¢ # 0) para una particula sujeta a una fuerza elastica.
Para una energia dada E se destacan los puntos de retroceso (r,,, ra), el radio ro y
la energia Fj de la orbita circular.

4.2.2. Leyes horarias.

A partir de la expresion (4.9) para la energia del problema unidimensional
podemos hallar las leyes horarias r(t), 6(t) como sigue: despejamos 7

"= \/% (E N 275;2 N U(T))

dr
\/m (B~ 5pz — U(1)

e integrando luego en variables separadas nos queda.

es decir:

(4.11) t—ty =
/ \/m _2m'r’2_U( )>

de donde eventualmente podemos hallar r como funcion de t. Por otro lado, despe-

jando 6 de (.6):

e integrando en el tiempo:

(4.12) 0 0 / Lo
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y tenemos asi 7(t) y 0(t) en términos de las constantes F, {, ro, 6y. Para hallar la

trayectoria de la particula r(0) podriamos eliminar el tiempo ¢ entre (4.11)) y (4.12));
podemos sin embargo, y resultard méas facil en un buen nimero de casos, hallar y

resolver las ecuaciones diferenciales que determinan la trayectoria.

4.3. FEcuaciones de Binet.

Partamos de las ecuaciones de movimiento (4.4)), (4.5):
f=m [r — TQQ]
0=m |:T6) + 27'“0.]

y consideremos ahora el siguiente cambio de variable:

La derivada primera de r en el tiempo se puede escribir en términos de las derivada

de u como:
. dr

"Tdt T dudodt | do mdo
y derivando la anterior podemos hallar la derivada segunda en el tiempo:

dr du df ——er—ué ¢ du

€d2u6-) ¢ d*u

=
m dh? m?2 df?
Sustituyendo ahora en la ecuacion de movimiento radial (4.4]) nos queda:
02
(4.13) ar = =" 5 [+ "]
donde a, = % es la componente radial de la aceleracion de la particula y v” = ‘;27;‘.

Puede ser de utilidad también conocer la relaciéon entre la velocidad de la
particula y la funcién v y su derivada. El cuadrado de la velocidad en polares es:

v? =%+

que haciendo uso de la forma de 7 nos da:

2

¢ 2
4.14 v = — [uz—i—u/ }
(4.14) —
donde v’ = % Las ecuaciones (£.13) y (£.14) son las ecuaciones de Binet y nos
permiten hallar la forma de la érbita dadas las condiciones iniciales u(0) y «/(0). En
la seccidon que sigue veremos cOmo hallar la trayectoria a partir de estas ecuaciones

en un caso sencillo.
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4.4. Movimiento Planetario.

Nos planteamos ahora estudiar el movimiento de dos cuerpos sometidos tinica-
mente a la interaccién gravitatoria mutua . Para ello, comenzaremos por ver el
problema genérico de dos particulas que interactiian entre si mediante un potencial
U(r) funcion unicamente de la distancia r que separa a las particulas; este problema
se conoce como problema de dos cuerpos.

4.4.1. Problema de dos cuerpos.

Figura 4.3: Coordenadas para el problema de dos cuerpos.

Consideremos la segunda ley de Newton para cada una de las particulas:

m17._:’1 = — ﬁ(?“)

m27%2 = f(r)

donde f deriva del potencial U(r), r = |F] y 7 = 7o — 71 es la separacidon relativa
entre las particulas. A efectos de desacoplar las ecuaciones anteriores, consideremos
el siguiente vector que ubica al centro de masas de las dos particulas:
R* . mlf’l + m27?2
mi + Mo
Los vectores posicion de cada particula se pueden escribir facilmente en términos de
Ty R:

= = mo N
7"1:R——
m1+m2
o = my =
T9 = R+ T

my1 + Mo
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y sustituyendo en las ecuaciones de movimiento nos queda:

miR — i = —f(r)
moR + = 1 (r)
donde usamos la masa reducida p del sistema:

mimes

4.15 _mama
(4.15) h=

Si ahora sumamos las ecuaciones de movimiento:
(m1 + mg)R =0

que indica que el centro de masas del sistema no esta acelerado. Si ahora multiplica-
mos la segunda ecuacién por m; y le restamos la primera multiplicada por ms nos
queda:

—

pr' = f(r)

y escribiendo la fuerza f en términos de la separacion relativa:

nos queda:
(4.16) ur = f(r)r

que es la ecuacion de movimiento para una particula con la masa reducida del sistema
y sometida a una fuerza central f(r).

4.4.2. Fuerza gravitatoria.

Veamos ahora el caso de una fuerza f(r) que depende del inverso del cuadrado
de la distancia entre las particulas:

(4.17) f(r) = —g

que en el caso de la interaccion gravitatoria corresponde a K = GMm. El potencial

asociado a esta fuerza es: "
U(r)=——

,
donde tomamos el potencial de modo que se anule en el infinito. El potenc2ial efectivo
asociado se muestra en la figura . Existe un valor minimo Ey = —% para este
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E>0

Uef(r)

- = 1Zi2me?

- — ——KIr

E=0

E 0<E<0

E=E

o7

Figura 4.4: Potencial efectivo (¢ # 0, K > 0) para una fuerza proporcional al inverso

del cuadrado.

potencial que corresponde a una 6rbita circular estable. Para energias Fy < F <
0, la particula tiene dos puntos de retorno y por lo tanto describird una oOrbita

acotada. Para energias /> 0 tenemos un solo punto de retorno y por lo tanto nos
encontraremos con orbitas no acotadas.

Para ver la forma detallada de las érbitas consideremos ahora la ecuacién de
Binet (4.13) para la particula de masa reducida p:

o lo que es lo mismo:

que es una ecuacion lineal no homogénea. La solucion de la homogénea es:

y la solucion particular:

por lo que:

—Ku? Pu? "
T [u+ u"]
K
U//+U:'LL£T

ug (0) = Acos (0 — 0,)

1724
’przg—2

K
u(f) = Acos (0 — 6y) + /;—2
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Tomaremos ahora 6y = 0 que corresponde a una eleccion de la orientacion de los
ejes de coordenadas:

u(f) = Acost + ;;_[2(

Para hallar ahora la constante A consideremos la ecuacion (4.14)):
£2
v’ = 2 [u2 +u’2}
Que se puede escribir como:

E—U:1 02:ﬁ [u2+u'2]
oMY T 9,
y usando la forma del potencial nos queda:

52
E+Ku=— [uQ—i—u'ﬂ
24

Sustituyendo ahora u y u’ se llega facilmente a:

2
wK 2uE
A= \/(72) e

Definamos ahora estas dos nuevas cantidades:

52
4.18 = —
(4.18) P=R
2E 2
(4.19) €=14/1+ K

Usando que A = i, la ecuacion para la 6rbita de la particula resulta:

p

4.20 =
( ) " 1 + ecost

que corresponde a la ecuaciéon de una conica donde p es el llamado parametro de la
conica y € su excentricidad. Para un valor de ¢ # 0 fijo, los diferentes valores de la
energia de la particula determinan las diferentes excentricidades de las érbitas:

energia excentricidad orbita
E=FE = —“27{{22 e=0 circunferencia
Ey<E<O O0<exl1 elipse
E=0 e=1 parabola

E>0 e>1 hipérbola
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4.4.3. Leyes de Kepler.

Con anterioridad a la formulacion de Newton acerca del movimiento de los
planetas bajo la acciéon gravitatoria exclusiva del Sol, Kepler formul6 las siguientes
leyes empiricas, resultado de cuidadosas observaciones astronémicas:

= Primera Ley: La trayectoria de un planeta en el sistema solar es una elipse,
donde el Sol ocupa uno de los focos

s Sequnda Ley (Constancia de la velocidad areolar): El area barrida por el vector
posicion de un planeta durante un cierto intervalo de tiempo es constante.

» Tercera Ley: El cuadrado del periodo de traslacion de un planeta es proporcio-
nal al cubo del semieje mayor de su 6rbita. Esa constante de proporcionalidad
es independiente del planeta considerado.

Veremos ahora cémo estas leyes se pueden deducir a partir de lo tratado an-
teriormente para una fuerza inversamente proporcional al cuadrado de la distancia.

De acuerdo a (4.20)), una de las posibles trayectorias bajo la accion de la fuerza
gravitatoria es una elipse, lo que esta de acuerdo con la Primera Ley.

La segunda ley es aplicable a cualquier fuerza central y es un equivalente de
la conservacion del momento angular . Consideremos el cambio en el vector
posicion en un intervalo de tiempo diferencial, tal como se ve en la figura [I.2] Si el
angulo barrido durante ese tiempo es df, el area encerrada es:

ds = %TQdQ

y correspondientemente, la variaciéon de area en el tiempo es:

ds _ 1,0 @ ¢

dt 2 dt  2u

por lo que en tiempos iguales, la particula barrerd areas iguales, ya que ¢ es una
constante de movimiento.

(4.21)

Para probar la tercera ley empecemos por pasar a la representaciéon en coor-
denadas cartesianas de una elipse. A partir de la ecuacion de la conica (4.20))

r = A
1 4+ ecosb

consideremos el siguiente cambio de variable:

T = rcosf

y = rsenf
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N

Figura 4.5: Semieje mayor (a) y menor (b) de una elipse.

de modo que podemos escribir la cénica como:
r=p—ex

que elevando al cuadrado nos da:

2’ +y* = (p—ex)’
es decir:
(1 — 52) x4 2pex + 1y = p?
Podemos ahora completar cuadrados entre los dos primeros términos de la ecuacién

anterior, es decir sumemos y restemos un término constante:

252 2.2

2\ .2 p
(1-e*)ua Tt -

de manera que los tres primeros términos del lado izquierdo representen un cuadrado
perfecto:

2 2.2
€ €
(\/1 — g2 + 1p €2> P +y? = p?

1 —g2?

o lo que es lo mismo:

2 2
y%2 2 p

1—¢° =
( 8)(JﬁLl—a?) Y 1— g2

Bajo el siguiente cambio de variables (cambiamos el origen del sistema cartesiano)

/
r=x+c

Yy =y
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siendo ¢ = -2, la ecuacion para la conica toma la siguiente forma:

1—¢2?
2 2
x/ y/
< a ) ( b )
donde a y b son los semiejes mayor y menor de la elipse respectivamente (ver figura

1)

(4.22) a=

Ahora, el area de una elipse es:
S = mab

que, segun (4.21)), es el area barrida por el vector posicion en el periodo 7' de movi-
miento de la particula:

S mab l 2umab
ST _ L L=
T T o {
A partir de (4.22)), (4.23) se puede ver que: b* = pa por lo que:
T2 B 4M2ﬂ_2pa3
=
y usando (4.18)) nos queda:
T2 — 47;# a3

Para la fuerza gravitatoria K = GMm, siendo M la masa del Sol y m la del planeta.
Como M > m, la masa reducida (4.15)) del sistema es p &~ m y la ecuacion anterior
nos da:

2
dms 4

o

(4.24) T =
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Capitulo 5

Sistemas de Particulas.

5.1. Centro de masas de un sistema de particulas.

Consideremos un conjunto de particulas que tienen por posicion P;, i = 1...V,
y cuyas masas respectivas son m; (ver figurafp.I(a)). Sea M la masa total del sistema:

(5.1) M= "m

Definimos el centro de masas (G)[] del conjunto asi:
L&
(5.2) G—O:MZmi(B—O)
i=1

que es independiente del origen de coordenadas (O) que tomemos; para probar la
afirmacion anterior, consideremos el centro de masas a partir de otro origen O’

N
1 r 1 /
G_O_M;:lml(g 0"

Si a la ecuacion anterior le sustraemos (5.2]) nos queda:

N N
1 1 .
G =G+(0=0) = = > mi(0=0) = (0=0) > " m; Do_oy=a=c

1=1 i=1

ltambién llamado baricentro

63
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5.1.1. Centros de masas parciales.

En muchos casos que veremos a lo largo del curso resultaré conveniente subdivi-
dir el sistema de particulas original y hallar los centros de masas de cada subsistema,
para luego hallar el centro de masas del conjunto.

e ° o
. .
. ° o o ® o
. °
° ° _.-%¢
p.m ® . ° ® e °
. ° ° ° o °
Go . -7 Ce N
°
° [ ] G, o [ ]

. °

Figura 5.1: (a) Centro de masas de un sistema de particulas (b) Centros parciales
de cada subsistema.

El centro de masas (G) de las particulas que conforman el subsistema S; de
la figura es:

mz Pz O my
T =2

’LESI 1€S51

y analogamente, el centro de masas del subsistema S5 es:

GQ—O—MQZmZPZ 0), => m

1€S2 1€8S2

Por otro lado, descomponiendo la sumatoria en (5.2)) tenemos:

ZmzPZ 0) (ZmZPZ O—f—Zmle O)

€S 1€S2
y a partir de las definiciones de los centros parciales nos queda:

1
5.3 G—0=——[M(G, —0)+ My(Gy — O
(5:3) i MG = 0) + Ma(Ga = O)
es decir, podemos hallar el centro de masas del sistema total como el centro de
masas de dos particulas de masas M; y M, ubicadas en GG y GG, respectivamente.
Considerando como origen O uno de los centros parciales, (5.3) pasa a ser:
My

G = G1 + m(GQ G1>
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M. : .
y como 0 < 5722 < 1, el centro de masas del sistema estard sobre el segmento que

une Gy con Gy (ﬁqura B.1(b)).

5.1.2. Sistemas con distribucién continua de masa.
Ejemplo.- Barra homogénea

Consideremos una barra delgada de longitud ¢ y masa m distribuida homo-
géneamente (figura . Sea A = 7 la densidad lineal de masa de la barra; la
masa de un diferencial de longitud dx es: dm = Adx. Tomando la expresion y
considerando el pasaje al continuo: »_ m; — f dm tenemos:

1 . 1 [* . A [t . 0,
G=0+—[dn xi=0+— | de Mei =0+ — | de xi=0+ =i
m m Jo m Jo 2

0] XA
\l

dx

G

Figura 5.2: Centro de masas de una barra homogénea.

Ejemplo.- Placa triangular homogénea

Para hallar el baricentro de una placa triangular homogénea, consideremos a
la misma formada por tirillas paralelas a uno de sus lados, por ejemplo el BC' de
la figura [5.3] Para cada una de estas tirillas, el centro de masas se encuentra en
su punto medio. Esto significa que el centro de masas de los centros parciales debe
estar sobre la mediana AM del tridngulo. Como se puede inferir lo mismo para las
descomposiciones paralelas a los otros dos lados, resulta que el baricentro esta sobre
la interseccion de las medianas del triangulo.

5.1.3. Simetrias.

En los casos en que el sistema de particulas tenga alguna simetria en su dis-
tribucién, la ubicaciéon del centro de masas, o al menos su delimitacion, es sencilla:
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Figura 5.3: Centro de masas de una placa triangular homogénea.

Simetria Central. Un sistema se dice que tiene simetria central con respecto
a un punto O cuando permanece incambiado bajo cualquier reflexidn con
respecto a este punto (por reflexion entendemos el intercambio de una particula
de masa m 4 en un punto A por una particula de masa mp en un punto B, tal
que B—O = —(A—-0)). Es inmediato probar que el centro de masas del sistema
coincide con el punto O. Un ejemplo de sistema con esta simetria es una esfera
solida homogénea o una cuya densidad de masa sea funciéon tnicamente de la
distancia a su centro.

Plano de simetria. Es el caso en que el sistema no cambia bajo reflexiones
con respecto a un plano dado. Se puede ver que el centro de masas en este
caso esta sobre el plano de simetria.

Eje de simetria. En este caso el sistema no cambia bajo una rotacién de
angulo arbitrario en torno a un eje. El centro de masas debe entonces caer
sobre el eje de simetria.

Momento lineal de un sistema de particulas.
Primera cardinal.

El momento lineal de un sistema de particulas se define como la suma de los

momentos lineales de cada una de éstas:

(5.4)

27:2]7@':277%17}

Por otro lado, derivando (5.2)) tenemos:

G_oz%;mim_oy:%;m@_o
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donde v; es la derivada del vector posicion P; de cada particula seguida sobre su
trayectoria, es decir, su velocidad. El centro de masas del sistema tiene su trayectoria
definida a partir de la aplicacion instantanea de para cada particula del sistema
sobre su trayectoria respectiva. En esta medida, la velocidad del centro de masas se
define como: 7o = G.

A partir de la definicion (5.4) nos queda entonces:
(5.5) p= Mug

y tenemos el momento lineal del sistema en términos de la velocidad del centro de
masas.

Veamos ahora la segunda ley de Newton para el sistema de particulas. Deri-
vando (5.4)) con respecto al tiempo tenemos:

ﬁz Zﬁl (i=Fy) Zﬁl

Descompondremos ahora la fuerza sobre cada particula en términos de las internas
-ejercidas por otras particulas del sistema sobre ella- y las fuerzas externas al sistema:

(5.6) Fy=F“Y+> " F;
JFi

con lo que tenemos:

ILED SLRED D ILIEL RS 9 0

i e
siendo R la resultante de las fuerzas externas aplicadas al sistema:

(5.7) Rl =" Fle)

Como las fuerzas internas al sistema verifican el principio de accion y reaccion:
Fj; = —Fj;, el segundo término del lado derecho de la ecuaciéon anterior se cancela
de a pares, con lo que nos queda la Primera Cardinal del sistema:

(5.8) 5= Mig = Rl

En particular, si sobre el sistema de particulas la resultante de las fuerzas aplicadas
es nula, el momento lineal del sistema se conserva.
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5.3. Momento angular de un sistema de particulas.
Segunda cardinal.

Andalogamente al caso del momento lineal, el momento angular de un sistema
de particulas con respecto a un punto () es la suma de los momentos de cada una
de las particulas respecto a ese punto:

(5.9) Lo =) (P—Q) xpi
La derivada temporal de la expresion anterior es:

Lo=Y(R=Q) x5+ Y.(R-Qx5i=Y (5~ Q) x i+ > (A-Q) x i

[ 7

Usando ahora que: p; = m;t; = ¥; X p; = 0 y la descomposicion (5.6 para la fuerza
sobre cada particula:

Lo==0xY 5+ (P-Q)x (E(””“ + Z@)

JF
s+ Y (P-Qx A+ 33 (R -Q) x
% 1 jFl

El segundo término del lado derecho de la ecuacién anterior es el momento de las
fuerzas externas al sistema con respecto al punto Q:

Para el tercer término consideremos la suma de a pares de las particulas:

Fji=—Fi;

(P = Q) x Fy + (P — Q) x I, (P — Py x F;

Si las fuerzas de interaccion entre las particulas del sistema estdn en la linea de

accion de las mismas (principio de accion y reaccion fuerte), el término anterior es
nulo y tenemos la Segunda Cardinal para un sistema de particulas:

(5.11) Lo=pxQ+ M5

Observacion:

Para los casos en que se cumpla alguna de las siguientes:
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= Q=G

= Q=0

= Q| 7
la segunda cardinal toma una forma mas sencilla:
(5.12) [o= M5

A pesar de la ventaja de eliminar las fuerzas internas en su planteo, las car-
dinales (5.8) y (5.11) no son en general suficientes para determinar el movimiento
de un sistema de partlculas, son 6 ecuaciones para determinar el movimiento de N
particulas, lo que implica hallar 3N incognitas, asociadas a los 3 grados de libertad
de cada particula. Sin embargo, en el caso de un sistema rigido, las dos cardinales
son suficientes ya que como veremos, alcanza con especificar 6 coordenadas para dar
su configuracion espacial.

5.3.1. Cambio de punto de aplicacién de momentos.

Tanto en el caso del momento angular (5.9) como en el momento de las fuer-
zas externas (5.10) necesitamos dar un punto de referencia (@Q). Consideremos la
definicion del momento de las fuerzas externas al sistema ([5.10)) para un punto ¢4
arbitrario:

M((Qelzt) _ Z(R . Ql) x F;(ezt)
i

Introducimos convenientemente un término (nulo) Q2 — Q2 y operamos:

M5 =3P~ Qi+ (@2 — Q) x

7

= (P = Q2) x F + 3 (Qa — Q1) x F

5.7 em Slex

Finalmente, usando la anticonmutatividad del producto vectorial (Ax B = —Bx A):
(513) Méelxt) _ M (ext) R(emt (Ql o Q2>
Analogamente:

(5.14) Lo, = Lo, +Fx (Q1 — Qs)
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5.4. Energia de un sistema de particulas.

5.4.1. Energia cinética.

La energia cinética de un sistema corresponde a la suma de las contribuciones
de cada una de las particulas constituyentes:

1
(5.15) T=>" Emi@-?

Podemos escribir la posicion P; de cada particula en términos de la posicion relativa
al centro de masas del sistema:
P=G+/i

siendo p; la posicion de la particula ¢ relativa a GG. Derivando la expresion anterior
tenemos: .
U; = g + pi
y sustituyendo en ([5.15]) nos queda:
T = Zlm-ﬁ? = Zln”v (UG +ﬁ-)2 = Zln”v (17G2 + 02 20 - ﬁ-)
7; 2 1Y - 2 7 (2 : 2 7 7 (2

(31 N . 1 - N -
§M002 + Z Emiﬂi2 + UG - (Zmlpz

El altimo término de la expresion anterior resulta ser nulo en virtud de:
- -
S migi =Y mi(P—G) = 0= mif;, =0
i i=1 i

(dicho de otra forma, la posicion del centro de masas relativa al centro de masas es
el vector nulo). Finalmente, la energia cinética del sistema toma esta forma:

1, 1 .,

conocida también como Teorema de Kdénig que establece que la energia cinética de
un sistema de particulas se puede descomponer en la suma de (i) la energia cinética
de una particula ficticia moviéndose con el centro de masas del sistema y cuya masa
es la masa total del sistema y (i7) la energia cinética del movimiento de las particulas
relativo al centro de masas.
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5.4.2. Conservaciéon de la energia.

Partiendo de la expresion (5.15)), la variacion de energia cinética de un sistema
de particulas es:

(5.17) %:Zmiﬁi'@:ZFk-ﬁiEP

donde definimos la potencia (P) del conjunto de fuerzas que actiian sobre el sistema.
En este punto, la distincion entre fuerzas internas y externas al sistema no resulta
ser la mas 1til; ain cuando (via el principio de accion y reaccion fuerte) podamos
asegurar la conservacion del momento lineal y angular de un sistema de particulas,
nada podemos decir acerca de la conservacion de la energia del sistema, ya que estas
fuerzas pueden realizar trabajo. Siguiendo lo visto en distinguiremos entonces
entre (i) fuerzas conservativas (aquellas que derivan de un potencial) (ii) fuerzas
de potencia nula (fuerzas no conservativas que no realizan trabajo conjunto) (i)
fuerzas residuales (no conservativas que realizan trabajo):

— —

F = Pai(cons) + F‘;(Pnula) + F’qi(res)

La potencia de este conjunto de fuerzas seré, de acuerdo con ((5.17)):
P = Z F’*i(cons) T+ Z F_’wi(res) - T

Usando ahora que las fuerzas conservativas provienen de una energia potencial U:

—

F‘(cons) _ Vz U

2

(donde V; es el gradiente sobre las coordenadas espaciales asociadas a P;), la po-
tencia es:

73:—ZViU‘UiJFZﬁL‘(m)'@:—ZV@-U- d;;'i +Zﬁi(m)'@

Los términos V,;U - dP; corresponden a las variaciones de U en la direcciéon de cambio
de P;: dU;. La suma de todos ellos es entonces la variacion de energia potencial del

sistema (dU) y (5.17)) queda:

dT _ dU S(res) d(T+ U) . A(res)  — _ m(res)

la variacion de la energia ' = T'+ U del sistema se corresponde entonces con la
potencia de las fuerzas residuales:

dFE
5.19 — = plres)
(5.19) o
y en la medida en que la potencia de las fuerzas residuales sea nula, la energia del

sistema se conservara.
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Ejemplos.-

Como extension del caso visto en acerca de un resorte, en el que cal-
culamos la energia potencial suponiendo que uno de los extremos se mantenia fijo,
consideremos ahora que el extremo O también se mueve; la fuerza elastica sigue
siendo conservativa pero en este caso debemos considerar el trabajo hecho por la
fuerza F en Py la fuerza —F en O en un cambio de configuracion C' (los extremos
se mueven cada uno sobre cierta trayectoria):

Cp

WCMCBZ/CB (ﬁ-dP+(—ﬁ)-d0):/ ﬁ-d(P—O):/eB—k(E—EO)dE

Ca Ca LA

De lo que resulta que si nuestro sistema involucra a las dos particulas, la fuerza
elastica -que es interna a este sistema- es conservativa y con un potencial dado por

B.12

Podemos encontrar ejemplos de fuerzas de potencia nula asi como de residuales
en las reactivas internas al sistema formado por una particula y la guia rugosa sobre
la que ésta se mueve. Comencemos por ver la potencia de la normal, que involucra
a la fuerza N actuando sobre una particula de velocidad v = v+ v y a la reacci6on
de ella, actuando sobre un punto de la guia que tiene velocidad v7:

— —
/

PNZN.U+(—N).v;zﬁ.(&+v}—v})zﬁ.u —0

por lo que la normal es de potencia nula para el sistema.

Para el célculo de la potencia de la tangencial debemos tomar en cuenta a la
fuerza T' actuando sobre la particula y a su reacciéon actuando sobre la guia:

—

Pr=T- -0+ (—T)-U}:f~<17+v}>+<—f>-U}:—‘f‘

,U/

que resulta siempre negativa.



Capitulo 6

Cinematica del Rigido.

Introduccidn.

Un cuerpo rigido es un sistema de particulas (S) cuyas distancias mutuas se
mantienen constantes durante el movimiento del sistema:

vV PQeS dpg = |P — Q| = cte.

A efectos de describir la posicion de un sistema rigido en el espacio, son necesa-
rias tan solo 6 coordenadas. Podemos, por ejemplo, comenzar por especificar las
coordenadas cartesianas (1,91, 21) de un punto Py del rigido. Cualquier punto Py
a una distancia diy de P; estara sobre la superficie esférica de radio di5 centrada
en (z1,y1,21). Podemos ubicar a Py sobre esta esfera utilizando 2 coordenadas, co-
mo ser los dngulos de coordenadas esféricas 0y y o con respecto a un sistema de
coordenadas centrado en (x1,%1,21). Cualquier tercer punto P3 a distancias dj3 y
dy3 de P, y P respectivamente, y que no pertenezca a la recta que pasa por estos
puntos, estara sobre la circunferencia que resulta de intersectar la superficie esférica
con centro en Py y radio d;3 con la superficie esférica con centro en Py y radio dos.
Para ubicar a P3 sobre esta circunferencia se necesita una coordenada. Se necesitan
entonces 6 coordenadas para especificar las posiciones de 3 puntos del rigido no co-
lineales. Una vez ubicados, la posicion de cualquier otro punto del rigido esta bien
determinada.

Los puntos (arbitrarios a menos de su no colinealidad) Py, Py, P3 determinan
un sistema de referencia solidario al rigido, con una base ortonormal que se puede
construir asi:

» Uno de los versores (llamémosle i) de la base del sistema corresponde al vector
P, — P, normalizado.

73
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= Otro versor (j) se elige ortogonal al subespacio subtendido por iy el vector
P; —P;.

~

= El versor restante (k) se define como: k = 7 x J.

Las 6 coordenadas que se necesitan para especificar la configuracion del rigido pueden
corresponder entonces a las 3 coordenadas de posicion de un punto (z1,y,21) del
rigido y las 3 coordenadas necesarias para dar la orientacion del sistema de referencia
con respecto a un referencial ﬁjoﬂ

6.1. Distribucién de velocidades y aceleraciones.

Al vector velocidad angular del referencial solidario al rigido lo llamaremos
también velocidad angular del rigido & y satisface (ver capitulo sobre Cinemaética de
la Particula):

@—_'XA
dt_w 7
0

(6.1) d—i:&xj
dk .
az(z))x;{?

Definida la velocidad angular, consideremos como relacionar las velocidades de dos
puntos cualesquiera del rigido. Sean P, () esos dos puntos. La relacion entre la
derivada absoluta y relativa al rigido para un vector A es (ver nuevamente capitulo
sobre Cinematica de la Particula):

dA  dA rox A

—_— w

dt dt
Tomando A = P — @ v usando que a partir de la definicién misma de rigido la
derivada relativa de P — () es nula, se obtiene la distribucion de velocidades de

un rigido:

(6.2) Tp =T+ @ x (P —Q)

Dada la velocidad de un punto P del rigido, la velocidad de otro cualquiera del
mismo rigido se puede hallar siguiendo la distribucién anterior.

Derivando nuevamente en el tiempo, se obtiene la distribucion de acelera-
citones de un rigido:

(6.3) dp=dg+dx (P—Q)+&x (3 x(P—-Q))

lyer Angulos de Euler al final del capitulo
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6.2. Rodadura sin deslizamiento.

Figura 6.1: Rodadura sin deslizamiento. Los rigidos se muestran separados para
distinguir con mayor claridad los puntos de contacto referidos en el texto.

Consideremos dos rigidos (1 y 2) en contacto como los de la figura [6.1} Sea P
el punto del rigido 1 en contacto con el rigido 2 y P, el punto del rigido 2 en contacto
con el rigido 1. Si trazamos por cada uno de estos puntos el plano tangente comiin a
los dos rigidos y llamamos 7 a la normal a este plano, la condicién de que los rigidos
estén en contacto es que sus velocidades en la direcciéon normal sean iguales:

(Up, — Up,) =10

Si ademés de estar en contacto los rigidos estan rodando sin deslizar uno
respecto al otro, la igualdad de velocidades se dara también para las componentes
tangenciales, por lo que podemos decir que las velocidades de P, y P, son iguales:

(6.4) Up, = Up,
Observacion:

Cabe preguntarse en la definicion (6.4) por qué se distingue entre P, y Pp
cuando geométricamente estamos hablando del mismo punto de contacto entre los
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dos rigidos. La respuesta esta justamente en que geométricamente hablando Py v Py
ocupan en el instante de andlisis el mismo punto del espacio, pero en cuanto a su
velocidad, que se define a partir de la trayectoria seguida por cada punto, P, viene
moviéndose solidario a un rigido y P, a otro completamente distinto. Lo que establece
la condicion de rodadura sin deslizamiento es una relacion entre las velocidades del
punto de contacto de cada rigido con el otro en el instante de contacto y nada maés.
Particularmente, no esta hablando de la velocidad del punto de contacto P, que no
tiene porqué ser solidario a alguno de los dos rigidos. P; y P» coinciden en el instante
considerado con el punto P del espacio cuya velocidad llamaremos P.

Nomenclatura: Atn cuando no hayamos hecho distincion alguna entre las
nomenclaturas P y ¥p para referirnos a la velocidad de un punto, reservaremos de
ahora en més Up para referirnos a la velocidad de los puntos pertenecientes a un
rigido y usaremos P en otro caso.

Formulacion equivalente de la rodadura sin deslizamiento. Una forma anéloga
a para escribir la condicién de rodadura sin deslizamiento surge de considerar
las curvas que contienen a los puntos de cada rigido que son instantaneamente de
contacto con el otro. Es decir, el punto P traza sobre el rigido 1 una curva de largo
s1. La velocidad de P relativa al rigido 1 es (de acuerdo a (|1.20))):

‘731 (P) - SltAl

Por otro lado, la velocidad de transporte VTI(P) de P es la velocidad del punto del
rigido 1 con el que P coincide instantaneamente, es decir:

Vi, (P) = @p,
La velocidad de P es entonces (segun ([1.37)):
P = Vi,(P) + Vi, (P) = é1ty + Op, (P)
Haciendo el mismo anélisis desde el rigido 2 nos queda:
P = sty + Up,(P)

y como P debe ser igual para las dos expresiones anteriores, y suponiendo que se
verifica la condiciéon de rodadura sin deslizamiento (6.4]):

p=1

>
I
>

1

Il
-

S1 2

2la aclaracién previa a ya apuntaba en este sentido a distinguir entre la velocidad de un
punto con una identidad material definida como es el centro de masas G, que se define instanta-
neamente a partir de las velocidades de las particulas constituyentes del sistema y para la cual
usamos Ug, y la velocidad de un punto cualquiera de referencia como era el caso de O, para el cual
se mantuvo O como notacion de su velocidad.
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Considerando que en el comienzo los origenes (Py(0), P»(0)) de cada curva coinciden,
las longitudes de las curvas deben ser iguales:

(65) S1 = S9

Es decir, a medida que pasa el tiempo, los puntos de cada rigido que son sucesiva-
mente de contacto van trazando curvas de igual longitud en cada uno de ellos (ver
el ejemplo de rodadura sin deslizamiento para un disco).

6.3. Movimiento Plano.

(a ) Tr |u‘u‘-lllu“uullﬂ“ (b)

o

~>
S

=0

/ ............................................

Figura 6.2: (a) Movimiento plano de un rigido (b) Problema bidimensional equiva-
lente.

Consideremos el caso particular de un rigido que experimenta un movimsiento
plano (figura , es decir, dada la normal (f() a clerto plano m, uno de los versores
del sistema solidario al rigido (sea l%) se mantiene siempre paralelo a K y los puntos
que pertenecen a una seccion del rigido paralela a m, siempre permanecen en dicha
seccion. Cualquier seccion del rigido a través de un plano paralelo a 7 es de por
si un rigido bidimensional. Estudiar el movimiento de este rigido bidimensional es
equivalente a estudiar el movimiento del rigido en su totalidad. Ademas, la velo-
cidad angular del rigido es perpendicular a la seccion estudiada y se puede hallar
considerando la variacién de un dngulo en el tiempo (ver capitulo sobre Cinematica

de la Particula). Sea 6 el dangulo que forma el versor i del sistema solidario al rigido
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con el versor [ fijo. Las derivadas temporales de los versores del sistema rigido son:

4.
2 65
dt J
i .
AT,
dt !
d:

0
dt

que comparando con (1.33) nos da & = AK. La velocidad angular del rigido es
entonces perpendicular al plano, se halla a partir de la tasa de variacién de un
angulo (0) y su sentido respeta la regla de la mano derecha para el giro del rigido.

6.3.1. Ejemplo: Disco rodando sin deslizar.

>

Figura 6.3: Disco rodando sin deslizar.

Consideremos como ejemplo de movimiento plano el caso de un disco de radio
a que se mueve en contacto con una linea fija. Fn un instante dado, el punto del
disco en contacto con la linea es P (ver figura [6.3). Como la linea permanece en
reposo, el punto de ella que es instantdneamente de contacto tiene velocidad nula,
lo que a partir de implica ¥p = 0. Sea z la abcisa de la posicion del centro
del disco (O). La velocidad del centro es: vp = &% A partir de la distribucion de
velocidades entre puntos del rigido tenemos:

—

0=0p=0Up+&x (P—0)=212i+d x (—a))
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El &4ngulo 0 definido en la figura |6.3| corresponde al cambio de orientacion de los ejes
de un sistema de coordenadas solidario al disco con respecto a una direccion fija (en
este caso la vertical), por lo que la velocidad angular del disco es:

&= —0k
y tenemos:

0 = @i+ 0k x aj = (& — af)i
= &= af

que integrando resulta:

T = ab

(suponiendo z(0) = 0, (0) = 0 ). La rodadura sin deslizamiento establece entonces
un vinculo entre las coordenadas x y € que es equivalente en este caso a (/6.5)).

A partir de la distribucion de aceleraciones (6.3) podemos obtener la acelera-
cién del punto de contacto:

ip=do+dx (P—0)+&x (3 x(P—0))
= 71 — Ok x (—aj) + 0k x (0k x (—aj)))
= 71 — abi + ab?j
:aézj

Por otro lado, la velocidad del punto P que es instantaneamente de contacto entre
el disco y la linea es:

P=ii#0

y su aceleracion:

P =i # ab®)
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6.3.2. Centro instantaneo de rotacion.

Asi como en el ejemplo anterior existe un punto del rigido con velocidad nula (el
punto de contacto) cabe preguntarse si para cualquier movimiento plano se cumpliré
lo mismo. Supongamos que I es ese punto; en relacion a un punto genérico P del
rigido se cumple:

O0=0=0p+Wdx (I —P)eitp=—-dx(I—P)
Consideremos ahora el producto vectorial de la ecuacion anterior con @:
Wxvp=—dx(Jx(I—P))
que usando la siguiente igualdad vectorial:
(6.6) Ax(BxC)=(A-C)B—(A-B)C

nos queda:
G x ip=—(&- (I —P))d+ &I —P)

y como la velocidad angular es perpendicular al plano donde se encuentran los
puntos:

& x op = (1 - P) "&°

(6.7) =Pt 0%
El punto I, que podemos hallar a partir de la velocidad de un punto cualquiera del
rigido, recibe el nombre de centro instantdneo de rotacion ya que vista desde él, la
velocidad de cualquier punto del rigido se corresponde instantaneamente con la de
una rotacion pura con la velocidad angular del rigido y con centro en I (ver figura
64(a)):

’17p =W X (P — [)

A partir de se puede ver que I esta sobre la perpendicular a Up que pasa por
el punto P; supongamos el caso en que conocemos la direccion de la velocidad de
dos puntos (A, B) del rigido (como en el caso de la barra de la figura [6.4[(b) que se
mueve con sus dos extremos en contacto con la pared y el piso); el centro instantaneo
de rotaciéon es el punto de interseccion de las perpendiculares por A y B definidas
anteriormente [

3Note que para este caso el punto I no esta sobre el cuerpo que llamamos barra sino sobre
la extension rigida de este cuerpo, es decir, el conjunto de puntos que se mueve manteniendo
constantes las distancias a todos los puntos del rigido definido.
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1
(a) (b)

Figura 6.4: Centro instantaneo de rotacion para (a) disco que rueda sin deslizar (b)
barra apoyada en pared y piso.

6.4. Ejemplos de movimiento del rigido en el espa-
cio.

6.4.1. Placa cuadrada girando alrededor de un eje.

e

(a (b)

Figura 6.5: (a) Placa cuadrada girando libremente (b) Vista lateral.

Consideremos como ejemplo de movimiento de un rigido en el espacio, una
placa cuadrada homogénea de lado 3k (ver figura[6.5(a)) que puede girar libremente
alrededor del eje Ox horizontal, el cual a su vez gira con velocidad angular constante
w alrededor del eje Oy vertical (examen diciembre 2007). Nos preguntamos ahora
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cudl es la velocidad angular de la placa. Para especificar la configuracion espacial de
la placa basta con dar, por ejemplo, el Angulo @ que forma la misma con respecto a la
vertical (figura[6.5(b)). La velocidad angular de la placa relativa al sistema {O, Z, §}
es —az. Por otro lado, la velocidad angular de este sistema es wy. Aplicando el
Teorema de Adiciéon de Velocidades Angulares resulta que la velocidad angular de
la placa es:

W=—at +wy

6.4.2. Esfera rodando sin deslizar.

Q
R ;
N
%
it
(a) (b)

Figura 6.6: (a) Esfera rodando sin deslizar sobre varillas en movimiento (b) Sistema
de coordenadas.

Consideremos ahora el caso de la figura[6.6((a) (ezamen diciembre 2008) donde
una esfera de radio R rueda sin deslizar sobre dos varillas separadas una distancia
R. Las varillas estdn en un plano horizontal y soldadas a un cilindro vertical que
gira con velocidad angular €2 constante. Nos preguntamos como escribir la velocidad
angular de la esfera en términos de la distancia (z) del centro de la esfera al eje del
cilindro. Consideremos en primera instancia el sistema de coordenadas {O, 7, j, /2;}
solidario al cilindro y las varillas donde O es un punto del eje (figura [6.6|(b)). Con
respecto a este sistema movil, los puntos de contacto de la esfera con las varillas (A
y B) estan quietos. A partir de (6.2]) resulta que la velocidad angular de la esfera
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relativa al sistema movil debe ser colineal con AB: w,j. Si la velocidad del centro
(G) es i, la condicion de rodadura sin deslizamiento equivale entonces a

. T
T = Rcos—w
6 Yy

Apelando ahora al Teorema de Adicion de Velocidades Angulares, la velocidad an-
gular de la esfera se puede escribir como la suma de la velocidad angular relativa al
sistema movil y la velocidad angular del sistema (Qk):

&= w,j+ Qk

lo que resulta en

6.5. Angulos de Euler.

En los ejemplos vistos anteriormente necesitamos especificar la velocidad an-
gular de un rigido recurriendo a la adicién de velocidades angulares para sistemas
convenientemente elegidos segtn cada problema. La descripcion de la orientacion de
un rigido mediante los Angulos de Euler permite dar sistematicamente la velocidad
angular del mismo. En la figura [6.7 se muestran estos angulos. Sean {i, j, k} los ejes
del sistema solidario al rigido y {1, J, K} los del sistema fijo. 6 es el angulo entre k y
K. Sobre la interseccion de los planos OlJ y Oij estd la linea de nodos 5 orientada
de forma tal que la rotacion alrededor de ella que lleva de K ak sea positiva. ¢ es
el angulo entre f e I. Finalmente, 1 es el angulo entre 72 y 5

La sucesion de transformaciones que lleva del sistema fijo al rigido son, de
acuerdo a las definiciones de los dngulos, las siguientes rotaciones simples:

= Rotacion de angulo ¢ alrededor de K.
= Rotacion de angulo 6 alrededor de é

= Rotacion de angulo ¢ alrededor de k.

Consecuentemente, la velocidad angular del rigido se puede escribir como:

(6.8) &= @K + € + Pk
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Figura 6.7: Angulos de Euler.



Capitulo 7

Cinética del Rigido.

Introduccidn.

En el capitulo anterior estudiamos las propiedades de un rigido en cuanto
al movimiento de los puntos que lo conforman sin preocuparnos por la masa de
los mismos. Estudiaremos entonces ahora las propiedades de un sistema rigido en
cuanto a su distribucién de masa.

7.1. Momento Angular de un Rigido.

De acuerdo con (5.9)), el momento angular de un sistema de particulas S con
respecto a un punto () es:

LQ = Z(PZ — Q) X mﬂj;
ies
Consideremos ahora un rigido. Sea g la velocidad del punto del rigido que coincide
instantaneamente con (). A partir de la distribucion de velocidades para puntos de

un rigido (6.2)) tenemos:
(7.1) Uy = Vg +d X (P — Q)

y el momento angular se puede escribir:

Lo=Y (P— Q) xmy(lig+& x (P, - Q))

€S
_ [Zmi(ﬂ —Q)] X g+ Y mi(P— Q) x (& x (P —Q))
icS €S

89
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Usando ahora la definicion de centro de masas de un sistema (5.2)) se puede modificar
el primer término del lado derecho de la ecuacién anterior:

(7.2) Lo=M(G—Q) xig+y m[(Pi—Q)x (& x (P-Q))

€S

donde M es la masa total del rigido y GG su centro de masas. Recordemos ahora la
expresion para el triple producto vectorial (6.6):

(7.3) Ax(BxC)=(A-C)B—(A-B)C
Con esta relacion podemos desarrollar el segundo término del lado derecho de (7.2):

Lo=M(G-Q)x g+ m[(P— Q)& — ((Pi—Q) &) (P — Q)

€S
(74) = M(G-Q) x v+ (Z m;(P; — Q)2> =Y mi((P - Q) &) (P - Q)
€S €S

Operadores lineales y producto Tensorial.

El segundo y tercer término del lado derecho de (7.4) corresponden a una
operacion lineal sobre el vector velocidad angular. Para un operador lineal arbitrario

-
T, los elementos 7,5 de la matriz T que lo representa en una base ortonormal dada
{él, ég, ég} son:

@ A
(7.5) Ths = (wr eﬁ>
de manera que la matriz T resulta:

o Tll T12 T13
(7.6) Tt = | Ty Ty T
Ty Tsp T

El producto tensorial @ ® b entre dos vectores d, b es un operador lineal no con-
mutativo que se define a partir de la aplicaciéon del mismo sobre un tercer vector

—

(7.7) F@ﬂfz@ﬁﬁ

Si ¢ es la matriz que representa al producto tensorial, sus componentes seran, segin

@3 v @2

(78) Cap = aabg
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Por lo que la representacién matricial del producto tensorial es:

o aiby aiby aibs
(79) C{el’e2’63}: CLle CLQbQ agbg

as b1 as bg as b3

Este conjunto ordenado de 9 elementos es la representacién matricial de un tensor
de rango 2. Veremos mas adelante que no cualquier conjunto de 9 elementos define a
un tensor, sino que sus propiedades de transformaciéon bajo cambios de coordenadas
lo hacen, lo mismo que sucede para un vectoﬂ.

A partir de la definicion dada para el producto tensorial entre vectores, el
altimo término del lado derecho de (7.4)) se puede entonces reescribir como:

Y omi(P=Q)- &P -Q) = > mi(Ph-Q®(P-Q)|d

€S €S

Por lo que el momento angular del rigido (7.4) resulta:

(7.10) Lo =M(G—Q) x g + lo@

donde lg es el tensor de inercia del rigido con respecto al punto @Q:
(7.11) lg = mi[(Pi~ Q71— (P~ Q) & (P~ Q)
ics

(1 es el operador identidad). Las componentes a5 de este tensor en una base orto-
normal {é,, o =1,2,3} son:

(7.12) (10)as = Y _ {mi(P: — Q)*0as — mi(P, — Q)u(P; — Q)s}
donde usamos la delta de Kronecker:

1l sia=p
(7.13) dop =

0 sia#p

Consideremos la aplicacion particular del tensor de inercia sobre el versor 4
que identifica a un eje que pasa por el punto (). Definimos el momento de inercia
alrededor del eje @ que pasa por () como:

(7.14) Igs =1-lgu

1

un vector es un tensor de rango 1, asi como un escalar es un tensor de rango 0
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Figura 7.1: Momento de inercia.

y que como veremos a continuaciéon es el mismo para todos los puntos del mismo
eje. Para demostrar lo anterior sustituyamos la expresion (7.11)) para el tensor:

i ot

€S

(I . .
=i {Zmi (P = Q= (= Q) - )(P— Q) }
ieS
=Y mi[(R-Q u-a—((h-Q)-a)((h—Q)- i)
i€s
=Y mi[(R—Q) - (P -Q)-0)]
i€s
Se puede ver, de acuerdo a la figura [7.1] que la expresion entre paréntesis rectos de
la tltima igualdad corresponde a la distancia de la i-ésima particula del rigido al eje

~

u.
€S

El momento de inercia es entonces una cantidad (definida positiva) propia de la
distribucion de masa alrededor de un eje dado (el punto @ so6lo sirve para indicar
un punto por donde pasa ese eje).

Ejemplo- masas coplanares (parte I).

El rigido de la figura (examen agosto 2008) esta formado por dos masas
2m, separadas una distancia 2¢ y montadas simétricamente con respecto al punto
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€,
m
= ol lc € _
O= - — '
e, 2m
/
20 m

Figura 7.2: Rigido formado por cuatro masas puntuales.

medio (C') del eje OO’ sujetas a sendas masas m por medio de barras de largo
¢ perpendiculares al eje OO’. El conjunto de las cuatro masas estd en un mismo
plano. Tanto las barras que unen masas como el eje OO’ son de masa despreciable.
Sea 1, = P, — C, donde P, es una de las cuatro masas del sistema. De acuerdo con
, las componentes del tensor de inercia con respecto a C' son:

2

2 _ 2 2 _ 72 - :
donde 1 =z, + 255 + 753, T, = Th.€,. Como las masas tienen por coordenadas:

2m : (£,0,0) , m: (£, —¢,0)
2m : (=£,0,0) , m:(—¢¢,0)

el tensor de inercia se representa por:

1
(7.16) et _omez [ 1
0

S W =
- O O

7.2. Propiedades del Tensor de Inercia.

Las componentes del tensor de inercia seglin una base ortonormal arbitraria
son invariantes bajo el intercambio de indices a, 5. Esto quiere decir que de
las nueve componentes que tiene, sélo seis de ellas son independientes entre si: las
tres componentes diagonales (que son los momentos de inercia alrededor de los ejes
de la base ortonormal) y tres de las componentes no diagonales (conocidas como
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productos de inercia). El tensor de inercia se representa entonces por una matriz
simétrica en dimension 3, tal como resulta en del ejemplo anterior. Como
cualquier matriz real y simétrica en dimensién finita se puede llevar a una forma
diagonal en una base ortonormal, comenzaremos entonces por estudiar el cambio en
la representacion del tensor de inercia bajo un cambio de base.

7.2.1. Cambio de base.
Consideremos un punto P del espacio con coordenadas 7, con respecto a un

sistema {Q,é,, «=1,2,3}. Bajo un cambio de base que lleve de {é,} a {é,}, las
coordenadas de P se transforman linealmente de acuerdo a:

3
(7.17) 7"’06 = Z Rag’l"g
p=1

siendo R,p las componentes de la matriz de cambio de base R. Cualquier conjunto
de 3 numeros reales ordenados que transforme bajo un cambio de base de acuerdo
a (7.17)), es un vector. La norma de este vector en la nueva base es:

3 3
(7.18) i -r = Zr;.r; Z [Z TR0 Z Ry
y=1

=1
siendo RaTﬁ las componentes de la traspuesta de la matriz de cambio de base. Como
los cambios de base (rotaciones) conservan la norma de los vectores:

3 3
(719) 7? . 7? =7.r= ZT‘ﬁ’f’g 7é3 Z 7’55577‘7
B=1 By=1

3
= Z TBRZ;aRavTW

a,B,y=1

se debe verificar (comparando ((7.18)) con (7.19)):
3
(7.20) > R} Ro, =63 < R'R=RR" =1
a=1

es decir, R debe ser una matriz ortogonal.

Veamos ahora qué sucede con el producto tensorial de dos vectores (7.7). Los

elementos de matriz (7.8 de © mantienen la misma estructura en la base transfor-
mada: c,5 = a,bl, por lo que, de acuerdo a (7.17):

3 3
S e, [z boBs
y=1 6=1

Y VA
Cop = Gobg =

3 3
= Z Rwavb(;Rg(; = Z ROWCV(SRgB

7,0=1 v,6=1
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es decir:
(7.21) ¢’ = RcR”

Cualquier conjunto de 9 elementos ordenados que transforme bajo un cambio de
base R de acuerdo con (7.21)) sera la representacion matricial de un tensor de rango
2. En particular, para el tensor de inercia (7.11)) tenemos que:

(7.22) I'o =RIgR"

7.2.2. Ejes Principales.

Mediante un cambio de base adecuado, la matriz Iy que representa al tensor
de inercia se puede llevar a su forma diagonal D:

(7.23) D = RIHR”
o invirtiendo la transformacion:
(7.24) I, = R"DR

La nueva base donde el tensor toma su forma diagonal esté formada por los auto-
vectores de la representacion matricial del tensor, llamados también ejes principales
{01, 09,03} , mientras que los autovalores asociados a cada uno reciben el nombre de
momentos de inercia principales (Iy, Iy, I3):

- L 0 0
(7.25) D=Iy""" =10 L 0
0 0 I3
Los momentos de inercia principales son tnicos a menos del orden en que aparez-
can en la forma diagonal, asi como los ejes principales son tnicos a menos de su

degeneracion.

Ejemplo- masas coplanares (parte II).

Veamos cuales son los ejes principales para el rigido de la figura Nos pro-

ponemos diagonalizar la matriz (7.16)), es decir, resolver el problema de autovalores:
Iéél,émés},& —Ib

que implica hallar las soluciones a la ecuacion secular:

‘Iéél’éQ’é?’} —Il‘ —0
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es decir:
Iy —1 Iy 0
Iy 3lg— 1 0 =0
0 0 41y — 1

con Iy = 2m/(?. Para este caso, el problema de diagonalizacién se puede restringir al
subespacio subtendido por {é;,é2} ya que é3 es eje principal (la fila y la columna
que llevan el indice 3 en (7.16) tienen ceros salvo para el elemento diagonal) con

autovalor I3 = 41;:
Iy—1 Iy _0
Iy 3y — 1 -

I=(2+V2)I,

cuya solucién es:

Hallemos ahora los autovectores asociados a los autovalores anteriores. Supongamos
que el autovector 0, asociado al autovalor I; = (2 + v/2)Iy forma un angulo @ con
éli

U1 = cosbé; + senbéqy

La ecuacién que nos permite hallar el autovector es:
I() — Il I[) cost -0
I, 3, —1; senf |

tgh = —(1+V2)

que tiene por solucion:

(el autovector restante serd ortogonal a 0; ya que corresponde a un autovalor dis-
tinto). Finalmente, la matriz ortogonal que nos permite pasar de la base original a
la de ejes principales corresponde a una rotacion de angulo 6 alrededor del eje és:

cos  senf 0

R = —senf cosf 0
0 0 1

(se ve facilmente que RT¢é; = 0y, por ejemplo).

7.2.3. Momentos de inercia de un rigido plano.

Consideremos un rigido plano tal como el de la figura En (7.16) se puede

observar que la suma de los dos primeros momentos de inercia corresponde al tercero;



7.2. PROPIEDADES DEL TENSOR DE INERCIA. 93

vamos a establecer ahora la generalidad de esta propiedad para cualquier rigido
plano. Consideremos los momentos de inercia de acuerdo con ([7.12):

()i = 3 {mi(Pr = Q)F = mi(P = Q)1 *}
(), = > {mi(Pi = Q) = mi( P, = Q)2 *}
(Uq)gs = Y {mi(P = Q)F = mi(P, = Q)3 %}

Sea é3 el eje perpendicular al plano del rigido y consideremos que el punto de refe-
rencia () pertenece a este plano. El vector (P; — @) no tiene entonces componente
segiin el cje é5: (P — Q)3 = 0, por lo que (P — Q)F = (P — Q)2 + (P — Q)3 v los
momentos de inercia resultan:

(I)y, = ZmZ(PZ - Q)%
(1g)yy = ZmZ(Pz - Q)%
(IQ)gy = > mi {(P = Q) + (P - Q)3}

de donde se ve claramente que:

(7'26) <]Q)33 = (]Q>11 + (IQ)QQ

Ejemplo - disco homogéneo (parte I).

Figura 7.3: Disco homogéneo de radio R.
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Consideremos el caso de un disco plano y homogéneo, de masa M y radio R
y los momentos de inercia del mismo con respecto a los ejes de la base especificada
en la figura [7.3| pasando centro de masa G. El momento de inercia alrededor del eje
é3 se puede obtener a partir del pasaje al continuo de , donde consideramos la
sustitucion: Y m; — [dm, 7 =P, — Q, (P, — Q)123 = x,y, 2

I = /dm(fQ — 2 = /dm(aﬁ2+y2)

El elemento de masa dm es dm = odA, siendo o = % la densidad superficial de
masa y dA el elemento de area. Considerando la integracion en coordenadas polares
planas: dA = rdrdf, donde r? = 22 + 2, el momento I3 es:

2 R 4 2
R MR

I; = / d@/ odrr.ar? = 2no— =
0 0 4 2

Los restantes momentos de inercia se pueden hallar sabiendo que son iguales entre
si: Iy = I (pues el papel de é; y é2 es intercambiable) y que su suma, de acuerdo
con (7.26)) debe dar I3: I3 = I + I3, por lo que: Iy = I, = %3

Pasaje al continuo.

Generalizando el caso tratado en el ejemplo anterior, para cualquier rigido con
distribuciéon continua de masa la representacion matricial de su tensor de inercia
toma la forma:

o JdVp(y? +22) = [dVpxy — [dVpa=z
(7.27) I{Qx’y’z} = — [dVpyx  [dVp(a?+2%)  — [dVpyz
— [dVpzx —[dVpzy  [dVp(2® + y?)

siendo ¥ = x% + yy + 22 la posicién de los puntos materiales del rigido vista desde
Qy p(z,y, z) la densidad (volumétrica) de masa para el punto (z,y, z) considerado.

7.2.4. Simetrias.

Consideremos ahora operaciones de cobertura sobre un rigido, es decir, opera-
ciones que no alteren la distribucion de masa del mismo como conjunto, cambiando
si la posicion de las particulas individuales. En particular veamos (i) rotaciones
alrededor de un eje (i) reflexiones en un plano.

= Plano de simetria El tensor de inercia calculado con respecto a un punto
perteneciente al plano de simetrfa de un rigido (figura [7.4|(b)) tiene como eje
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(a) (b)

Figura 7.4: (a) Rigido de revolucion (b) Rigido con simetria axial.

principal a cualquier eje (é3) perpendicular al plano. En particular, cualquier
eje perpendicular a un rigido plano es principal para el mismo.

dem. Consideremos Z como eje y tomemos (z,y) como el plano de simetria del
rigido:
p(xu Y, _Z) - P(x, Y, Z)

Se puede ver que las integrales en (7.27)) correspondientes a los productos de
inercia I,., I,. se anulan, por lo que 2 es principal.

» Rigidos de revolucion Para aquellos rigidos que son invariantes bajo rotaciones
de cualquier 4ngulo en torno a un eje (figura[7.4(a)), este eje (sea é3) es prin-
cipal y cualquier otro eje perpendicular a él por un punto del mismo también
es principal con degeneracion doble.ﬂ

dem. Tomemos Z nuevamente como eje; en coordenadas cilindricas, la densidad
de masa verifica:

p(ra ¥, Z) = p(ra Z)
(r es la distancia al eje 2) y se puede ver que todos los productos de inercia son
nulos, ademés de que los momentos de inercia segiin 2 e § deben ser iguales.

2es decir, el momento de inercia alrededor de cualquiera de estos ejes es el mismo y los posibles
vectores subtienden un subespacio de dimensién 2.
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= (Centro de simetria Para un rigido con un centro de simetria para las opera-
ciones de cobertura (es decir con simetria esférica), cualquier eje que pase por
este centro es principal con degeneracion triple.

dem. En coordenadas polares esféricas, la densidad de masa verifica:

p(r,0,¢) = p(r)

y todos los momentos de inercia son iguales entre si, asi como los productos
son nulos.

Ejemplo - disco homogéneo (parte II).

El disco de la figura [7.3| es un rigido plano y de revolucién, por lo que é3 es
eje principal. Por ser un rigido de revolucion, é;, é; son también ejes principales. El
tensor de inercia tiene entonces por representacion:

- L g 0 ME 00
plénéaésy _ 0 %3 0 = 0 % 0
0 0 I 0 0 ME

7.2.5. Teorema de Steiner.

Veamos como cambia el tensor de inercia cuando consideramos un cambio en
el punto de referencia para el mismo. En particular, veremos la relacion entre los
tensores para el centro de masas del rigido y para un punto arbitrario ). El tensor
de inercia referido a este punto arbitrario es, de acuerdo con ([7.11):

sz:WKR—QYM%B—QNNB—QH

Introduzcamos ahora convenientemente un término nulo G — GG de manera que:

(P-—Q)=(P—-G)+(G-Q)
(P=QP =P -G+ (G-QP+2P-G)-(G-Q)
(F-Q)eF-Q)=(F-G)e(F-G)+(F-G)®(G-Q)
+(G-Q)®(P—-G)+(G-Q)® (G -Q)
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El primer término del tensor de inercia es entonces:

D_milP= QP =3 mi[(P= G+ (G- QP +2R-G)-(G-Q)]1

—Zmzp G)1+ (G- Q) Zm1]l+2 ZmZP Q)| - (G-Q)1

-Z (P —G)*1+ M(G - Q)1

(donde la dltima igualdad proviene de considerar el centro de masas desde el centro
de masas mismo). De igual forma, el segundo término del tensor es:

ZmZPZ Q) ® Zmll’:’Z G)® Zm,H G)
Zmi(PZ-—G) +Zmi(G—Q)®(G—Q)

Y mi(p -G 0 (R-0)+ MGE-Q oG -Q)

)| ©(G-Q)

Agrupando los dos términos, el tensor de inercia resulta:

Q_Zmzp —G)? ZmlP —G)R(P—G)+M(G-Q)*1-M(G—-Q)®(G—Q)

Los dos primeros términos del lado derecho de la igualdad anterior corresponden
segin ([7.11)) al tensor referido al centro de masas y tenemos entonces el Teorema
de Steiner:

(7.28) lo =l +Jg ¢
donde:
(7.29) Jg¢=M[G-Q1-(G-Q (G -Q)

o en términos de sus componentes:

(7.30) (95€) = M(G = Q)05 = M(C ~ Q)alC ~ Q)

Teorema de Steiner para momentos de inercia.

Consideremos en particular céomo vincular los momentos de inercia corres-
pondientes a dos ejes paralelos en la direcciéon 4 que pasan por Gy un punto O
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respectivamente . Sean I, e Ip ; esos momentos:

A

ﬂ-HGu

Ica

Ioaw=1u-lou
A partir de tenemos que:
i-lot=1a-lgu+ M(G—O)u 14— Ma-[(G—0)® (G —0)]i

A partir de tenemos que:

i-[(G-0)@(G-0)]iu=1u-[(G-0) u)(G-0)]=(G-0) i)
y por lo tanto:

ﬁ-ﬂoa:ﬁ-ﬂcﬁ—l—M[(G—O)Q—((G—O)wl)ﬂ

que se simplifica usando que la distancia entre los ejes verifica:

d*=(G—-0)?—-(G-0)-a)

(7.31) Ioa=Iga+ Md?

7.3. Enmergia cinética de un rigido.

Siguiendo el planteo general (ver ([5.15))) visto para un sistema de particulas
cualquiera, la energia cinética de un rigido es:

1
que a partir de resulta en:
L
T=Z§mz'[v@+w><(Pz‘—Q)]2
zzlmﬁ 2+Zlm-[QX(P'—Q)]2+Zlm-2U @ x (P — Q)]
' 9 iVQ ' 9 i ) ‘ 9 14UQ )
1
= —Mjg +Z—mlwx(P Q) + g - {c?x [Zmi(Pi—Q)]}

2
!% +Z_szX(P Q) + Misg - [& x (G — Q)]
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El segundo término del lado derecho de la ltima igualdad se puede desarrollar
usando que el producto mixto es ciclico:

(7.32) A (BxC)=B-(C x A)
y tomando A =& x (P, —Q), B=a&, C = (P, — Q):
GEx (P=QF =Ex(P=-Q)]- Ex(A-Q)]=d-[(P-Q) x (@x(P—-Q))
Por lo que la energia cinética se puede escribir como:

T—%M’UQ + {ZmZPZ Q) x [WX<P1‘_Q>]}+MUQ'[°7X<G_Q)]

Comparando ahora ([7.10)) con (7.2)) resulta que el segundo término del lado derecho
de la igualdad anterior se puede reescribir en funciéon del tensor de inercia, por lo
que finalmente tenemos:

(7.33)

1 1
T:§M17Q2+§CU'HQLU+MUQ-[QX(G—Q)]

Casos particulares:

» S5i Q es un punto del rigido instantdneamente en reposo: g = 0, la energia
cinética del sistema seré la de una rotacion pura, que puede escribirse a partir
de ([7.33) como:

—

(734) T = (._J I]Qw

l\DI»—t

= Para el caso particular en que @) = G, la energia cinética nos queda como:

1 1.
(7.35) T =5 Mig* + 56 1@

Comparando (7.35)) con (5.16]) vemos que el término en la energia cinética del
movimiento de las particulas relativo al centro de masas presente en el teorema
de Konig corresponde en un rigido a una rotacion pura en torno al centro de
masas.
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Capitulo 8

Dinamica del Rigido.

8.1. Ecuaciones Cardinales.

Asi como sucede para cualquier sistema de particulas, la Primera Cardinal

para un rigido es (5.8):

(8.1) Mg = R

donde R es la resultante de la fuerzas externas que actuan sobre el rigido. Por
otro lado, para cualquier sistema donde las fuerzas internas verifiquen el principio
de accion y reaccion fuerte, tenemos la Segunda Cardinal ((5.11):

EQ = M??G X Q + Méezt)

siendo ]\ng) el momento de las fuerzas externas al sistema con respecto al punto Q).
Considerando la forma particular ((7.10) que toma el momento angular de un rigido:

Lo = M(G - Q) x Uy + o
la derivada del lado izquierdo de la Segunda Cardinal es:

5 . U, l~
Lo = M(5s— O) x g+ M(G — Q) x 2 4 Wod)

dt dt

y tenemos la Segunda Cardinal para un rigido:

. i d(lo® .
(82) M(UG—Q)XﬁQ—i—M(G—Q)X%—F%—MUGxQ—MSmQ

101
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Para el caso en que () sea un punto del rigido se cumple:

diy
= Qa
dt @

y la segunda cardinal toma esta forma simplificada:

- d(HQ&) —(ext)
(8.3) M(G - Q) x dq+ =2 = 1§

Observacion 1:

Para tratar con el término % de (8.3) podemos considerar la relacion entre
derivada absoluta y relativa:

d—g—d/gqtﬁxff
dt — dt

y tomar como sistema relativo uno solidario al rigido con origen en Q:
d(lgw d' (lpw 36) d'l
(low) _ d'(lo) 5@ dlo
dt dt dt

donde la tltima igualdad vale ya que como () es un punto del rigido, las distancias
relativas de los demés puntos del rigido a él no cambian y por lo tanto el tensor
tampoco. Asi, la segunda cardinal toma la siguiente forma:

QCB‘F(TJXHQ(D:HQCB—F(EXHQQ

+CUX|]Q

(8.4) M(G — Q) x dg + @ + & x lo@ = MG™

Observacion 2:

Para los casos en que el movimiento sea plano, consideramos la proyeccion de
la segunda cardinal (8.3)) con respecto al eje (k) perpendicular al plano:

d(I]QCU) . ]% _ M(ext) . ]% _ M(ext)
t

M(G - Q) x dg -k + o o

(donde usamos que como todas las fuerzas actian en el plano, su momento debe ser
de la forma Mé;mt)k). En el segundo término del lado izquierdo podemos intercambiar

la derivada y el producto escalar ya que k tiene una direccion fija:

~
—

A [ .
MG - Q) x gk Wed k) Q;‘; b _ Mg
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Luego, como & = wk:

d(lo@ - k) d(wk - 1gk) ;

dt dt Qi

(donde la ultima igualdad vale ya que @ es un punto del rigido y el momento de
inercia para un eje que pasa por él no varfa con el tiempo) y nos queda la segunda
cardinal para un problema plano:

(8.5) M(G = Q) x gk + Iy = My™

8.2. Sistemas de Fuerzas Aplicadas.

A la hora de aplicar las ecuaciones cardinales a un rigido deberemos encontrar
la resultante R*) y el momento Mgwt) de las fuerzas externas al sistema. Esto

O (ext

implica la reduccion de un sistema de fuerzas: F = {P;, F; )} dado por las fuerzas

externas al sistema ]i(ewt) y sus puntos de aplicacion P;.

8.2.1. Sistemas Equivalentes.

Dos sistemas de fuerzas son equivalentes cuando se satisfacen las siguientes
condiciones:

s La resultante de cada sistema es la misma.

= El momento de las fuerzas de un sistema u otro con respecto a un punto
arbitrario es el mismo.

Si se trata de un rigido, el efecto de un sistema u otro serd igualll

Por ejemplo, consideremos el sistema de fuerzas gravitatorias actuando sobre
un cuerpo cerca de la superficie de la Tierra. La fuerza sobre una particula i es

Fy = m;g

La resultante es entonces
R X fi= Sy = g
i i

I No vale lo mismo si el cuerpo es deformable; consideremos por ejemplo una banda elastica de
cuyos extremos tiramos con fuerzas iguales y opuestas. El efecto no serd claramente el mismo si
empujamos con fuerzas iguales y opuestas sobre cada extremo, a pesar de que los dos sistemas son
equivalentes.
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(siendo M la masa total del sistema). El momento alrededor de un punto @ es

1

MQ:Z(R’—Q)XWLJ: (Zmz(Pz_Q)> X§<G—Q)XM§

y corresponde entonces a una fuerza Mg actuando sobre el centro de masas del
sistema (independientemente del punto @ elegido para referir el momento). Mg
actuando sobre GG es equivalente sistema original de fuerzas gravitatorias ya que da
la misma resultante y el mismo momento no importa cudl sea el punto considerado.

Antes de seguir adelante introduciremos los siguientes conceptos:

Linea de accién: Consideremos una fuerza F aplicada sobre un punto P. La
recta que pasa por P y que contiene a F' se denomina linea de accion de la fuerza.
Se puede ver (figura que a efectos de calcular el momento de F respecto a un
punto O arbitrario se puede tomar cualquier punto de la linea de accion como punto
de aplicacién:

(P—O)xF=(P—P)XF+(P—0O)xF=(P —0)xF
ya que P — P’ es colineal con F.

P >

Figura 8.1: Linea de accion para una fuerza F'.

Par: Un par de fuerzas esta constituido por dos fuerzas cuyas lineas de acciéon
son paralelas, tienen igual magnitud y sentidos opuestos (figura 8.2)).

El momento de este sistema visto desde P’ es:
Mp/ =dx ﬁ

y como este sistema tiene resultante nula, la formula (5.13) de cambio de aplicacion
de momentos nos dice que el momento del par seré igual visto desde cualquier punto,
por lo que el subindice en P’ ya no es necesario:

M=adxF
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Ql

Figura 8.2: Par de fuerzas.

Un par esta caracterizado entonces por su momento M y todos los pares cuyo mo-
mento sea iqual serdn equivalentes entre si. En particular, cualquier sistema de fuer-
zas con resultante nula cuyo momento respecto a un punto arbitrario sea M , sera
equivalente a un par M.

8.2.2. Reduccién de un sistema de fuerzas aplicado sobre un
rigido.

1. Cualquier sistema de fuerzas aplicado F se puede reducir a una fuerza aplicada
en un punto arbitrario mds un par (cualquiera de los cuales puede ser cero).
Sea R la resultante de las fuerzas y Mp el momento de ellas respecto de un
punto arbitrario P. Luego, si hacemos que R acttie en P y le sumamos un par
M p, este sistema serd equivalente al original.

2. Todo sistema de fuerzas actuando se puede reducir a uno equivalente que con-
tiene como mdzximo dos fuerzas (actuando en dos puntos de aplicacion distin-
tos). Como el par considerado en el item anterior se puede formar con dos
fuerzas, una de las cuales puede actuar en un punto arbitrario, podemos con-
siderar la otra fuerza aplicada en el punto P y sumarsela a R para tener una
sola fuerza actuando en P mas la otra fuerza del par.

Articulaciones.

Podemos ver una aplicacion de la reduccién de un sistema de fuerzas para el
caso de articulaciones. En particular vamos a concentrarnos en el caso de articula-
ciones lisas:

» Articulacion cilindrica lisa. Consideremos una articulacion como la de la figura
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(a) (b)

Figura 8.3: Articulaciones lisas: (a) cilindrica (b) esférica.

8.3(a) formada por un cilindro central cubierto por un cascarén, siendo el
contacto entre ellos carente de friccion. Las fuerzas que se ejercen mutuamente
estan dirigidas segin la direccién radial, por lo que el momento ejercido por una
de las partes sobre la otra con respecto a un punto del eje no tiene componente

~

segin el eje (k) de la articulacion:
Mo k=0

y esto es independiente del punto del eje considerado ya que usando la formula
de cambio de momentos ([5.13]) con respecto a otro punto O’

MO/:M0+EX(O/—O)

y proyectando segin k:

~

Mo -k=Mo-k+(Rx (0 —0))-k=DMy k=0
(donde usamos que (O' — O) esté en la direccion de k).

= Articulacion esférica lisa. Para el caso de una articulacion como la de [8.3|(b),
las fuerzas ejercidas sobre la esfera central de la articulacion estan dirigidas en
direccion a O siempre y cuando el contacto con el soporte externo sea liso. De
esta forma, el momento con respecto a O es nulo:

My =0
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8.2.3. Potencia de un sistema de fuerzas sobre un rigido.

Veamos ahora algunas consideraciones energéticas concernientes a un sistema
de fuerzas que actiia sobre un rigido. En primer lugar, veamos qué sucede con las
fuerzas internas al rigido. Consideremos dos puntos del rigido, P; y P; que interac-
tian mediante una fuerza F’], que verifica el principio de accién y reaccion fuerte.
La potencia para este par de fuerzas es:

PijZl*:z'j'ﬁz‘Jrﬁjz"ﬁj:ﬁz‘j'(@—Uj)ﬁji'(@X(H—Pj))ZO

(donde la dltima igualdad vale en virtud de que & x (P; — P;) es ortogonal a P, — P;
mientras que Z*?’Z-j tiene la direccion de P; — P; por verificar el principio de accion
y reaccion fuerte). Esto nos dice que en un sistema rigido, las fuerzas internas no
trabajan. El trabajo que nos importa corresponde entonces a los agentes externos.
La potencia para el sistema de fuerzas externas al rigido es:

P = Zﬁ;(ext) . 6}

Consideremos ahora un punto () solidario al rigido cuya velocidad es 7. A partir
de la distribucion de velocidades de un rigido (6.2)) tenemos entonces:

Z F_%'(e:ct)

7

P=Y B g+ @ x (P - Q) =

T+ Y @ x (P - Q)]

Usando que el producto mixto no cambia bajo permutaciones ciclicas (7.32), modi-
ficamos el segundo término de la ecuacion anterior:

P= SP-Q) x B @

2

Ly +

Z F"(ecr:t)

y usando ahora la definicion de la resultante (5.7 de las fuerzas externas y el mo-
mento de las mismas (5.10)) con respecto a un punto nos queda:

(86) P = R"(e:vt) . 77Q + Méeact) 3
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8.3. Sistemas vinculados.

Antes de ver algunas aplicaciones de como determinar el estado de movimiento
de un rigido a partir de las ecuaciones cardinales, necesitaremos dos principios que
hacen al movimiento de sistemas donde existen vinculos que restringen los grados
de libertad del mismo.

= Principio de las reacciones vinculares. La accion de un vinculo puede ser
sustituida por la de un sistema de fuerzas a las que llamaremos reacciones.

= Principio de pasividad. 5i un sistema material estd sometido a un vinculo
V, de tal modo que en un instante su estado de movimiento es compatible con V
y existe un sistema de reacciones vinculares R compatibles con la permanencia
de V), entonces en ese instante permanece V.

8.3.1. Ejemplo - Placa apoyada en una recta.

JVA%
I A
T, d Ty

<l
-

5;
©
N
v ~oD

Y

Figura 8.4: Placa apoyada sobre una recta sin volcar.

Como ejemplo de los principios enunciados anteriormente veamos el caso de
una placa plana de masa m obligada a desplazarse apoyandose unilateralmente sobre
una recta y sin volcar (figura . A es el extremo izquierdo y B el derecho de la
base de sustentacion de la placa y la distancia entre ellos es d. El centro de masas
(G) y la velocidad angular de la placa son:

G =zct+ya)

W = wk
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El vinculo es V = {la placa se apoya en la recta unilateralmente sin volcar}. Que en
un instante ¢y el estado de movimiento sea compatible con V significa que:

(8.7) w(to) =0, galte) =0

Que en ty el vinculo V permanezca significa que no hay apartamiento ni vuelco
incipientes, es decir:

(8.8) w(to) =0, dic(te) =0

Comencemos por considerar que el contacto entre la placa y la recta es liso, de
manera que el vinculo puede representarse por un sistema de reacciones normales
R = {P;, N;j} con N; > 0, siendo P; los puntos de contacto. Manteniéndonos en el
modelo de rigido es imposible conocer la distribucién real de las reacciones normales
en la base de la placa 87 ver si la misma garantiza la permanencia del vinculo. Sin
embargo, si Mg)l%, MAT)I% son los momentos de este sistema de fuerzas desde los
extremos B y A de la base, respectivamente, la permanencia del vinculo esté
garantizada si:

(8.9) MY <0
(8.10) M7 >0

va que N; > 0y todas las reacciones sobre la base estan a la derecha de A y a la
izquierda de B.

Como caso particular, si el vuelco solo es esperable alrededor de uno de los
extremos, por ejemplo A, podemos considerar la reduccion de las reacciones vincu-

lares a su resultante Nj actuando en el extremo A y un par M ki y garantizar la
compatibilidad con (8.8)) a partir de:

N >0
M>0

Caso general.- Podemos considerar la reduccion de las reacciones normales a dos
reactivas: N4jy Npjactuando en A y B, respectivamente. El principio de pasividad
nos dice que es necesario y suficiente que éste sistema equivalente sea compatible
con la permanencia del vinculo para que el vinculo permanezca efectivamente, para
lo que N4 y Np deben verificar:

(8.11) Nys>0
(8.12) Np >0



110 CAPITULO 8. DINAMICA DEL RIGIDO.

Observe que claramente la resultante Nj de este sistema verifica N > 0 y que sus
momentos desde los extremos B y A son, respectivamente:

MY = —dN, <0
MY = dNg >0

en concordancia con las condiciones y (8.10) de permanencia.

Si ahora tomamos en cuenta el rozamiento las condiciones (8.11)-(8.12) no se
veran afectadas ya que las fuerzas de friccion tienen su linea de accién en la base de
apoyo y su momento serd nulo desde cualquier punto de la base. Suponiendo que el
coeficiente de friccion dinamica es fp para todos los puntos de contacto, la condicion
extra para el caso en que la placa deslice es:

Tx+Tp =—fp(Na+ Np)
mientras que si no desliza se debe cumplir
|Ta +Tp| < fe|Na+ Np|

suponiendo un coeficiente de friccion estatica fg igual para todos los puntos de
contacto.

8.4. Estatica del Rigido.

Consideremos la configuracion de equilibrio de un rigido, es decir:

(8.13)
(8.14)

0
0

!
€ Q

Dado el rigido en reposo: vg = 0, & = 0 en esta configuracién, permanecera en
reposo. Para que el rigido esté en equilibrio es necesario y suficiente que la resultante
de las fuerzas que actian sobre él sea nula asi como el momento de estas fuerzas con
respecto a cualquier punto:

(8.15) R —
(8.16) M =0 vQ

A partir de la primera ecuacion cardinal (8.1) es directo ver que (8.13)) y (8.15)
son equivalentes. Para probar la equivalencia entre (8.14)) y (8.16|) consideremos la

segunda cardinal (8.4)) desde el centro de masas:

ﬂg(j + W X UGcU = _’éemt)
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Si se cumple (8.14) y & = 0, es claro de la ecuacion anterior que Mgn) = 0 (para

cualquier otro punto vale también usando (5.13) y que la resultante es cero). Si
. 1 (ext) . ‘ —

partimos ahora de que M’ = 0y el sistema est4 reposo (J = 0) tenemos que:

lgid =0
Si el tensor es invertibld’] tenemos que:

15 e@ =G =0

y probamos (8.14)).

8.4.1. Ejemplo - Barra y placa rectangular.

2a

2L

_

Figura 8.5: Barra y placa rectangular en equilibrio.

Consideremos una barra homogénea de longitud 4L y masa m apoyada sobre
una placa rectangular homogénea de altura 2L, ancho 2a¢ y masa M y sobre una
pared vertical. La placa estd apoyada sobre un piso horizontal y estd a una distancia

Zno sera el caso del tensor asociado por ejemplo a una barra ideal, para la cual el momento
de inercia alrededor del eje que coincide con la barra es cero. Esto no nos permite afirmar nada
acerca de la derivada de la componente de la velocidad angular alrededor de ese eje, lo que no es

igualmente de interés fisico ya que esa velocidad no seria detectable en la experiencia
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2L — a de la pared, mientras que el punto de contacto de la barra y la placa esta a
una distancia 2L de la misma pared. El contacto entre la placa y el piso, asi como el
contacto entre la placa y la barra, es rugoso y de coeficiente de frotamiento estatico
; el contacto entre la barra y la pared vertical es liso. En este problema (segundo
parcial 2008) se busca encontrar las condiciones que se deben verificar para que el
sistema se encuentre en equilibrio. La componente vertical de la primera cardinal y
la segunda cardinal desde el punto A para la barra son respectivamente:

N =mg
9LN — 2/3LT — Lmg = 0

La condicién de no deslizamiento de la barra es entonces:

1
T <pINl & p=—=

2v/3

Por otro lado, la primera cardinal para la placa es:
T =T
N =N+ Mg

donde N’y T" son la componente normal y tangencial respectivamente de la resul-
tante de las reactivas con el piso.

1
T <pN'|eu> i
Tl <uVl e ez (7205) 5

lo que significa que se debe verificar u > ﬁg para que no haya deslizamiento de la
barra o la placa. Para que la placa no vuelque, en lugar de considerar la reduccion
del sistema de reactivas que lleva a (8.11)-(8.12), vamos a tomar una reduccién
alternativa: en este caso, en que el contacto entre el rigido y la superficie de apoyo
se da en todos los puntos comprendidos entre los extremos B y C de la base de
sustentacion, es posible considerar que el sistema de reacciones normales tiene un
equivalente en su resultante (N’ > 0) aplicada en un punto entre B y C, que
ubicaremos con la coordenada x desde el medio de la base. La condicion de no
vuelco es entonces:
—a<zx<a

La segunda cardinal a la placa desde el punto medio entre B y C' nos da:
aN' =2LT

de forma que resulta:

o (m—n:M)%
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Como x > 0, no es esperable que la placa vuelque en torno al punto B. Por lo tanto,
la condicion para que no vuelque (en torno a C) se reduce a:

2 (i) v

8.4.2. Ejemplo - Escalera apoyada en una pared.

N,
—
| :
21
0
i—fl
N,

Figura 8.6: Escalera en equilibrio apoyada sobre una pared y piso rugosos.

La escalera de la figura de masa m y longitud 2/ estd apoyada sobre el
piso, de coeficiente de frotamiento fi, y sobre la pared vertical, de coeficiente de
frotamiento f,, formando un angulo « con respecto a la horizontal. Determinaremos
el minimo angulo a que permitiria a un pintor de masa 2m subir hasta el extremo
superior de la escalera sin que esta deslice. Suponemos entonces que el pintor ya
se encuentra en el extremo superior y planteamos, para la escalera en equilibrio, la
primera cardinal:

N1+T2—3mg:()
Tl_N2:0

y la segunda cardinal desde el punto de contacto con el piso:
mglcosa + 2lcosa2mg — 2lsenaNy — 2lcosa/ly = 0

Notese que tenemos s6lo tres ecuaciones para cuatro incognitas (las dos componen-
tes de la reaccion de la pared y el piso). Se trata de un problema estdticamente
indeterminado o hiperestdtico y nada mas se puede hallar acerca de las reacciones
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a partir de las condiciones de equilibrio. Si este problema ocurriese en la realidad,
las cuatro incognitas tendrian valores mesurables. La falla esta en el modelo elegido
para resolver el problema. Los cuerpos rigidos son una idealizacién y si quisiésemos
tratar el problema en forma realista deberiamos considerar una barrar elastica, lo
que esta mas alla del alcance de este curso.rf] Sin embargo, podemos ain contestar
la pregunta del problema.

Las condiciones de permanencia del equilibrio en cuanto al no despegue (N; >
0y Ny > 0) resultan muy simples de verificar. La condicion de no deslizamiento es:

Ty < f1Ny
IT2| < f2INa
La tltima desigualdad involucra en realidad dos desigualdades (en la primera T}

s6lo puede apuntar hacia la izquierda para asegurar el equilibrio en la horizontal),
por lo que las condiciones son:

T < fiy
Ty < faNy
—falNy < T

que en términos de Ny son:

1
1) tgazﬂ—%

2) tgar > SR4 — fy

3) tgaﬁi%fﬂ‘g

En un grafico con Ny como abcisa (figura [8.7) La inecuacion 1) nos dice que los

valores admisibles de tga estan por encima de f_ll — %, la 2) que estan por encima
de g%g — f2 y la 3) que estan por debajo de Zng + fo. Excluyendo las regiones no

permitidas (sombreadas en la figura , la region de posibles parejas de Ny y tga
tiene un extremo inferior que corresponde a la intersecciéon de las curvas de los lados
derechos de 1) y 2) y da el minimo valor posible para tga:

Gl i1 _G}?JCQ si fifa <5

thémin =0 si f1f2 >95

tgamin =

3de hecho, el ejemplo anterior también es un caso hiperestatico. Lo que podemos hallar es la
resultante sobre el rigido, pero la distribucion real de las reactivas no podemos encontrarla a menos
que consideremos a la placa como un sélido deformable.
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Figura 8.7: Condiciones de no deslizamiento para f; = 0,4, fo = 0,2.

8.5. Dinamica del Rigido en el Plano.

8.5.1. Ejemplo - Placa apoyada en un plano inclinado.

ol

Figura 8.8: Placa apoyada unilateralmente sobre un plano inclinado.

Considere una placa cuadrada y homogénea de lado 2a y masa M que parte
del reposo apoyada sobre un plano rugoso de coeficiente de frotamiento f inclinado
un angulo « con respecto a la horizontal (figura |8.8)).

Consideraremos los cuatro estados posibles asociados al estado de movimiento



116 CAPITULO 8. DINAMICA DEL RIGIDO.
de la placa inmediatamente después de ser colocada sobre el plano:

1. Equilibrio. Supongamos que la placa se encuentra en equilibrio y reduzcamos
las reactivas a una fuerza resultante de componentes normal N y tangencial
T actuando en un punto entre A y B, ubicado con la coordenada x desde el
centro de la base. La permanencia de la placa en equilibrio implica que no
deslice, se despegue o vuelque:

7| < fIN|
N >0

7] <a
La primera cardinal al rigido nos dice que:

Mgsena —T =0
N — Mgcosa =0

por lo que la segunda condicion de equilibrio se verifica trivialmente. La con-
diciéon de no deslizamiento, a partir de la primera cardinal implica:

T
fzﬁztga

Para la tercera condiciéon debemos considerar la segunda cardinal desde el
punto medio de la base:

xN — Mgasena =0 = z = atga < a & tga <1

2. Desliza sin volcar. Para este caso tenemos que Zg > 0. Si esta condicion se
verifica, la placa estd deslizando y la reaccion tangencial es:

T =fN = fMgcosa
La condiciéon de deslizamiento es entonces:
Mig = Mgsena — T = Mg(sena — feosa) > 0 < f < tga

Como el movimiento de la placa es sélo de traslacion, la aceleracion de cual-
quiera de sus puntos es la misma (tomemos por ejemplo la del centro de masas
xgi) Esto quiere decir que podemos trabajar con la placa como si no estuviera
acelerada considerando una fuerza ficticia ﬁz = —miig% actuando sobre cada
particula ¢ de la placa. En forma anéloga al caso de la fuerza peso, este sistema
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de fuerzas ficticias es equivalente a una fuerza F = —Miqi actuando en G.
La segunda cardinal desde el punto medio de la base nos da entonces:

N — Mgasena+ Miga =04 x = fa

por lo que la condicién de no vuelco resulta:

r<as f<1

3. Vuelca en B sin deslizar.

Planteamos las ecuaciones cardinales en el instante inicial:

Primera cardinal:

Map = Mgsenaw —'T
Map = N — Mgcosa

Segunda cardinal desde B:

8
—gMaQQE = Mga(cosa — sena)

Lo que nos da:

. 39
¢ = —=(sena — cosa)

8a
M
T = ?9(586710( + 3cosar)

M
N = ?g(%ena + bcosa)

Para que la placa vuelque se debe cumplir:

o >0&tga>1
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La condiciéon de que no despegue (N > 0) se verifica trivialmente mientras que
el no deslizamiento implica:

f>m_3+5tga
~ [N| 5+ 3tga

Desliza y vuelca. Para este caso consideremos las ecuaciones cardinales en el
instante inicial y la reaccion tangencial para el deslizamiento (T = fN):

M(ip + ap) = Mgsena — fN
Map = N — Mgcosa

2
—§M&¢:aN—aﬁv

(donde la ultima ecuacion corresponde a la segunda cardinal desde G) lo que

nos da:
o=3 S 9 cosa
5—-3f) a

_ 9
T §5_ 3f[(5 — 3f)sena — (5f — 3)cosal

_ 2Myg
- 5—3f

B

cos

Para que la placa no despegue se debe cumplir:
5
N>O@f<§

Para que la placa vuelque tenemos (usando la condicion anterior):

p>0=f>1

Finalmente, para que la placa deslice:

3 + dtga

ig>0=>f < ——
B / o+ 3tga

(que comprende a la condicion f < 2)

En la figura se encuentran resumidos los resultados encontrados para cada tipo
de movimiento.
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tga

Figura 8.9: Diagrama para los distintos tipos de movimiento de una placa apoyada
unilateralmente sobre un plano inclinado.

v
3mg/2

Figura 8.10: Disco rodando sin deslizar en el interior de un aro.
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8.5.2. Disco y aro.

En el siguiente problema (ezamen agosto 2007) tenemos un aro homogéneo,
de masa m y radio r, en el interior del cual rueda sin deslizar un disco homogéneo de
masa m y radio z. El aro puede girar libremente alrededor de su centro O (fijo). Un
hilo flexible, inextensible y sin masa esta enrollado en el exterior del aro y mediante
el mismo se cuelga una masa 377” El angulo « indicado en la figura ubica al centro del
disco con respecto a la vertical. El sistema parte del reposo. Llamemos 6 al angulo
de giro del disco con respecto a una direccion fija y ¢ al del aro. La velocidad del
punto del aro en contacto con el disco es:

rot

siendo ¢ la direccion tangente al aro en el punto de contacto. Por otro lado, la
velocidad del punto del disco en contacto con el aro es, usando la distribuciéon de
velocidades entre el centro del disco y el punto de contacto:

2 '+1é£
3T04 3T

y a partir de la rodadura sin deslizamiento entre el disco y el aro tenemos que:

2 ,+19._ .
gratgrf=rey

El otro vinculo que tenemos es que el hilo del que cuelga la masa %m es inextensible,

por lo que se verifica:

re=1Y
De ahora en més consideraremos exclusivamente el caso en el que « es constante en
el tiempo y veremos para qué valor de « es esto posible. Las ecuaciones cardinales
para el disco son:

(8.17) N1 = mgcosa
(8.18) Ty = mgsena
T m /r\2 .
8.19 Sh=o(5) 0
(8.19) 370 2 \3

La segunda cardinal para el aro es:
(8.20) r(T —Ty) = mrip

Y la segunda ley de Newton para la masa que cuelga da:

8.21 = 22
(8.21) 5=
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Sustituyendo los vinculos hallados al comienzo, eliminando 7" entre (8.20) y (8.21)
y comparando con la ecuacion que surge de eliminar 7) entre (8.18) y (8.19) nos
queda:

1
seno = —

4
Para que el disco y el aro rueden sin deslizar se debe verificar que:

SeENQ

V1 — sen?a

Th| < fINi| & f = tgor = e f2>

(@3

8.5.3. Barra en el borde de una mesa.

Figura 8.11: Barra en el borde de una mesa.

(sequndo parcial 2008) Sobre el borde de una mesa horizontal fija se apoya una
barra homogénea de longitud ¢ y masa m. La barra se mueve en un plano vertical
dado. El coeficiente de frotamiento estético entre la barra y la mesa es p, = \/% y

el dinamico es pg = \/Lg Inicialmente la barra esta en posicion horizontal de manera
que un % de su longitud esta en contacto con la mesa y en reposo. Lo primero que

vamos a hallar es la ecuacion de movimiento para la barra mientras no deslice. La
segunda cardinal a la barra desde el punto O es:

lop = mgdcosp

siendo d = é elp=1I1g+m (é)2 = ”{—‘; +m (§)2 = mTEQ a partir del teorema de

Steiner para momentos de inercia. La ecuacion de movimiento se simplifica a:
. 39
Y = —=cosp
2/
Alternativamente, como la fuerza de rozamiento es de potencia nula mientras no se
produzca deslizamiento, podriamos hallar la ecuacién de movimiento a partir de la
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conservacion de la energiaf'}
T+ U = cte.

siendo T la energia cinética del rigido, que podemos calcular usando (7.34) para el

punto O:
1 1

T=-3 lod = =Ipp?
2w ow 5 oy
y U la energia potencial asociada al peso de la barra:
U = —mgdseny

Hallemos ahora el dngulo para el cual la barra comienza a deslizar. Necesitaremos
encontrar las reacciones de la mesa sobre la barra. Comencemos por escribir la
aceleracion del centro de masas (G) de la barra:

i = —dp*t — djn
Luego, la primera cardinal a la barra es:

—mdp?* =T + mgseny
—mdp = N — mgcosp

Preintegrando la ecuacion de movimiento tenemos:
. g
O? = 3zsen<p

(equivalente a usar la conservacion de la energia) y las reacciones sobre la barra nos
quedan:

3

T = —5mgseny
3

N = Z—lmgcosw

La condicién de no deslizamiento es:

7] < el N| = tgp < £

y el angulo donde comienza la barra a deslizar es entonces:

1 T

He
t = —= — & = —
9Pd 5 Pd 6

S

tver (5.19)
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Una vez que la barra esta deslizando se cumple que T' = —ugN = —% que no
coincide con el valor que tenia inmediatamente antes de comenzar el deslizamiento,
es decir, la fuerza de rozamiento sufre una discontinuidad. Esta discontinuidad se
pondra de manifiesto en un cambio en la aceleracion del centro de masas de la barra.
La primera cardinal a la barra serd para este tramo del movimiento:

. N
mdg.t =T + mgsenp = ——— + mgsenyp

V3

mdg.n = N — mgcosp

Para hallar la nueva dg podemos usar que la normal no sufre ninguna discontinuidad,
por lo que podemos usar el valor de N inmediatamente antes de deslizar (es decir,
evaluada para el angulo ¢g):

ag =

a Qg_@ﬁ
8 8

8.6. Dinamica del Rigido en el Espacio.

Consideremos ahora algunos ejemplos del movimiento de un rigido en el espa-
cio.

8.6.1. Masas coplanares.

Consideremos el ejemplo de las secciones y y tomemos que los con-
tactos en O y O carecen de friccion. Suponiendo que el conjunto gira alrededor del
eje OO’ con velocidad angular constante w, hallaremos el momento total (referido a

C') ejercido por las articulaciones en O y O" y que serd el momento reactivo Mg).

La segunda cardinal (8.4) desde C' (centro de masas del sistema) es:

—

Mg) = Hc(ﬂ—f—(ﬁ X ch)

siendo & = wé;. Como la derivada relativa es nula para w cte.:

& = weép x lowe; = 2mlPw?es
Si en cambio considerasemos el giro alrededor de uno de los ejes principales hallados

en [7.2.2] nos encontrariamos con que el momento reactivo es cero ya que & y lo@
son colineales.



124 CAPITULO 8. DINAMICA DEL RIGIDO.

(@) (b)

Figura 8.12: (a) Placa cuadrada girando libremente (b) Vista lateral.

8.6.2. Placa cuadrada girando alrededor de un eje.

Retomamos el ejemplo de la seccidon donde ya habiamos obtenido la ve-
locidad angular de la placa:
W=—az +wy
Queremos ahora obtener la ecuacién de movimiento para el angulo a. Sea G el

centro de masas de la placa y A la proyeccion del mismo sobre el eje Oz. La segunda
cardinal a la placa desde el punto A es (segun (8.4):

M(G — A) X Gg+ 146 + @ x 1@ = MY

Siendo m la masa del rigido. El tensor de inercia con respecto a (G, escrito en la base
propia de la placa es:

B 3mh?
4

Iéﬁ:,e}. o} _ ]G

O Ol
_— o O

1
0
0

o= O
S = O
N OO

donde usamos el valor (I5) del momento de inercia alrededor del eje perpendicular
a la placa que pasa por su centro. A partir del teorema de Steiner (7.28)) tenemos:

o o I 1 00
Iiperced = e 4oy (5) 000]|=—1030
0 01 007
(notese que la base que era propia para el tensor desde G sigue siéndolo desde Ay es-
to corresponde a que G— A tiene la direccion de un eje principal original). Trabajemos
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ahora sobre el término de momentos. Decir que la placa gira libremente alrededor
de Ox es equivalente a plantear que la articulacién que une la placa al eje es cilin-
drica lisa y por tanto no ejerce ningin momento sobre la placa en la direcciéon 2:

“(art) A . . , . .
M, " -z = 0. Esto nos sugiere considerar sélo la proyeccion de la segunda cardinal
segun &, que involucrard exclusivamente al momento de las fuerzas no reactivas (el
peso) segin esta direccion:

- A Sa - N Tlext) 4 “r(peso) . h
M(G—-A)xdg - 24+040-2+dxqad-2 =M -2 =M, & = mgg sene
Como @4 estéa dirigida segtin & (ya que corresponde a un movimiento circular uni-
forme) (G — A) X @4 no tiene componente en Z y la segunda cardinal proyectada se

simplifica a:

I]Ac;_)'~£—|—u7 X 4002 = mggsena
Expresemos ahora & en la base {z, €., €, }:
0= —a&t +wy = —a + w(senaé, — cosae,)
Su derivada es: ‘
W= —az + wa(cosae, + senaé,)

y los términos de la segunda cardinal se pueden calcular facilmente en la represen-
tacion diagonal de [4:

e (400 —d —mh*d
(Law)tPereed = e 030 —wecosa | = | =22 weosa
00 7 wseno %wsena

es decir (independizandonos de la representacion):

3mh? . Tmh?
wcosae, +

140 = —mh2ad — WSeNQe,

en forma similar:

3mh? . _ Tmh?
wasenae, +

140 = —mh2aid + WACOSOE,

y la segunda cardinal nos queda:

h

—mh?®& + mh*w?cosasena = Mg, seno

o reagrupando:

a + sen« <% — w%osa) =0



126 CAPITULO 8. DINAMICA DEL RIGIDO.

Las posiciones de equilibrio del sistema corresponden a & = 0 y son o, = 0,7,

9

COSQleq = # para w? > -~ Las posiciones de equilibrio estables son aquellos

minimos del "potencial” U’ , cuya derivada primera es:

dU’
do

= sena (i — w%os&)
2h

y se puede ver que ., = T es inestable, o, = 0 es estable para w? < % y la posiciéon

es estable siempre que exista.

de equilibrio correspondiente a cosa.q = %
w

8.6.3. Trompo simétrico pesado.

o4

=>

@

 J

Figura 8.13: Trompo simétrico y los angulos de Euler correspondientes.

Consideremos un rigido de revoluciéon que se mueve unido por un punto O de
su eje a una articulacion esférica lisa fija (figura . Sea I el momento de inercia
alrededor del eje k que pasa por O e I; el momento para cualquier eje perpendicular
ak por O. El tensor de inercia tiene la forma:
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tanto en la base {1, J, l%}, solidaria al rigido, como en la base {é, 7, l%}, donde 1) = kx&.
En lo que sigue utilizaremos esta iltima. Llamaremos & a la velocidad angular del
rigido y Q a la del sistema {O, &, 7, k}. La velocidad angular del rigido es de acuerdo

con (6.8): U

W =¢oK + 0 + Yk
que descomponiendo K segiin k y 1) nos queda:

& = € + ¢psenbiy + (1) + cosh)k
Por otro lado tenemos:
0= gbf( + 0¢ = 0¢ + psendn + gbcos@l%
El momento angular del trompo con respecto a O es de acuerdo con (|7.10)):
Lo = lo@ = L6 + Lipsendi + I5(¢) + peosh)k

Las ecuaciones de movimiento se pueden hallar aplicando la segunda cardinal (8.3)
al trompo desde O: .

EO _ M(()ext)
donde, en virtud de que la articulacion es esférica lisa, el momento corresponde sélo
a la fuerza peso. La derivada temporal la podemos plantear de esta manera:

dlo d'Lo = =
2o _ G x L
dt a e
donde % es la derivada relativa al sistema {O, €, 7, k}:
d'L oo d d . .
dto = L0 + ]15[@56’”9]7? + ]3@[@0 + pcosh|k

Por otro lado:
Ox Lo = [I3(¢) + peosh)psend — I senbcosb)€ + [I,p0cosd — Is(v) + peosd)]i
El momento de las fuerzas externas es el del peso:
]\ngt) = (G — 0) x (—mgK) = —mgdk x K = mgdsenf¢

Proyectando ahora la segunda cardinal segiin &, 7, k nos quedan las siguientes ecua-
ciones:

(8.22) L0 + [Ist) + (Is — 1)) cosh]psend = mgdsend

(8.23) ]1%[¢sen9] + [(Is — I)pcos — I3]0 = 0

(8.24) %W + ¢cosb] = 0
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La ecuacion ({8.24) indica que:

(8.25) U+ ¢cosh = s

donde s es una constante que llamamos el spin del trompo. Esta preintegral puede

obtenerse también de la siguiente manera:
Wlo k)y=Lo kLo k=M kit Lo Gxk
E(O')—O"FO‘—()""O'X

= (ext . .7 7 R
usando ahora que ngx) no tiene componente segin k y que Lo se puede escribir
como:

[_;O = Ilﬁ + []377/) + (13 - Il)@COSQ}]%
lo que indica que EO es coplanar con O y /%, por lo que Eo Oxk=0 y finalmente:
d . o .
Elg[w + ¢cosl] = —(Lo - k) =0

es decir, (8.25) esta indicando que se conserva la componente del momento angular
segin k. Andlogamente, podemos ver que la componente del momento angular segtin
K es una cantidad conservada:

d T > o > 7 (ex a
a(Lo-K)ZLo-KZ o) K =0

Por lo tanto:
(8.26) Lo K = Lipsen?6 + 13(77/} + pcosb)cosh) = Ly

donde L es la componente vertical del momento angular. Otra cantidad conservada
en el movimiento es la energia del trompo:

E=T+U
donde de acuerdo a (7.34) la energia cinética se escribe como:

1 1 - 1 . .
=38 lod =50 Lo=3 [1162 + I p%sen0 + L4 + @(2050)2]
y la potencial es:
U = mgdcost
por lo que:
1 . .
(8.27) 5 [1'192 + Lip?sen®0 + I(Y + ¢pcosh)?| + mgdcost) = E

El conjunto de ecuaciones ({8.25)),(8.26),(8.27) es equivalente al conjunto ({8.22]),
(8-23), (8.24) por lo que se pueden considerar como las ecuaciones de movimien-
to del trompo.
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