ANGULOS DE EULER

Al estudiar como cambia ante una rotacion de jes eoordenados el tensor de
inercia de un solido rigido vimos que las rotactorse describen por matrices

ortogonales.

0 sea que

X

Si r = (x,,2) son las coordenadas de un punto
respecto al sistema “fijo” ¥y = (x,y’,z") las coordenadas
respecto al sistema rotado

r =Z/1ijrj’
J
r?= ZZ/‘” rj';/tkrk' =r2=30,1,1’
i

es decir
Z/]ij Ay =0y

Z/ﬂi A =

AA=l = A=
AA=AA =1
En general las coordenadas respecto a un sistema

trasladado y rotado estaran relacionadas con @slecadas
respecto al sistema original por

1) r,=r,+Ar/
Derivando respecto del tiempo

2) v, =f, =V, +4r,
donde hemos usado que el sistédxay z"es solidario con el

rigido. De la ecuacion 1) resulta

y por lo tanto

Definamos la matriz

entonces

r= =)=, )
v, =V, + AN (rp —ro)

T=AN

v,=v,+T(r -r)

Es facil ver que T es antisimétrica

derivando respecto a t

0 sea

AT =1

AN+ A4 =0
N = A4 ==(Ax)

T=-T"



€en componentes

T. =-T.
ij ji
Si se escribe la matriz antisimétrica en compaent
O T12 T13
T=|-T, 0 T,u
—Ty —Tyu O
Y si se definewy = - Tz W =-Ts w3 = -T;2  se puede ver que

Tv=wxvdondev es un vector cualquiera. En efecto

0 -w w |V, Wy — WV,
Ws 0 T |V | Z | WV T WY,
-—w, W 0 N\v, -—w,V, + WV,

que son los componentes dex v, y se recupera la distribucion de velocidadesren u
rigido.
v, =V, +T(r, -1,)=v, +@x(r, -1,

La novedad es que hemos establecido una relactém lanvelocidad angulap
del rigido y la transformacion ortogorfalque pasa del sistema fijo al sistema solidario
con el rigido.

Vamos a ver que la matriz de rotaci¥rse puede expresar en términos de tres
angulos, llamados angulos de Euler. En efecto seleppasar de un sistema a otro
cualquiera mediante tres rotaciones sucesivas.eRyirse rota el sistema original un
angulo¢ en sentido antihorario alrededor del eje Oz. Liaw®e a los ejes resultantes
0O&n¢ . Luego se hace rotar este nuevo sistema un arfjudbtrededor de ©
obteniéndose el sistema&@ (" . El eje G = O es la interseccion de los planos xy
con&'n’ y se llama la linea de nodos. Finalmente se dismejes @n’¢ alrededor de
" un angulop en sentido directo, obteniéndose el sistema Oxtie puede pensarse
como solidario con el rigido. Los tres angulos dieE, 6, P determinan la orientacion
de OX'y'z" respecto de Oxyz.

Como hemos visto dado P de coordenadagxzo sus coordenadas respecto de
0O&nd son

Toe = Dy
cosp senp O
con D=|-sengp cosp O transformacion ortogonal.
0 0 1
Analogamente

oo = Clepe



1 0 0
con C=|0 cosfd serd

0 -send cosf
y
rX'y'Z‘ - Brf’n’(
cosy seny O
con B=|-seny cogy O
0 0 1

Por consiguiente las coordenadas en el sistendasolir =r,
por

v+ ©€stan dadas respecto

a las coordenadas en el sistema fijo=r, ,

r'=BCDr

y la transformacion inversa sera
r=D7C"'B™r

Las correspondientes matrices seran

COSY cosp —cosdseng seny —seny cosy —cosfdseng cosy sendsenp
A=DTC™'B™ =| cosyseng +cosgcosgseny -—senysenp +cosdcospcosy -—sendcosp b
sendseny sendcosy cosd

AT =271

La velocidad angular de Ox"y z" respecto de Oxypwsede calcular recordando
que

T=A1

es un tensor antisimétrico cuyas componentesadanusando el teorema de adicion de
velocidades angulares que da el resultado en forasasencilla ,
W= ge, + &, +ye,
e,,&;,€, son respectivamente los vectores unitarios enrégaon Oz ,@ .,y OC'.
Vamos a expresar la velocidad angular en los exgg 9Ox’y z". Para ello expresemos
€, = cosge, +senge,

y
€, =seng senee, +cosg senk, + costk,



Las componentes d&. se pueden obtener a partirXl@bservando que las coordenadas

0
de &, =&, en el sistema solidario son0| y las coordenadas en el sistema fijo son
1
0 sendseng
Al 0| =| —sendcosyp
1 cosf
Se obtiene

w=(g +ycosd)e, +(@senp -y serdcosp)e, + (@ cosp +ysendseng Je,
Por otro lado en los ejes solidarios

e, = cosye, —senye,
e, =senysende, +sendcosye, +costk,

0
que se obtiene mirandd | 0 |. Por lo tanto
1

w=(p +@cosde, + (- dseny + psendcosgp)e, + (fcosy + g sendseny)e,

gue son las componentes d& en los ejes solidarios con el rigido.

Aplicaciones.

Ejemplo | Usando los &ngulos de Euler expresar los vincglas satisfacen dichos
angulos cuando la esfera rueda sin deslizar sobpéano.
Las coordenadas del centro de masa s@1y€x0)

v, =0=v, +ax(r, - 1)

En el sistema Oxyz, —1; = -RK .
Conviene usat en los ejes fijos.

Xg 6 cosg + i sendseng 0
0=y, |+| Osenp —ywsenbdcosp |x| O
0 @ +cost -R



X; — ROseng + Ry sendcosg =0
Y, + ROcosp + Ry sendseng =0

Al contrario de lo que ocurre con el vinculo ddadura de un disco ,que es
integrable
X+RA=0 = x+R@O=cte.

y por lo tanto holonomo. Los vinculos de rodadwdadesfera son no holbnomos. No
pueden ponerse como

f(xy,6,6,¢)=0
a(x y,8,4,40)=0

en efecto si se pudiesen integrar , los vinculassendrian

of  of  of . of . of
— X+—Vy+—O0+—p+—y=0
ox oy Y 06 0p? T ou?

lo que implica que las derivadas cruzadas de leficdentes deben ser iguales. Por
ejemplo
of _ of of of

0 =
%060  aDx 0By  ayde

La primer relacion se cumple : es0=0

la segunda
of
= Rcosfdco
oy %
of _ or seng -0
oynd oy

no se cumple, por lo que los vinculos son no hattom

Ejemplo Il Una placa triangular is6sceles con angulo alogrecto y de lade, se
mueve de modo que el vértice B se desplaza ado t#el eje Oz, el lado AC esta
apoyado sobre el plano horizontal y C se muevdado de Oy. Calculan en funcién
de uno de los angulos de Euler.

Los ejes solidarios se pueden describir usandejéssintermedios por el origen Oxyz
paralelos a los solidarios mediante los &nguldsuder¢, 6. El anguloy es nulo.

w=@gK +d = @K + Gcosfl + Gsengd



= ¢costk + psendf + G
r, =OB = acos{g—ej K = asedK

r, =OA=acosd sepl —a co8 cags
r.=0C=r,+ai =a(cosd sepp+ cog N+a (cd cgsr senl)

Como C se mueve sobre Oy

cosd tgp = -1
¢ _  send
cod¢y cogl
cog g = 1 _ 1 _ cos 8
1+tg°¢ 1+cos’@ 1+cosé
~ o p=- send
1+ cos’ 8
— @=-—Y xaq,
1+cos @4

Ejemplo lI. Trompo simétrico con un punto fijo.

Los ejes Ox'y'z’ son ejes principales ya que el@j es eje de simetria de revolucion.
O es un punto fijo del rigido. Los angulos de Edkterminan completamente la
posicion del rigido6 da la inclinacion del eje z mide la precesion del trompo
alrededor de la vertical ¢ mide la rotacién del trompo respecto a su eje z'.

Seal la distancia del centro de masas al punto fijou@go

por ser de revolucion.

1. .1 1
T = WX Ilow=§l (W) + @) +§I N

W= e, + 66 + e,
= (@ + Pcosd B, +(Ppsend cogy - FIseny g, +(Gcosy + Ppsend sew k.
W+ = ¢’ serf 9+ 67
Wy = (f + pcosf ¥
= T=%I1(¢>Zser?0+92)+%|3(¢/+¢cosé?)2



y la energia potencial debida al peso:
U = Mglcos5.

Las fuerzas reactivas actuan en O fijo, entoncesalzan trabajo, por lo que la energia
se conserva, 0 sea que

T+U :%I1(¢25er120+92)+%|3(¢/+¢cos€)2+ Mgl co¥=E (1)

es una ecuacion de movimiento que solo involucriza#as primeras de los angulos de
Euler.

Las otras dos ecuaciones del movimiento las ob¢éemols usando la segunda cardinal
respecto de O:

o _ ..
t
Como
MO = Iéz X (_Mgéz)
M@, =0
Mo, =0
Lo =l (w,&, +w,e)+ lw,e,
d(Lo [&,) 0 = L&, =cte= L,
dat |,
e, =send se/e, +send cog/g, +cof g
entonces

Il[(écosw+¢sen€ seqy )sefl sen+ —@seny + @send cogy )seh cqﬂ+
(@ +pcosd)cod= (, sehd+l, c8F Pl grcosh=L,  (2)

es la segunda ecuacion de movimiento que nuevanmolecra solo derivadas
primeras de los angulos.

Finalmente
ao| oo dG®)| ;g
dt . dt . dt |-
pero

entonces



L, =lw, =1,(@+¢cosd) =cte=L, (3)

gue es la tercer ecuacion de movimiento buscada.
Las ecuaciones (2) y (3) permiten elimigigr en funcién dé:

L, -1.,¢cosd
@ = ¢="r——"— f¢
3
y sustituyendo en (2):

(I,serf @+1, codd p+(L,-1 pcosd)cod=L,.

Es decir
L, -L,cosd
:¢7‘// 4
? |, serf @ )
L, (L,-L,cosf)co¥
=t (5).
5 |, serf &

Obsérvese que hemos dividido @t 8 que se anula pafe= 0, por lo que debemos
estudiar aparte el caso en que eje del trompopzada vertical. No pretendemos hacer
aqui por falta de tiempo un estudio completo detmsibles movimientos del trompo.

Nos limitaremos solo a mostrar algunos de sus [Bssdmmportamientos.
Para ello usaremos la ecuacion (1) y recordaremes q

—

L, =L,

L2
=% =cte
|3
(- 1 2_1 42 N2
E'= E_EISwz' _§|1(¢ serf 8+ 6%) + Mglcosd

y sustituyendap

(L, -L,cosf¥

1,
=1,6% +
! 21, serf @

2

+ Mglcosfd=E'

gue puede escribirse como
1 . e
§|1e +Vef(0) =E

con



(L, -L,cosfy
V =
o (6) 21, serf 8

+ Mgl cos5.

En general el movimiento estara comprendido engé@hgulo®, y 6,. Para E = E,
energia igual a ¥ minima, el angulo es fij6é = Bo.

L, -L,cosd L,serfd(L,-L, cod
oty )zco + oLy ) Mgl send
|, sert @ |,ser’ @
Vi (6,) =0

Vg (6) =

Seax=L,-L,cosd,, entonces
cosg,x* - L, serf g,x + Mgll, serf 6, = 0.
Ahora,x deberia ser real, por lo tanto

L, serf 6, — 4cosg,Mgll, serf 4,20
IS0 = L, =2 4Mgll , cosh,

w, 2|24/Mglllcos¢90 :

3

El trompo giraré con inclinacion fija solo si suoa@dad angular de rotacion alrededor
de su eje de simetria es mayor que cierto valatdique crece cocosf, . Sif = 12

no hay velocidad angular limite, siempre es posbhaovimiento con angulo
constante.

Si E’ > E’; el movimiento se produce enfiey 6,: 6; > 0> 6,: La ecuacion (4) permite
ver queg puede en algunos casos cambiar de signo. Puedetozs situaciones segun

¢ sea siempre positiva, se anule ghrab;, o que cambie de signoﬁf@2 <0 mientras
que ¢| 5 > 0.

Dichas situaciones se representan graficamentesesiguientes figuras descriptas por la
interseccion del eje de simetria del trompo conasiera.






