CAPITULO VII - DINAMICA DEL RIiGIDO
Ecuaciones cardinales
En el caso de un cuerpo rigido las ecuaciones foedtles para un sistema de
particulas describen completamente el movimientocderpo. Dada la posicion del
rigido en un instante, la velocidad de uno de su#gs y la velocidad angular, las
ecuaciones cardinales determinan completamentewahiento posterior del cuerpo.
La primera ecuacién cardinal permite describir evimiento del centro de masas del
rigido.
Mr, =R®

Para escribir la segunda cardinal conviene recdadexpresion del momentum angular

Lo =1l q@+M(rg =9 XV
donde vV, era la velocidad de un punto del rigido, su velocidad angular y Jel

tensor de inercia.

En el caso en que el punto Q es solidario al rigal@egunda ecuacion cardinal toma
entonces la forma

d(ll @)
dt

+M(T; —Ty) X8y =M
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donded, es la aceleracion del punto Q. Las derivadaseotspel tiempo se toman

respecto del sistema inercial, supuesto fijo. Retms® que por lo general se trabaja
expresando el tensor de inercia en un sistemaasalid en un sistema intermedio. Si se
trabaja en un sistema solidario, para calculyw se debe expresar la velocidad

angular en dicho sistema y luego recordar que

d(||Qa))| _d(IIQEu)|
dt | dt
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En caso de que se tome la segunda cardinal enteb d® masa G se tiene

d(ll 4 @)
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gue si se trabaja en el sistema solidario se @scrib

i+ G =M ©
lgw+wxll ;w=M 3



La segunda cardinal también toma una forma serstidarigido tiene un punto fijo P.
En ese caso,

d(ll ,&)
dt |,

—na (e
=M.

Ejemplo 1: Calcular la aceleracion del centro de masas absao de radio R que
rueda sin deslizar sobre un plano inclinado de léngu

Tomando momentos respecto de G: a

1*@cardinal: T - Mgsena = M

2% cardinal: M4 = TRk =%MR2¢R

Ademas se tiene el vinculg, + R¢ =0, ya quev, =0 (rueda sin deslizar).

= T=-MR¢ = %MxG
Sustituyendo en 1a°% cardinal
T ==Mgsena
= X, =--gseny

Ejemplo 2: Una barra de longitudy masa M esta articulada en un extremo P y gira
alrededor de un eje vertical con velocidad ang@laonstante.

a) Determinar la ecuacién de movimiento para eubn@ que forma la barra con la
vertical.

b) Determinar el angulé, de equilibrio relativo.

a) Consideremos el sistema de ejes intermedioy/R’ gue gira respecto al fijo Pxyz
con velocidad angula®@K = ¢K . El eje Px’ esta en el plano horizontal y pertenada

interseccion del mismo con el plano zPG. El eje sisiema solidario Pz” tiene la
direccion de la barra.

Por el teorema de adicion de velocidades angulares
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es el momento angular respecto de P en los ejelasos.
Si se toma la segunda cardinal respecto del pyatB f

I+ @xll =M ©
[ Pd)=%MI2(Qécosﬁ.T—é.T)
axll P&):%MI 2 ($°serfcosh. + peosi)
La componentg de la segunda cardinal da la ecuaciéon buscada

% MI2(=6 + *serf cosd) = Mglsend

-0+ Q%serdcosd = +? serd

b) Si Q*cosd = ? existe una posicion de equilibrio relativo p@gdademas dé, =
0):
39
cosd, =—
° Q2

Si I?z_gz >1 la posicion de equilibrio es sdfig = 0.

ENERGIA Y POTENCIA EN SISTEMAS RIGIDOS

Miremos ahora la ecuacion que relaciona la poteoaiael ritmo de variacion de la
energia cinética, en el caso de un cuerpo rigido.
En ese caso, el término

donde hemos usado qtl?‘g = —T:ji y recordando que las fuerzas internas estan dsgi
segunt, — T, resulta



Por consiguiente

W= Y RO v +@x (1)) = R (g + @) (1) < B9 =

- e dT
=RY 0, +oMY = —

dt
Recordando la expresion obtenida para la enengéica de un rigido resulta

%:mVG GCZ’Tqu[chb

y por lo tanto la relacion entre la potencia terapade la energia cinética es
consecuencia de las ecuaciones cardinales y ngagueva informacion.
Es inmediato comprobar que

W =R ¥, +wM,

La potencia tiene la misma forma sin importar quétp del rigido se considere.



CAPITULO VIII - ESTATICA DE SISTEMAS RIGIDOS

SISTEMAS VINCULADOS Y ESTATICA

Vimos que las fuerzas que actian sobre un sistenpdian clasificar en internas y
externas. Existe otra clasificacion a la cual cengique hagamos referencia en este
momento. Se dice que una fuerza es vincular siigmewvde la accion de algun vinculo.
Por ejemplo, en el caso de un aro rugoso que ®iad#eslizar sobre un plano inclinado
hay dos vinculos.

1. El disco no puede penetrar en el plano, es degie, @ (& es la distancia al plano
del centro de masas).
2. El disco rueda sin deslizar, es decir que el pdetoontacto tiene velocidad nula.

De acuerdo con el llamado principio de liberaciénlas vinculos que enunciaremos a
continuacion, cada vinculo puede sustituirse porciento sistema de fuerzas. En el
ejemplo,

1. N20
2. OTOS< PN N/\
A

dondeyl, es el coeficiente de friccion estética, T y N Emfuerzas vinculares.

Vamos a enunciar dos principios que son constamienusados en mecanica aunque en
general no son enunciados explicitamente. La ragon la cual es necesario
introducirlos es debido a que las nociones de cudgido y vinculo son producto de
idealizaciones. Si uno trabajase con las particelasientales que componen dichos
cuerpos y las fuerzas fundamentales que imponémcobsnes a su movimiento, estos
principios no serian necesarios.

Recordemos que se llama vinculo a toda restricgidnovimiento de un sistema. Por
ejemplo, un rigido es un sistema vinculado, yadpaon un par de sus puntos P y @, (
- rQ)2 = cte. independientemente del tiempo. Sabemos qos esiculos reducen el
namero de grados de libertad (que en principi@adrifinitos en un sistema continuo) a
seis coordenadas independientes. Cuando un virssulpuede expresar como una
funcidn de las coordenadas y el tiempoy,f(o, ...,rn, t) = 0, se llama holénomo. Los
vinculos del rigido son holénomos. Un ejemplo decwio no holbnomo es un gas
contenido en una caja. En este caso los vinculosxpeesan por un conjunto de
desigualdades:

o<sr<d,a=1,2,3.

Volvamos al ejemplo ya mencionado de disco que sevesobre un plano inclinado.
En principio, para describir el movimiento de ugidd en un plano se necesitan tres
coordenadas, dos para el centro de masas Yy elcadgubtacion. Si el disco permanece
apoyado sobre el plano inclinado,



y = R, y ademas la condicion de rodadura impgne @,

Y
Ve =Vo+twO(rg—ro)
X x1=6KORI=-ROI
X+RE=0
X
0
o)

por lo que el sistema tiene dos vinculos holénoynas solo grado de libertad.

El principio de liberacidnestablece que los vinculos se pueden sustituiiupozas.
Explicitamente dice:

» Dado un sistema fisico S con ciertas condiciongsales C.l., sometido a ciertos
vinculos V' V” y a un sistema de fuerz&s dicho sistema tiene la misma evolucién
que el sistem& con condiciones iniciales C.I. sometido a lasZasF [0 F(V') y a
los vinculos V.

Por ejemplo, en el caso del rigido circular qualausin deslizar, se puede pensar como
un sistema de particulas sometido a los vinculasgiez, de apoyo sobre el plano y a
los de rodadura. El principio de liberacion dices qapdemos sustituir parte de los

vinculos por fuerzas vinculares.

/<,
N

» El principio de pasividad de los vinculdge que si existe un sistema de reacciones
vincularesF’ (V') compatibles con el movimiento y con los vinesi entonces el
movimiento del sistema sera tal que permanece kadou

Aplicamos explicitamente el principio cuando
igualamos la reaccion del piso sobre el cuerpo agmy
N = mg, y desechamos la posibilidad de que N > mg.

m . L,

J' d Veremos un caso mas interesante de aplicaciontde es
principio al estudiar el vuelco de un rigido.

]N




ESTATICA

Para que la posicién de un cuerpo sea de equildelme cumplirse que el cuerpo
colocado en reposo en esa posicion permanezcgesor@ara todo tiempo posterior.
Por lo tanto, en una posicion de equilibrio logni@os cinéticos de las ecuaciones
cardinales deben anularse, es decir,

Iféext =O’I\7|gxt =0

Como M =ME) +RE) O(f -7, ), el momento de las fuerzas externas respecto de

cualquier punto debe anularse. Reciprocament&R®§i= 0 entoncesag = 0, la
aceleracion del centro de masas es nula, de maalsi @l cuerpo se coloca inicialmente
en reposo, se cumplirdg = 0 para todo tiempo, por lo que el centro de masa
permanecera en reposo. Ademas, ctac™ = 0,

—Npext — ~ 1 = -
0=Mg'=llgw+w0llgw=lg @
ya quew = 0 inicialmente.

Por lo tanto, ik @ = 0y en un sistema de ejes principales se cumple

|XwX
l,@, [=0
IZCi)Z

donde los | son los momentos principales de ineBii¢os tres momentos son no nulos
seraw= 0 para todo tiempo. Si uno de los momentos pailes es nulo (por ejemplo

), oy podria ser no nulo, pero en ese casn (y;° + z%) = 0, lo que implica que todos

los puntos del rigido estan sobre el eje Gx. En as® el rigido es una barra
infinitamente delgada orientada segun Gx y la iétade la barra alrededor de dicho
eje es irrelevante.

Por consiguiente, la condicion necesaria y sufteigrara que un rigido se encuentre en
una posicion de equilibrio es que se anulen lalteeste y el momento respecto a un
punto arbitrario de las fuerzas externas.

Ejemplo 1: Una barra AB de longitud 2d y masa M esta apoyadaun punto P que
dista d/2 de una pared vertical. El extremo A dedlaa se apoya en la pared vertical.
a) Suponiendo que no hay friccion entre la barla yared determinar el angujode
equilibrio.

b) Suponiendo ahora que hay friccion, determinamilimo coeficientqu para que
¢ =174 sea una posicion de equilibrio.

RE =0



B implica

Nserg -T =Mg 1)
Ncosp —-R=0 2)
MP =0
implica
Nd,, — Mgdseng =0 3)
d,seng=d/2 = Nd_ _ Mgdsens
A 2seng

es decir, N = 2Mgsert ¢ 5v Mg
1) = T=-Mg(l-2ser¢) Tl \N
2)= R = 2Mgsert ¢ cosg Al TR

Caso a) Si no hay friccioin=0
1
sef¢g = 1/2= = Arsen.—
¢ ¢ 32
¢ =525° = 097rad
Se debe verificar ademas dee 0, lo que se cumple para/2 > ¢ =0.
Caso b)

TI< iR
‘1— 2sert ¢‘ < 2usert ¢ cosg

p=mld=1-1//2<s w2 12= u=-/2-1

Obsérvese que gi es menor qua@—l el equilibrio se romperia con la barra
deslizando hacia abajo.

Ejemplo 2: Un disco de radi®® y masaM esta apoyado sobre una placa rectangular de
baseay altura4R con masan. No hay friccion entre disco y placa.

a) Determinar el minimo valor de a para el cual@shge el equilibrio.

b) Determinar el minimo coeficiente de friccion enfpéaca y plano inclinado
compatible con el equilibrio.

c) ¢, Qué ocurre sn=2M, 1=0,8 y a=2R?

Equilibrio del disco: Para no tomar en considenadas fuerzas en el punto de contacto
del disco con el plano imponemos



MC:O—NR+MgR%mZ=O

M
M=

Equilibrio de la placa: El principio de pasividaé tbs vinculos asegura que si es
posible aplicar la norma; en algun punto de la base de modo que haya etpiiléste
no se rompera.

La ecuacionR® =0 implica
mgsen30 + % =T,

(m+M)g

= T,= >

J3

mgcos30=N, = mg7

MO =0= N,x - 2ngser80—§mgcosBO+%R =0

a) Habra equilibrio si0 < x<a

X = M +2m R = M +2m <2 es la condicion para que no vuelque
m-/3 m/3 "R '
b) Para que no deslice
m+M _ /Jmﬁ
2 2

c) Sia=2Ry m=2M no hay vuelco y hay deslizamiento.

Ejemplo 3: Un caso hiperestaticdJna escalera de longitudl ¢ masam esta apoyada
sobre el piso con coeficiente de friccidsx 0,4 y sobre la pared con coeficiepte 0,2

y forma un angulax con la horizontal. Un pintor de mab&=2m esté subiendo por la
escalera y se encuentra a una distashdiel piso.

Determinar el maximo angule que permitiria al pintor subir hasta el extremolale
escalera sin que ésta deslice.

R® =0 = N,+T =(M +m)g
N =T, T,20

MP =0 = mglcosa + Mgd cosa — N2l sena = T2l cosa =0



4 mg , Mgd

-Ntga-T =0 *
5 s g *)

>
A

Observe que tenemos tres ecuaciones y cuatro inadgy las fuerzas no quedan
determinadas por las ecuaciones del equilibriodiBe en este caso que el sistema es
hiperestatico.

Resolvamos primero el caso llamado isostatico em ejucoeficiente de rozamiento
entre escalera y pared es nulo.

T, =N
-
N, =3mg T
—
mg(l+2dj—tha=o N
2 I
N, =19 (1+2dj
2tga I Mg
mg
ComoT;=N >0 A T,
<_
1+(y T N1
T,0,43mg) = tga = 2

6x(04)
el caso més restrictivo es cuando el pintor ocagmsicion mas altd=2|

tga =>25/12
Miremos ahora ataso hiperestaticacond=2I

La ecuacion(*) implica, usando M=2m,
= 5mg —-tgaN
2

Las demas reacciones, en términoddws quedan:

- mg

N, =— +tgaN
175 g
T=N
Las condiciones de equilibrio son:
Tl < /'IlNl
T|< i,N

Que implican las siguientes desigualdades:
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En un grafico conrN como abcisa, la ecuacion 1) nos dice que los vakenisibles de

tga estan por encima d&——% la 2) que estan por encima ézlénl\l—g—yz y la 3) que

H

estan por debajo dgz%+,uz (las zonas excluidas estan en sombreado en éta@raf

La region de parejas admisiblé‘si,tga) tiene un extremo inferior que corresponde a la
interseccion de 1) y 2) y define al minimo valosipte para laga :

th’ =5_ﬂlﬂ2 =ﬂ'

min 6 ’ul 20

Existe una forma geométrica alternativa de travar problemas hiperestaticos. Esta

basada en el concepto de sistemas de fuerzas kEougso Se dice que dos sistemas son
equipolentes si tienen igual resultante e igual erttm respecto de un punto. Como en
las ecuaciones cardinales so6lo aparecen la remiljasd momento total respecto de un

punto, dos sistemas equipolentes tienen el misgwicefisico.

Reducir un sistema es sustituirlo por otro, magknequipolente al primero.

Un par de fuerzas esta constituido por dos fuesagas lineas de accidn son paralelas y
que tienen la misma magnitud y sentidos opuestospél tiene resultante nula y
momento respecto a un punto cualquMrauya magnitud es igualFea.

Dos pares con el mismo momento son equipolentes.

Todo sistema de fuerzas se puede reducir a unzafapticada en un punto arbitrario O
y a un par. En efecto dado un sistema de fuerzzmnSesultanteR y momento total
respecto deO=M, , dicho sistema es equivalente al sistema S' ¢anfuerza R
aplicada en O y un par cualquiera con momenio

Un sistema S de fuerzas aplicadas en los puntd® se puede reducir graficamente a
una fuerza y un par usando los siguientes propesdad



1) Si las fuerzas se desplazan a lo largo de susslidleaccion dan lugar a sistemas
- equipolentes.
‘ En efecto, es inmediato probar gteaplicada en A
/F tiene el mismo momento respecto a un punto
. cualquiera que F aplicada en B.

2) Una fuerza apllcada en A es equivalente a unaagaien otro punto cualquiera B

- mas un par. Es inmediato a partir de la figura.
/ E

3) Un sistema formado por pares equipolentes a un
solo par con momento igual a la suma vectorial ate homentos de cada par.
Trivial, ya que ambos sistemas tienen igual restdtgnula) e igual momento
respecto a cualquier punto.

Volviendo al ejemplo de la escalera

La fuerza total en el piso apunta en una direccémprendida entreg(3, -77) y
tg(_ B+ 77), concotgp, = 4

La resultante de las fuerzas reactivas en el pisopared
tendra un punto de aplicacion en el interior dezdaa
rayada y debe apuntar segun la vertical haciaaar®u
momento respecto a A sea maximo cuando el punto de
aplicacion se desplace hasta P de coordenb(gag). Es

facil ver que las rectas

——ga+ 52I cosay

= —la +2|.cosr
5

se cortan erx —%)I COS"@ —tgaj . Tomando momentos respecto de A resulta

2mgdcosa + mgl.cosa - 3m42l.cosa —%(g - tgaD =0

para el caso extremo d=2I.



