CAPITULO VI

CINETICA DEL RIGIDO



CINEMATICA

Un cuerpo rigido puede considerarse como un sistdenanasas puntuales cuyas
distancias se mantienen constantes durante el rmemtimm Comencemos determinando
el nimero de coordenadas independientes neceparasspecificar su configuracion
en cualquier instante de tiempo. Dado un par cigtgule particulas del rigido de las
gue sabemos que su distancia permanece constardecit,

d =c. (1)

1 1

donde las ¢ son constantes. Supongamos que heaus & posicion de 3 puntos no
colinealesr;, T, y ;. Si deseamos fijar ahora la posicion de un pumtsaiquiera del

rigido, basta con conocer su distancia a los 3gsumb colineales.

F‘3 B d, :‘ri _rl‘ =Gy
d, =lr-r/=c, (2
dis :‘rf _rs‘ =G

i

Por consiguiente, conocida la posicion de los pestosr,, T, y I, la posicion de
cualquier otro puntad; que distac,, c,Y C,de los tres puntos queda determinada por
la interseccion de las tres esferas de radiosc,, y C;centradas respectivamente ign

—

r,y l;. El nimero de grados de libertad que hay que fiara determinar la

configuracion del rigido no supera nueve, tres agadke libertad par cada punto. Pero
ellos no son independientes ya que estan vinculpdodas ecuaciones (2), lo que
permite reducir a seis los grados de libertad nedo® En efecto, se necesitan tres para
fijar el punto R; una vez fijado éste, bastan dos coordenadadifzarB, sobre la esfera
de radioc,, y centro Ry finalmente hace falta un angulo para fijar lsip@n de B en

la circunferencia que resulta de intersectar larasfle radioc,; y centro R con la
esfera de radi@,, y centro B.

z Por consiguiente, un cuerpo rigido queda ubicadel esspacio
una vez conocido el valor de seis coordenadas geregtas.

Otra forma de mostrar esta propiedad es a partindgstema de
coordenadas solidarias con el rigido. La posic@mml punto del
rigido con respecto a este sistema permanece otestsus
coordenadas no varian. Por lo tanto basta conndissstema de

- coordenadas en el espacio para conocer la posieic@ualquier

punto del rigido. Para ello se requieren tres camadas para
fijar el origen del sistema O y tres angulos quemiten fijar la orientacion de los ejes
coordenados respecto a un sistema fijo.



Por lo tanto, es necesaria la evolucion de seiahlas para conocer el movimiento de
un punto cualquiera del rigido. Veremos que las seuaciones fundamentales de un
sistema de particulas son suficientes para detarrairmovimiento de un sdlido rigido.

Si el rigido estaba restringido en su movimiento @lgun vinculo, el namero de
variables requerido para determinar el movimiemsonchuye. Las restantes ecuaciones
fundamentales permitiran determinar el sistemauggzhs necesario para que dicho
vinculo sea respetado.

Por ejemplo, para un sélido con un punto fijo hafz@ta solo
tres grados de libertad y es posible determindwdaza F que
ejerce el vinculo.

En ciertos problemas llamados hiperdinamicos ejuriiao de
0 fio fuerzas realizadas por los vinculos no queda Urd@ngn
determinado por las ecuaciones fundamentales.

Por definicion, la velocidad relativa de un punt@lquiera del rigido respecto a un
sistema solidario con él es nula. Por consiguiesuevelocidad respecto a un sistema
QXYZ estara dada por

z

Vp =Vp +Vpp
i Vp =Vip = o+wx(rp_ro)

H

Esta relacion que hemos obtenido trivialmente de dauaciones del movimiento
relativo caracteriza la distribucion de velocidadesun cuerpo rigido. La velocidad de
un punto cualquiera del rigido esta determinadadauwelocidad de un punto de uno de
sus puntos/, y la velocidad angular del sistema solidaso

Ejemplo t Dada una barra de longitud 2| que se mueve deddal que los extremos
permanecen sobre los ejes de coordenadas (vem)figDalcular la velocidad de un

punto cualquiera de la barra en funcién del angt).

B 0=k
Iy = 2sendl
2 Ea B .
0 Vo =2lcospol
Qo il
2 VP=VO+5)X(fP—fO)




v, =2l cosp i —A 7

Es sencillo, si se desea, expresar el resultadérannos de los versores del sistema
fijo.

Ejemplo 2 Calcular en funcion dé la velocidad del centro de masas de un disco
vertical que rueda sin deslizar sobre un planazbatal.

Por definicion de rodadura, = @ = oK =0K.

y v, =xi =V, +@x(f, -1,)=0+ ¢ K xRJ = -R¢$ T

X x=-Ré




CINETICA

En esta seccién vamos a desarrollar métodos queerastan calcular la cantidad de

movimiento totalP , el momentum angular totdl y la energia cinética T de un cuerpo
rigido. Posteriormente, haciendo uso de las ecnasitundamentales de un sistema de
particulas, deduciremos las ecuaciones del movimieel cuerpo rigido llamadas
ecuaciones cardinales.

Un cuerpo rigido es un sistema continuo de pads;uh generalizacion del concepto de
centro de masas es inmediata:

Smi Y prav

r. = =
: + © Zm ZIOIA\/I

ot

expresion que en el limite en que la particion @ mmmas refinada y los volimenes
tendiendo a cero conduce a

j prav
o =
que parg constante se reduce a
[rav
Q=VV
La cantidad de movimiento total es
P :Al\i/ir?ozi: my, :Al\i/irUOZiniAVi :Al\i/ir?ozi:pi %A\A :%Jﬁdv =Mvg

Para calcular el momentum angular respecto a utog@rcomencemos considerando
primero el caso de un sistema discreto de partciggdamente unidas y luego pasemos
al limite continuo. Por definicion,

l:P :Z(ﬁ _FP)xmvi

I
Usando la distribucion de velocidades en un cudpdo

l:P :Z(ﬁ —FP)X”W(Vp +5)x(ri _FP))

i
dondew es la velocidad angular del rigidowy la velocidad del punto del rigido que
coincide con P en el instante que estamos consider&or ejemplo, en el caso de un
disco que rueda sin deslizar, si P es el punted&acto,v, =0.



Podemos reescribir esta expresion en la forma:

Recordando que un producto escalar se escribengpor@ntes
AB=Y A,B,

el segundo término dEP se puede reescribir en componentes

ZZ{mi (ﬁ _Fp)za_aﬁwp —m(ﬁ _FP)[I(_; _FP),Ba)ﬁ}: ;” papWp

oop =AM =58 = m (5 =5), (=75,

es el llamado tensor de inercia.

Por consiguiente,

L, =M(F, —F. )%V, +1l .@

El momentum angular del rigido se expresa en tésnile los datos cinematics y
& que dependen del movimiento del rigido y los ddaggendientes de la distribucion
de masas del rigido Mg y Il ;.

Existen dos casos en que la expresion anteriomg#ifica. Para P = G, es decir que se
toman momentos respecto al centro de masas,

—

L =ll @
Si P es un punto del rigido con velocidad nula

Si asumimos que el rigido tiene una distribuciomtioma de materia con densidady
tomamos un sistema de coordenadas con origenpemis P,



[ =xi+yj+zk

El sistema se supone solidario con el rigido. Ensestema la matriz de inercia en
componentes toma la forma:

J-p(y2 + zz)dV —J-,nydV —'[pxde
I, = ’ - [ pryav jp(;z + 22 Jav —\J/',oyzdv
—} oxzdV " [oyzv | ,0()\(/2 +y? v
\ \% \%

y es inmediato comprobar que la matriz de inersisimétrica.

Ejemplo: Calcular el centro de masas y el tensor de inedgiaun semicirculo
homogéneo de masa M y radio R.

¥ X =rcosp
y=rser¢
z=0
H
‘:' )
z p_nRZ
2 R Vs
X = r?dr|ddcosp =0
. mzi £¢ sb
2 8,7 4 R 4R
=——|r°dr|dpsend = —=—
ve mzl £¢¢7R23 37

Los componentes,,, |, son nulos yi , =1, +1,. Debemos calcular,, I, el,,.

El calculo es totalmente analogo al realizado pateular las coordenadas del centro de
masas y conduce a

i —
IXX—IW—ZMR l, =0
por lo que la matriz de inercia respecto al ce@tres diagonal. Veremos luego que por
razones de simetria era de esperar esta formanaigia de inercia.

Antes de discutir las propiedades de la matriz ndgcia, pasemos al calculo de la
energia cinética de un sélido rigido.



T :Z::%mviz :g%m(vp +5)X(I7i _FP))Z

U~ NV AN W R U
:EMV|§+VP'wxzm(ri_rp)+22m[wx(ri_rP)]2

i=1 i=1

Usando que{Ax B)2 = A’B?sen’a = A’B? - (AB)Z se puede escribir el tltimo sumando
como

> Emlax( -r ) =X 2imlwt -7 ) @tk -7, ))]

T 2 = 2
3 3

y tomando en cuenta que’ = w,w, = Y @,0,,w,
a=1 a,B=1

y @i, -7,)=Y w, (7 -7,), se obtiene

Por consiguiente, T para un cuerpo rigido tierferima

Tzémﬁ+wwgmx@,43+%@mpm>

En la expresion anterior P es un punto cualquiefa s la velocidad del punto del
rigido que en el instante considerado coincideRon

Si se eligeP =G, centro de masas

T=1mvz+iam,
2 2

Si P es un punto fijo del rigido

_|
I
N
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v
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Propiedades del tensor de inercia

Hemos visto que para el calculo del momentum angula energia cinética de un
rigido resulta imprescindible conocer el objetg,;, cuyas componentes respecto a

cierto sistema de referencia solidario con el dgabn origen en P hemos dado
explicitamente. Dichas componentes forman una msitmétrica en dimension tres.

Vamos a probar mas adelante que siempre exististems de ejes ortogonales en P tal
gue la matriz de inercia respecto a dicho sistesrdiagonal.

0y =1,0,
0 sea
I, 0 0
=0 1, O
0 1

Los ejes del sistema cartesiano en que la matrizatesta forma se llaman ejes
principales y los correspondientes elementos aeattiz de inercia diagonal, lly, I3,
se conocen como los momentos principales de inercia

Si la velocidad angular del rigid@ esta orientada segun uno de los ejes principales,
entonced! & también lo esta. Por ejemplo, si

wi

Y]
1

l@=lwi

En este casac es un vector propio de Il con autovalar Ello implica que para
determinar los momentos principales de inerciasydes principales basta resolver el
problema de calcular los autovalores y autovectdeegna matriz. Los autovalores son
los momentos principales y los autovectores apumtanla direccion de los ejes
principales.

La ecuacion de autovalores que nos interesa resegve

Hv=1Iv
donde Il es la matriz de inercia en cierto sistafeareferencia e | es uno de sus
autovalores. Se trata de un sistema homogénecesi@tuaciones con tres incognitas

correspondientes a las componentesiddEste sistema admite soluciones no triviales
solo si el determinante de los coeficientes seaartid decir,



donde hemos usado la simetria de la matriz deime®e trata de una ecuacion cubica
en |, llamada usualmente ecuacion secular. Un rieiden conocido en algebra lineal
establece que la ecuacion secular de una matrétritan siempre admite raices reales y
sus correspondientes autovectores son ortogonales.

Para cada una de las raices de la ecuacion seseillaesuelve la ecuacion de
autovectores y se obtiene la direccion correspoteli@ uno de los ejes principales.

En general en la mayor parte de los problemasipodctel rigido tiene ciertas simetrias
que permiten determinar los ejes principales pepeccion.

z Por ejemplo, si el rigido es de revolucion alrededis eje Pz, es
facil ver que los productos de inerciae Ly se anulan por simetria,

. si uno elige el eje z como el eje de simetria. ladrimde inercia no
puede cambiar, debido a la simetria de revolucidntar alrededor

‘B ¥ | de z los ejes x e y. Ello implica que la matriziercia respecto a
cualquier sistema de ejes ortogonales que tengeje @le simetria
por eje z toman la forma:

o

I,

o O x
o x
T O o

que corresponde al caso en que la ecuacion séiemaruna raiz doble.

En el caso de un rigido que tiene un plano
de simetria es inmediato comprobar que la
matriz de inercia respecto a un punto P
perteneciente al plano tiene al eje
' perpendicular al plano por P como eje
¥ principal de inercia. En efecto, es
inmediato comprobar que

y la matriz toma la forma

Para encontrar los tres ejes principales bastaiegonalizar la matriz restringida al
plano Pxy.

Un caso particular con esta simetria es el deidgidas planos. El eje perpendicular al
plano del rigido es eje principal de inercia.



Teorema de Steiner

Las expresiones obtenidas para calcllgrT son vélidas cualquiera sea el punto que se
toma como origen del sistema de coordenadas soligdrrigido. Muchas veces
conviene tomar momentos respecto a cierto puntopiumo fijjo del cuerpo, por
ejemplo) aunque el calculo del tensor de inerce re@s simple en otro punto. El
teorema de Steiner permite relacionar los tensteesercia respecto a dos puntos.

Supongamos por ejemplo que tenemos un cubo copeun e
fijo que pasa por una de sus aristas. Es masdalciilar la
matriz de inercia respecto al centro de masa @ugalos 3
ejes perpendiculares a las caras son obviamemeipgaies,

:F y luego pasar a los ejes paralelos por P.

p Para probar el teorema, recordemos que:

N

loos =AM E =70 -m (7 —10), (5 -1 ),)

i=1

y tomamos el origen de coordenadas en P, de maglg,guO.

N
y usando qued mf; = Mfg =0
i=1

—_ 2
s =M (823, —a,a, )+ 1 oy

gue es la forma general de la relacion de Steimiee ¢é0s tensores de inercia respecto a
P cualquiera y respecto al centro de masas G.iEgrfads que esta relacion solo vale si
ambos sistemas tienen sus ejes paralelos.

Ejemplo: Se desea trasladar a lo largo del eje Ox



by =M (826, — 823,10, )+ 1l 6

por lo tanto

loo = lour lpy =lgy tMa® y I, =lg, +Ma®, y todos los productos de inercia
permanecen invariantes.

Rotaciones

Hemos visto cémo relacionar dos tensores de inerespecto a ejes paralelos
trasladados. Supongamos que queremos relacionansar de inercia respecto a dos

sistemas rotados uno con relacién al otro.

Por ejemplo, en la figura consideramos el casanderotacion plana.

v Llamamosr, a las coordenadas de Q respecto a Pxyz y
e r. asus coordenadas respecto g Px

’rf Bajo un cambio de base las coordenadas de Q se

transforman linealmente. Es decir,
P
b = ‘ 3
o =2 Aapls
=1
donde A es la matriz correspondiente a la rotacion conadterLas rotaciones dejan
invariantes las distancias de Q al origen.

3 3 3 3
L S DA D PR P

p=1 y=1 a,B.y=1
3 ) 3
=D 05 = D 10T,
p=1 B.y=1

donde /%, = A, es la matriz traspuesta de
Como la relacién se cumple para todo punto Q, tasul

z/]ﬁa ay

relacion que escrita en forma matricial toma larfar

AT =



oseadl' =At y ATA=AA" =
Las matrices que verifican esta relacion se llaoreosgonales.

Recordando la forma explicita del tensor de ineesalta

Il;afgm{ﬁ'z% ﬁ} Zm{*z w5 (ZAW .yj@%rmj}:

y=1
N 3 3
= Zm FizZAGVAT (ZAHV/‘JIJ’ IJrlyj = Z/]ay“ PVJ/]:EB
i=1 y=1 y,0=1 y,0=1
Es decir,
ey =AN,A"

Los objetos que transforman de este modo son llas@msores de rango dos.

Ejemplo: Calcular el tensor de inercia de un cubo respetis ejes Oy z que se
muestran en la figura.

Comencemos calculandolo respecto a Oxyz y luego
il .
I rotaremos un énguléj— respecto al eje Oz.
I 4
. -
i N I
7 e . ke
o .y
X b4
aaa a 3|2 5
j“,o(x +y )dxdydz a’ ,0— +a ,oy =2,0a—=EMa2 =1, =1,
000 0 0 3 3
aaa 2 a »o|a 2
”J'pxydxdydz— pa— Y :_Ma =l, =1,
000 0 2 0 4

por lo que respecto a Oxyz la matriz de inerciaat¢erforma

2 1 1

3 4 4

Il, =Ma? o2 1
4 3 4
2112

4 4 3




Calculamos ahora la matriz de rotacion alrededbejeeOz con anguld : A; (cl))

X'= xcosp + ysend
y'=—xsend + ycosp
2'=z

A cosp senp O
e -senp cosp O
0 0o 1

gue es una matriz ortogonal. En

cosp -senp O
A =A(-¢)=|senp cosp O
0 0 1
AAT=ATA=1
1
Parad):E,An:Q -11
477" 2
0 O

y soOlo queda por calcular

I =A Il AT

4

NI

Concluyamos es capitulo con una observacion immpkertdJsualmente se calculan las
componentes del tensor de inercia respecto a @jiesusos con el rigido. Si uno desea
calcular, por ejemplo, el momento angular respettoentro de masas G, basta con
calcular las componentes de la velocidad angulal eistema solidario. Lueghh ;.w

nos dara el vector momento angular expresado ezjdessolidarios.

Si bien siempre es posible trabajar en los ejadaads con el rigido, hay casos en que
puede convenir usar otros sistemas de referetamadlos ejes intermedios, donde las
componentes del tensor de inercia son también aotest



Ejemplo:

Un cono rueda sin deslizar sobre un plano horizmua su vértice A fijo a una altura

R, igual al radio de la base, del eje z. El conuetialtura h,
Z angulo al vérticer, y masa M. Se desea calcular la energia

a cinética T del cono en funcién de

T | Es facil ver que la distancia de G al vértice A§§s

Elegimos ahora un sistema de ejes principales p&t §e
C de simetria AG del cono es obviamente un eje praici

por lo que elegimos el eje z segun AG. Como el @mnde
revolucion alrededor del eje AG, cualquier par ges eperpendiculares a AG son
principales. Elegimos y segun la horizontal y x selgivertical.

Respecto a estos ejes el tensor de inercia tidioenta

| 0 0
l,=[0 1 0
00

3

Para determinar la velocidad angular del cono casrans observando que
v, =0, ya que A es fijo.

V. =0, ya que el cono rueda sin deslizar.

Por lo tanto

Vo =V, +ax(f. -1,)=0 = a@x(f. -F,)=0

O & es colineal conr, — T,

@ = wcosa K + asenai

La velocidad del centro de masas es

— — — 3 g 3 ° - °

Vg =V, +twx|-=hk |==h8) 0O 6=+wsena
Y 4 4

0 sea

O=0ctgak +6.7




Para calcular T basta recordar que:

1 1.
ZEMV/Z_\"'ECUE"A Léo

N
<
<l
>N
1
(@)

:lla)x2+llga)z2 =
2 2

N |-
o o —
o — o

cTJEI]IADE'):%(wX 0,w,)

£ ot

w

1.:2 1 - 2
==16 +=1.ctg’a b
> 5'3 g

Los momentos de inercia al punto A del cono son

3
|, =—Mh?g’a
T g

|:2%|v|h2(4+tgza)

y sustituyendo se obtiene

.2

T =%Mh2(6+tgza)6?




