CAPITULO 1lI

TRABAJO Y ENERGIA

"De todos los conceptos fisicos, el de energipresablemente el de mas vasto alcance.
Todos, con formacion técnica o no, tienen una pmEié® de la energia y lo que esta palabra
significa. Energia es lo que debemos pagar para lagecosas se hagan.... La energia es la

moneda universal que existe en incontables variestadada proceso fisico representa una

conversion de esta moneda de una variedad a btra.

A.P French
Newtonian mechanics(1971)
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TRABAJO Y ENERGIA

[11-1. Introduccioén

Cuando las fuerzas que actiian sobre una parieydaeden expresar como funcion de la
posicion, es decitF = F(F) = F(X,Y,2), los métodos de integracién de las ecuaciones de
Newton descritas en el capitulo anterior no somgemreral suficientes. En efecto, s6lo podemos
resolver el caso de fuerzas unidimension&tes F (X)i .

Veremos en este capitulo que los conceptos dejtrgtenergia nos resultaran atiles para
la descripcidon de movimientos sometidos a estedéfuerzas.

En este capitulo hace su primera aparicién unegminajue tiene fundamental importancia
en todas las ramas de la fisica: el concepto dgjiend.a clave del inmenso valor del concepto de
energia radica en su conservacién. En este capitumos algunos ejemplos en que la energia
mecanica se conserva y que, en los casos en qupehdigla de energia mecanica, siempre es
posible reconocer otras formas de energia que i@egu conservacion.

[11-2 Trabajo.

Consideramos una particula A que se mueve ado lar
de la curva C bajo la accién de una fuelfzaque puede variar
a lo largo de C. Si se consideran desplazamientos
suficientemente pequefids, I = A;Ai la fuerzaF se podra
considerar aproximadamente constante en este attegvigual
a IEO. El trabajo efectuado por la fuerzk en dicho

desplazamiento se define por el producto escalar
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El trabajo total ejercido sobre la particula cumBdta se mueve de A a B a lo largo de la
curva C es la suma de los trabajos efectuados pidmhki en los sucesivos desplazamientos
infinitesimales

Mz

= lir r:j F [@r
AT -0 =0

Dicho limite es conocido como la integral a Igtade la curva C entre los puntos Ay B.
A pesar de que el concepto de integral sobre unaas nuevo, en muchos casos es posible

evaluar directamente la sumatoria. Para poder lealelitrabajo debemos conockr en funcién
de x,y,z y la ecuacioén de la trayectoria seguida por léd@da.

Si la curva C esta dada en forma paramétrica

tal que F(A)) =Ty r(Ag) =T

entonces consideramos una particion de la curyzeqoefios intervalos es la misma que divide el
intervalo AB

AT =1(A,)-T(A)

y se puede calcular el trabajo mediante una integdénaria , en efecto
N

im Y FFOANTr(Aa)-r(4)

i=0

N F
- Anmg FrO)ELA

j (r(1)) Gd—dA

f:;[FX(X(A). YA, ZADX (A) + F,y (X(A), Y(A), ZA)Y (A) + F,(x(A), Y(A), 2(A) Z (A) oz

Calculemos ahora el trabajo en algunos casosesnpl
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Ejemplo 1
Trabajo ejercido por una fuerza constarte=F, para desplazar una particula
de AaB alolargodelacurvaC
N
W, = A|i|rqoz F, AT

i=0

como F, es constante podemos usar la distributiva delymtodescalar y escribir:

At - 04

N
W,z =F, 0im » AT
i=0
=F Eﬂfa - I7A)
ya que la suma de los desplazamierloE es el desplazamiento total de A hasta B.

Vemos que en este caso el trabajo realizado pérelaza constante no depende de la
curva C elegida para ir de A hasta B. Mas adelagtemos que las fuerzas que realizan un trabajo
independiente del recorrido se llaman conservatikas fuerzas constantes son por lo tanto un
ejemplo de fuerzas conservativas.

B . .
El trabajo de una fuerza constante para llevarpamticula de A
a B es como hemos visto

W, = Fy @ag =|Fy|d g COSE

Por lo tanto, una fuerza constante que es perpéadial vector
desplazamiento realiza un trabajo nulo.

Por ejemplo, el trabajo ejercido por la fuerzegdevedad sobre un cuerpo que se mueve
sobre un plano horizontal es nulo.
Otro ejemplo de fuerza que ejerce un trabajo radola

»V e - .
fuerza centripetd=, en un movimiento circular. En efecto

mg
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W= lim > F/ AT =0

Aﬂﬂoi

ya que cada sumando es nulo por Eér perpendicular al desplazamierfior
dirigido segun la tangente.

Ejemplo 2 Trabajo ejercido por la fuerza de friccién sobnecuerpo apoyado sobre un
plano horizontal. Deseamos calcular el trabajacgjerpor la fuerza

A; \:: ::‘ B Ff::_languv

E v
f sobre un cuerpo que se desplaza de A a B a lo thrda
curva C
= I|m F AT
Aim2.

En el limite cuando los desplazamientos tiendeera, su direccion coincide con la de la
tangente, de modo que

AT =|A T, =414,

I I v
dondeA;| es la longitud del arco recorrido para irrdear; + Ar

Por lo tanto
W,y = AI»ilm0 > = H Mol = - mglg,
il = i

dondel 5z es la longitud de la curva C entre Ay B.

El trabajo es siempre negativo y proporcional latgitud de la curva recorrida para ir de
A a B. En este ejemplo, el trabajo depende dealgettoria elegida para ir de A a B a través de su
longitud y por lo tanto las fuerzas de friccion swnejemplo de fuerzas no conservativas.

Ejemplo 3 Caso general unidimensional
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—>F(x) Consideremos en este ejemplo el caso de una
particula que se mueve a lo largo del eje OX salvei
(’) A P B »X  una fuerza general que depende de la posiEi¢K)i .

El trabajo realizado por F(x) en el
desplazamiento de A a B estara dado por

Wag =A_|)i(r1102 F(%) 4 x= J;B F(X dx

Si F(X) es una primitiva dd= (x):

P

WAB = F(XB) - F(XA)

y por lo tanto en este caso el trabajo se puede
expresar en términos de la posicion inicial y

final, por lo que las fuerzas unidimensionajes
—_ X no dependen Unicamente de la posig@®@mpre
0 A B son conservativas.

Si F(x) es la fuerza producida por un resorte

F(x) = —kx
Xg -kxg kxa -k
Was = — kx dx= B 4 A — 2 _ 2
nB _[XA X X 5 5 o (Xg = Xa)

En el caso en que actlan varias fuerE@sFZ, F3,...sobre una particula, los trabajos

realizados por cada una de ellas en un pequefitadaspentoAr seran:

— —

AW, = E AT, AW, = F, A7, AW, = F, A7

El trabajo total se define como la suma

AW = F, A

+F, AT + F,.AF

=l
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= F [AF
que es el trabajo realizado por la resultante sléukerzas aplicadas.
En el sistema MKS, cuyas unidades basicas sorebnel kilogramo y el segundo, las

fuerzas se miden en Newtons y por lo tanto el jcaae se expresa en términos de productos de
fuerzas por distancias se expresa en Newton niketnegdo Joule, y que se abrevia

1J=1Nm=1kgn & m 1 kgfd %s

En el sistema CGS de unidades, las unidades basicael centimetro, el gramo y el
segundo, y las fuerzas se miden en dinas.

1dina =1gren &
y el trabajo se expresa en ergios

1erg =1dinax cn=1gcerf/
=107

[11-3 Potencia.

Consideremos una particula con velocidad instaatd. En un pequefio intervalo de
tiempo la particula sufre un desplazamiento

AF =VAL

El trabajo realizado por una fuerka que actiia sobre la particula en dicho intervalo es

i

I

AW = F [T = FVAt

Se define la potencia instantanea por
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y la potencia resulta ser el producto de la fuparala velocidad. El trabajo total realizado d%r
parair de A a B alo largo de la curva C seguiialg particula se puede expresar en funcion de la
potencia por

Wyp = Jim FAT _||mZFvAt—jBP(t)dt

expresién que coincide con la obtenida en térmilgoana curva dada en forma paramétrica. Aqui
el parametro es el tiempo y la curva C la trayéstaral seguida por la particula.

La potencia es un concepto de gran importancietipgden ingenieria, ya que el tiempo
requerido para realizar un trabajo es por lo genkrgran interés.

En el sistema de unidades MKS la unidad de paersiel Watt (vatio).

Una unidad de uso frecuente es el caballo de veiRyrdefinido como la potencia
necesaria para elevar 75 kg a una altura de 1 metom segundo

IHP = 75<98N—m—735J/S 733NV

llI-4. El Teorema de la Energia.

Existe una importante relacion entre el trabaplizado por la resultante de las fuerzas
que acttan sobre una particula y la variacion decidad de la misma. Esta ley se obtiene de la

segunda ley de Newton que relaciona la fuerzatesgelF con la aceleracion

E=m&
dt

La relacion antes mencionada puede deducirse sigdeente propiedad de la derivada de
un producto escalar

2 — — —
v _d(vDy) _ de+\7[-|d—v 2de

dt dt dt dt dt

Entonces, multiplicando la ecuacion de Newtonlasgente poV resulta
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— 2
ﬁ@:mﬂ@:lmdlzg lm\/2
dt 2 dt dt| 2

La magnitud%mv2 recibe el nombre de energia cinética de la pdatiGe trata de un

escalar que depende de la masa y velocidad detiayba:

T=1m
2

La relacion que acabamos de establecer entreten@a y la energia cinética puede
escribirse

p=dl
dt

Si integramos dicha ecuacién en el tiempo resulta

t t
Wy = [ *Pdt= ol =T, -7,
th t, dt
o0 sea
Br r 1 1
W = | FOr==mé -= my
AB A 2 B 2 A

donde la integral debe tomarse a lo largo del camsgguido por la particula. El trabajo total
realizado por la fuerza resultante es igual a teg#n de la energia cinética de la particula.

Ejemplo 1.

Un resorte de constante k actla sobre una magmyada sobre un plano horizontal sin
friccion.

a » Inicialmente, el resorte se estira una distangia a
se suelta.
m . .
Calcular la velocidad cuando ésta pasa por un

X ] >y punto situado a una distancia b de la posicion de
0 1

equilibrio.
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Sobre la masa m actian el peso, la reaccion norrmlfuerza del resorte. El trabajo
realizado por el peso y la normal es nulo.

WA La Unica fuerza que realiza trabajo es la delrteso

b 1 1
Wy =Ja—kxdx=§ mg 3 my

'kg perov,=0, es decir
b —%kx,f+%kx§:%m\§
wo(Khe-)
T
Ejemplo 2. Z(In
Un cuerpo de masa m desliza sin friccion sobre una a b X

superficie lisa como se indica en la fig.11 Si padel reposo
cuando se encuentra a una altura h, determinaidaidad cuando llega al punto b.

Sobre el cuerpo actian el peso y la reaccion datenéa superficie. La reaccion normal
no realiza trabajo ya que en todo momento el deapi@nto es perpendicular a la fuerza.
El peso es una fuerza constante

F, = -mgk
Por consiguiente, hemos visto que
Wab = 0 [qrb _Fa) = _mg< mﬁ; _Fa)
=-mg(z - 3)= mgz
ya quez, =0y, por lo tanto,

1 1 1
W,y = mgz=- m%‘a mgFE mfy

Vo =4202%

0 sea

mg
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l1I-5. Energia potencial

En muchos de los ejemplos que hemos considerbttabajo realizado por las fuerzas no
dependia del camino seguido para ir del puntoahigifinal. Tal era por ejemplo el caso del
trabajo realizado por las fuerzas constantes.

Llamaremos conservativas a las fuerzas cuyo wahajdepende del camino recorrido.
Mas precisamente, una fuerza es conservativa fsine®n de la posicionF = F(X, Y, 2) vy si

ademasel trabajo realizado poF para llevar la particula d@ a b es independiente del camino
recorrido, o sea

Wop1 = Wapo

Como el trabajo por una fuerza para irédea b a
lo largo de la curva (1) puede expresarse

° v W, = [ Frdir = -["FaF = -w,,,

resulta que el trabajo necesario par llevar laipaet deb a @ a lo largo de la misma curva es el
opuesto.

Por lo tanto, podemos escribir en el caso de fuesea
® conservativa

EY Wps = Wapo =~ Wiso

0O sea,
v

W1 + W, =0

En otras palabras, si la fuerza es conservatidabhjo hecho por la fuerza sobre la
particula en un circuito cerrado es nulo. Estaltado no puede sorprendernos, ya que si la fuerza
es conservativa el trabajo realizado para irdeal mismo puntod no depende del camino
recorrido y por lo tanto debe ser igual al trabrajalizado segln el camino nulo, que obviamente es
cero.

Llamaremos no conservativas a aquellas fuerzas trapajo sobre una particula depende
de la trayectoria seguida para unir el punto ihiginal. Un ejemplo de este tipo de fuerzasaes |
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friccidn. En efecto, vimos que el trabajo realizgw las fuerzas de friccién era proporcional a la
longitud de la curva recorrida y por lo tanto defiarde la trayectoria.

Estamos ahora en condiciones de definir la engogtencial asociada a una fuerza
conservativa. Se, un punto fijo que se elige como referencia. Erégsnpodemos definir

U(F)=-W,, =-| F(r)@r

AT ya que dicho trabajo sera (nicamente una funciofi deor ser la
r+Ar

g fuerza F conservativa. Obsérvese que la definicién @)
depende de la eleccion del punto de refereffigiaun cambio de

puntos de referencia cambia el valorld¢r) por una constante.

Calculemos ahora el cambio d¢& cuando la particula
sobre un pequefio desplazamienta’da I + Ar :

U +A7)=U(7) =W, ;.o +W, . =-F AW

.l

Esta ecuacion se puede escribir en la forma

U(X+AX, y+Ay, z+A2—- U x vy k=£Ax+£Ay+£Az=
X ay 0z

= —FxAX - FyAy — FzAz

Como la relacion vale para todo desplazamientoifesimal Al , debe cumplirse:

sz—ﬂ Fy:—ﬂ Fzz—ﬂ
ox ay 0z

En forma vectorial estas ecuaciones se puedeibiesem términos del gradiente dé,
definido por:

Au _ou i~+o"U ]+dUR
X ay 0z

y por lo tanto

F(r)=-0U(F)
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En conclusién, hemos probado que si una fuerzeoeservativa ella puede expresarse
como el opuesto del gradiente de la energia patenci

Es posible probar el reciproco, es decir que ai fulerza se puede expresar como el
gradiente de una funcidd (") entoncesF es conservativa Y (') es la energia potencial.

Nuevamente, el valor dd (I") resulta determinado a menos de una constantefeEto e
si

U'(F)=U(F)+C
entonces
F(r)=-0U(r)=-0U'(F)

Por otra parte, si la fuerzk se puede expresar como un gradiente, sus comgsnent
debe satisfacer ciertas condiciones.

En efecto
JFx _ _Jd°U _ J°U _JdFy
ay X K&y Ix
JFy _ _Jd°U _ J9°U _JFz
oz k¥ KXo dy
dFz _ 0°U _ J°U _ JFx

ox  xdz ok Oz

Por consiguiente, si una fuerza es conservatis@a@mponentes deben satisfacer

de_dFy_O c?Fy_é'_Fz_O E_JFX_O
ady  OX Jdz oy ox 0z

También es posible probar el reciproco, de mod® gumple que las relaciones que
acabamos de establecer son condicion necesarfigste para que una fuerza sea conservativa.

Ejemplo Se consideran las siguientes fuerzas

F, =axyi -azj—axk
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F, =2ax i -bzj-byk

a) Determinar si son conservativas.
b) En el caso de que lo sean, determinar la enpogéncial asociada.
a) SiF, es conservativa debe cumplir para todo valox gez:
0= ORX _JdRy _ ax
ay 1704
0= Ry OJFz_
0z ay
0= JFz  JFx - _a
1704 0z

y por consiguientd~ no es conservativa. Analogamente veamos quéeparaF,

0= JdFx  JdFy -0

oy oX
0= IRy IRy =b-b
0z ay
0= IRz IFX _ 0
X oz
y por lo tantoF, es conservativa.
b) Calculemos ahora la energia potendialasociada EZ .

Tomemos como punto de referencia para deffipiel origen de coordenadas. Cor#g

es conservativa podemos elegir el camino como nmejerconvenga para ir d§ a ;. Lo mas
simple es seguir rectas paralelas a los ejes coadds.
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(x.y.2) U,(%,¥1,2,) = ‘J,-: - ar
5 4C; R :—J;l IEZ dr - ., IEZ F_J‘% IEZ dr
/Lch

AIoIargodeClzy=z=0,dF=dXT
— _ S _ X _ 2
L Fzr—jO FZde—J'0 2ax[dx=ax;

Alo largo deC, :x =%, z2=0, di =dy |

F,dr= Lh F,,dy=0

Finalmente a lo largo d&;:x = x ,y = y;, di = dzk

L F, @r jozl F,,dz= fozlbyldzz by, 2,

Por lo tanto,

UZ(Xliyl’Zl):_a)f_ by 7

y se puede verificar facilmente qtlt:g es el opuesto del gradienteds.

[11-6. Conservacion de la Energia.

Cuando una fuerza es conservativa, el trabajochpohuna fuerza cuando la particula va
de T, aT, se puede expresar en términos de la diferencémeigia potencial en dichos puntos.

En efecto

- ; B .

I, = . (= [EI= .
N CFOr=|Fdr-| F@r
r] n o iy

=U(r)-U(r,)
y por lo tanto cuando la fuerza resultante queaastibre una particula es

0

conservativa resulta del Teorema de la Energia
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W = [*F B =U(r) U (r,) = miG - my;
es decir,
1 v 2.1 V2 .
EmA+U(rA)_§mB+U(rB)

A la suma de la energia cinética mas potencialremstante dado se le llama energia
mecanica total de la particula y se le designaBpoHemos establecido por consiguiente que
cuando las fuerzas que actlan sobre una particunlacsiservativas la energia mecanica total E de
la particula permanece constante y se cumple

%m%+UU)=E=cmBMMe

I1I-6a. Caso unidimensional

En el caso de movimiento a lo largo de un reetfyérza tiene la form& (x) y el trabajo
Wos = [“F ()dx = F(x,)=F(x,)
y la energia potencial
U(x) =~ LO F (x)dx = =F(X)+ F(x,)

ComoF(X) es una primitiva dd=(X) se cumple que

dU(x)

F(x)=- ™

y la ecuacion de conservacion de la energia est&blee

E=%m%+w»
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Obsérvese que si se cambia el punto de referdpdmenergia potencial cambia por una

constante y por consiguiente la energia mecaniohiém lo hace. Sin embargo, la informacion
contenida en la ecuacion no cambia; ella sigudlkesti@ndo que la suma de la energia cinética y
potencial se conserva.

La ecuacion de conservacion se puede escribir

E:%mx2+U(x)

Esta ecuacién se obtuvo del Teorema de la Enargéase demostrd haciendo uso de la
ley de Newton. Sélo contiene derivadas primerak gmsicion, al contrario de lo que ocurre con
la ecuacion de Newton, que contiene derivadas sigurPor esa razén, de la ecuacién de
conservacion se dice que es una integral primerta @mergia. Ella permite calculx(t). En
efecto,

%:JﬁiE—U(x)i

0O sea,

.r xdt :J-tdt

‘O,/%‘E—U(X)i fo

y haciendo el cambio de variable= X(t),dx = xdt
IXL: dt=t-t,

“,/%iE—U(X)i o

ecuacion que permite obtener una relacién eltrg t y resuelve el problema del movimiento
rectilineo de la particula.

Ejemplo Se desea determinar la velocidad de una nfiiséigada a un resorte de constatte
cuando ésta se encuentra a una distarcidel punto de equilibrio. Se sabe que su velocidad
cuando pasa por dicho puntowgs

F(x)=-kx
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1 1
U(x)=+=ké-=k
() =+ lo¢ =2 kg
Si se toma la posicion de equilibrig =0 como punto
de referencia
1
k m U(x) = > k@

| x y la ecuacién de conservacion de la energia estahbjlge
E :1m\f+1 k)f :l mg
2 2 2
En la posicion de equilibrio la energia del sistess puramente cinética. Para X, (el
maximo valor que puede alcanzédr) V debe ser nula y por lo tanto la energia del setsena

Unicamente potencial

1, 1
—kx;,==m
2 %m 2 ¢

y el valor maximo del estiramiento del resorte vale

szx/%vo

Es posible obtener una gran cantidad de informaaé partir de conservaciones
cualitativas que hacen uso de la curva de enecgémgial y de la conservacion de la energia

Sea U(x) una funciébn energia
potencial representada por la curva de la

E, .
figura 19
N
Dado un valor de la energia E, el
E movimiento estara confinado a aquella
3 regiones del eje x para los cualééx) < E.
E; La diferencia entreE y U(x) es igual a la
E, ene_rgia cinética, que siempre es posi_tiva. La
minima energia posible €&, , con dicha
> energia la particula permanece en reposo en
X; X X X5 X el puntox,.

X3 Xy
Cuando la particula tiene un energia

un poco mayorf;, puede moverse entre los puniQy %,. Al alcanzar dichos puntos la particula
se detiene y cambia el sentido del movimiento. Rionos que en un punto de coordena¥lda
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fuerza que actlia sobre la particulaFgx) = -U'(x) , por lo tanto erx, la fuerza esté orientada
negativamente y er, positivamente. Con una enerdta la particula podra oscilar entrg y X, y

si inicialmente tiene una posicion mayor gueterminara moviéndose indefinidamente hacia las
X crecientes.

Un punto dondéJ (x) tiene un minimo es llamado punto de equilibri@kelst. En dichos
puntos, la fuerza que actla sobre la particulauksynsi ésta se encuentra inicialmente en reposo
permanecera en reposo. Si la particula es desplanaa pequefia distancia de dicha posicion
experimentara una fuerza restauradora que tenddiévarla nuevamente a la posicién de
equilibrio. Un punto en quél (x) es maximo se llama de equilibrio inestable. Undi@da en
reposo en dicho punto permanecera en reposo, pemeguefio desplazamiento provocara la
accion de una fuerza que tendera a alejarla desiaipn de equilibrio.

Ejercicios

A 1) Una particula alfa en un nicleo esta sometido a
v, accion de un potencial como el de la figura.

\ / a) Describir los movimientos posibles

\ / X b) ¢Cual es la menor energia que deberia tener
v una particula que obedece las ecuaciones de lanidma
0 clasica para escapar del nacleo?
2) La energia potencial asociada a la fuerza dadotion entre los dos atomos de una

molécula diatémica tiene la forma aproximada

a b
U(X) == +—
( ) X6 X12

dondea y b son dos constantes positiva¥ya distancia interatdmica.

a) Calcular la fuerza.

b) Suponiendo que un atomo es muy pesado y es&peso y el otro se mueve en una dimensién,
estudiar los movimientos posibles.

¢) Calcular la posicion de equilibrio y la frecuende las pequefas oscilaciones del a&tomo mas
ligero suponiendo que tiene masa m.
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111-6b. Caso tridimensional

Mientras que en el caso del movimiento en una gsmde la ecuacion de conservacion de
la energia permite, como hemos visto, determin&ydorariax(t), en el caso tridimensional la
ecuacion de conservacion sélo permite determinandelulo del vector velocidad.

Discutiremos en esta seccion dos casos importgaesus numerosas aplicaciones. El

primero es el caso de la particula sometida a wead constante y el segundo el del movimiento
central.

La energia potencial asociada a una fuerza cdasgmes
r = —
U(r) =~[ F, @dr =-F, i -1,)
fo
Si se toma como punto de referencia el origerodedenadas,
u(r)=-F, @

y la ecuacidén de conservacion establece que

E:Emvz—lfo[if
2

Ejemplo 1
Calcular la energia potencial debido al peso glves
z el ejemplo 2 de la seccion IV-3) usando conservadé la
energia.
a
% F, = —mgk
o b

U(2) = +mgk [F = mgz

Sobre el cuerpo del Ejemplo 2 actiian dos fueeaseso y la reaccion normal. De esta
Gltima vimos que no realiza trabajo, de modo quepms escribir;

%mV§+mg;=% mg+ mgor—% ndv

0O sea,
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Y% =v29%

Ejemplo 2
Demostrar que las fuerzas centrales, cuya forma es

/" F(r) =F(n)e
P

x son conservativas, calcular la energia potenciatiada y escribir la
ecuacion de conservacion de la energia.

Para probar queF (') es conservativa verifiguemos que satisface laglicmmes
necesarias y suficientes

IFx _ dFy JFy _ dFz JFz _ JFX
ady  0Ox Jz oy X 0z
Tomando en cuenta qu& = :; , las componentes cartesianas de la fuerza son
F, =—F(r)
r
-y
F, ==F(r)
r
V4
F, =—F(r)

donde

IF, _ d (F(r)jo”r _xyi[mj

r

oy dar\ r o"_y_rdr
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%, -y I FO)or S (Pl
JX dr\ r JJdx r dr\ r

lo que demuestra la primera igualdad, del mismoawpe se puede verificar las otras dos, lo que
prueba queF es conservativa.

Para calcular la energia potencial, elegimos umopde referencia cuyas coordenadas
esféricas sor(ry, &,9,) e integramos yendo desde el punto de referendta fe punto final

(r,6,¢). Podemos elegir el camino de integracion de lmdogque mas nos convenga. Seguimos
primero la direccion radiaC, desdéry, 6, @,)hastdr, 6;,9,)y luego nos movemos a lo largo de
la circunferencieC, de radiol que va desdér, &, ;) a(r,6,9).

Alo largo deC,
(1105, 0) dr = drg,
(r.6,9) r
00 JFor =] Foor

v

A lo largo deC, la fuerza es en cada
instante perpendicular al desplazamiento de
modo que

Fr=0
C,

y por lo tanto
U(7) =~ [Fdr=~[F - [Fdr =~ F(r)dr =U(r)
CC, o} G,

Co
y la energia potencial sélo depende en este calsodigtancia al centrd .

Para el caso de la fuerza de atraccién gravitatigne es un ejemplo de fuerza central,

GMm._,
— r2 er

F(r) =
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U(r):+j

To

GMm _GMm+GMm
2

r o

dr =

Usualmente se toma el punto de referencia erfieitin con lo cuall (r) toma la forma
GMmr
U(r)=-

La ecuacion de conservacion se puede escribir
%mv2 +U(=E

Se define velocidad de escape de un planeta coménima velocidad que debe tener un
cuerpo cerca de su superficie para poder llegafiaito.

Se debe cumplir
1 Y —GMTm:—GMTm+1mvfo _
R; 00 2

1
—my{ =0
2\«5

y por lo tanto

VE21Fi3r=J29R-=1130mﬂs
[1I-7. Fuerzas no conservativas
Hemos visto varios ejemplos de fuerzas no conteagpara las cuales el trabajo

depende de la trayectoria. La friccidn y las fusida resistencia de un fluido son ejemplos de tales
fuerzas.

Una particula puede estar sometida simultdneanselateaccion de fuerzas conservativas
y no conservativas. Por ejemplo, un paracaidistéd sometido a la fuerza de gravitacién
conservativa y la resistencia al aire no conseraati

Se cumplird que el trabajo total de dichas fue¥¥¢ase puede escribir

W = Ve + W

dondeW es el trabajo de las fuerzas conservativigy el de las no conservativas. En términos
de la energia potencial

Wr = Uy - U, + We
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Usando el teorema de la Energia resulta
We=Th-1
Wye =W =(+ L)-(T+ U)= B- §

es decir

DondeE, es energia mecanica finalg la inicial. En este caso la energia mecénica no
se conserva: disminuird o aumentara segun\Wuesea negativo o positivo. En el caso de la
friccién, por ejemploW' siempre es negativo y la energia mecanica dismirtty posible ampliar
el concepto de energia de modo que la energia macpardida reaparezca en otra forma de
energia; en el caso de la friccién se transformanengia interna del sistema. La energia interna es
una medida de las vibraciones moleculares del ougrm aumento de la misma se manifestara en
una elevacién de la temperatura.

La conservacion de la Energia se ha transformadm @rincipio basico que esta presente
en todas las ramas de la fisica. El estableceajerdrgia total es constante. En muchas ocasiones,
a lo largo de la historia de la fisica, el prinoigarecio fallar, pero en todos los casos se
encontraron nuevos fenédmenos que lo confirmanrfieate.

Ejemplo

Suponiendo que el paracaidista del Ejemplo dedaidn 11-6b) se lanza desde una altura
de 1000 m, con una velocidad de 1®0s, determinar la energia mecéanica perdida durante la

caida. Al llegar a tierra el paracaidista habréauaétp la velocidad limite de3ny' s

Por lo tanto

W'—l

_Em\g —% my - mghO-1,125x 16 J



