CAPITULO 0

INTRODUCCION Y
CONCEPTOS PRELIMINARES

0.0 - Introduccion al Curso.

Las presentes notas de Mecanica corresponden al curso 1999 de Mecéanica Newtoniana
del Ciclo Unico de Facultad de Ingenieria de la Universidad de la Repiiblica y tienen el objeto de
suplir la carencia de textos de la materia adecuados al mismo. Constan basicamente de dos partes,
ademas de este capitulo introductorio agregado para el curso 1999. La primer parte corresponde a
los Capitulos 1 a 4 y trata sobre Mecéanica de la Particula. Estos capitulos estdn basados en los
apuntes correspondientes al curso de Mecanica I del Ciclo Basico de Ingenieria (Plan 1989), el
cuél era el primer curso de Fisica que los estudiantes de Ingenieria veian en su carrera. El curso
actual de Mecanica Newtoniana es un segundo curso sobre el tema con que los estudiantes se
encuentran en el presente Plan de Estudios, por eso la parte introductoria de cada uno de ellos
debe considerarse mas como un repaso de temas ya estudiados en Fisica General 1, que como
temas nuevos. Sin embargo, todos ellos profundizan y extienden los conceptos, llevandolos a un
ambito mas formal y general que el visto anteriormente. Estos temas de repaso son mantenidos en
estos capitulos porque son parte del orden logico en que deben desarrollarse.

La segunda parte, correspondiente a Mecanica de Sistemas de Particulas, y
principalmente Mecanica de Sistemas Rigidos, son apuntes que fueron creados expresamente para
el curso 1998, aflo en que se dictd por primera vez esta asignatura. Los mismos ya fueron creados
para el contexto en que los temas serian dictados, pero como tales estan en una etapa mas verde,
en el sentido de que no han sido revisados lo suficiente como lo fueron aquellos de la primer parte.
Esto puede llevar a pensar que son mas breves en extension, pero esto es causado por el hecho de
que atn no han crecido y alcanzado su madurez. Por eso 1lamamos la atencion a los estudiantes
para que no menosprecien esta parte del curso, que es en realidad la mas importante.
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2 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

Finalmente queremos resaltar que entendemos que estas notas deben considerarse como
tales; es decir, son notas y/o apuntes pero no son un libro de texto, ya que a pesar de la constante
revision a la que las mismas son sometidas, siempre existen errores u omisiones diversas, siendo
las mismas, por fortuna, principalmente problemas tipograficos o de edicién. Por este motivo
pedimos a todos aquellos estudiantes que las utilicen, que las lean con espiritu critico, no
solamente para poder estar atentos a estos errores, sino porque es el cuestionamiento constante de
las nuevas ideas lo que permite razonar y entender las mismas, para poder seguir de esta manera el
proceso logico de aprendizaje de una materia. Pedimos también que aquellos suficientemente
emprendedores que encuentren este tipo de errores nos los hagan llegar, asi también como
comentarios en general, para poder ir mejorando y adecudndolas al curso en las sucesivas
ediciones de las mismas.

0.1 - Introduccion a la Introduccion.

Este Capitulo 0 fue agregado con el objeto de hacer un repaso de las herramientas
matematicas y otros conceptos que seran usados en el curso correspondiente. El estudio de la
Mecanica para Ingenieros tiene una doble importancia. Por un lado esta el aspecto técnico, de que
con el aprendizaje de unos pocos principios y la aplicacion de los mismos se podran resolver
problemas practicos. Los problemas seran tanto de equilibrio de sistemas (Estatica) en el disefio
de estructuras fijas, por ejemplo puentes y edificios, como también en el de sistemas en
movimiento (Dindmica) que es de gran utilidad en el analisis de estructuras en movimiento, por
ejemplo, estructuras fijas sometidas a cargas bruscas, o el disefio de todo tipo de maquinarias tales
como motores, buques, automoéviles o aviones, y hasta el movimiento de los electrones en un tubo
de rayos catodicos.

Pero ademas del aspecto técnico anterior la Mecanica es una materia que permite el
aprendizaje del analisis de problemas reales utilizando la artilleria pesada de la Matematica. Este
lenguaje, necesario para el estudio y resolucion de los problemas de esta materia, pero que
también se aplica a muchas ramas de la Ciencia, tuvo que esperar que Isaac Newton (1642-1727)
desarrollase el célculo diferencial para poder extender las ideas previamente establecidas por
Galileo Galilei (1564-1642) sobre la Dinamica postulandolas en forma de tres principios basicos
denominados las /eyes de Newton; y que con el uso de instrumentos de precision, como el reloj de
péndulo inventado por Christiaan Huygens (1629-1695), se pudiesen hacer comparaciones
cuantitativas entre diferentes experimentos con los principios teéricos por ellos desarrollados. Mas
tarde Leonhard Euler (1707-1783) desarrollaria mucho mas las mismas para que fuesen una
poderosa herramienta en las revoluciones tecnologicas e industriales de los siglos XVIII y XIX.

Para poder utilizar estas herramientas matematicas en el estudio de los problemas reales
es necesario idealizar los mismos, esto es debemos crear modelos que representen en forma
esquematica el problema a estudiar. Como ejemplo consideremos el estudio de un automovil
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MECANICA NEWTONIANA - Introduccion y Conceptos Preliminares. 3

moviéndose en una carretera con un motor de determinada potencia; queremos saber cuanto
tiempo demorara en recorrer cierta distancia en determinadas condiciones. Puede ser suficiente (e
importante en la simplificacion del problema) considerar el mismo simplemente como una
particula puntual moviéndose sobre una recta. Esto significa despreciar la forma y dimensiones de
dicho cuerpo. Luego, para el estudio de este problema, alcanzaria la aplicacion de lo que el
estudiante aprendera en la primer parte de este curso. Sin embargo, puede quererse estudiar el
problema mas a fondo. Para ello tal vez querriamos modelar el auto como un cuerpo de
dimensiones a determinar apoyado sobre sus ruedas, las que se modelarian como figuras circulares
rigidas. Porque una figura o cuerpo (como le llamaremos posteriormente) sea rigido entendemos
que todos los movimientos relativos de las diferentes partes del mismo entre si son pequefios (o
sea, despreciables) frente al movimiento del cuerpo en su conjunto. Para el estudio de este nuevo
modelo de auto, debemos recurrir a lo que el estudiante aprendera en la segunda parte de este
curso.

Cual de los dos modelos nos sirve para resolver el problema dependera de la profundidad
del estudio en particular que deseemos realizar. Es decir, la respuesta al problema dependera del
planteo del mismo; o sea, de la eleccion de un modelo u otro. Y obviamente la resolucion en
general sera mas complicada para el modelo mas complicado, e incompleta en algunos casos para
el modelo mas sencillo. Muchas veces la parte mas dificil de la resolucion de un problema en
particular es el planteo del mismo. En este curso esa parte ya vendra por lo general previamente
resuelta, y lo que se pretende que el estudiante realice es la utilizacion de las herramientas
matematicas para la resolucion de la situacion fisica descrita mediante una idealizacion que se le
presentara en el enunciado del problema.

Hacemos notar que en este, nuestro segundo modelo de auto, se ha idealizado las ruedas
del mismo como rigidas, mientras que si es un auto decente con ruedas neumaticas, las mismas se
deformaran con el peso del auto sobre ellas. O sea, estamos aproximando la realidad fisica con un
modelo matematico, porque consideramos no es de importancia la deformacion de las mismas.
Como veremos, en este curso, siempre despreciaremos este tipo de movimientos internos o
deformaciones de los cuerpos.

Ademas de eso, dado que el modelo matematico en algunos casos puede no presentar una
solucion analitica simple, es necesario hacer algunas aproximaciones matemadticas; es decir, que
los datos del problema verifiquen algunas relaciones que nos permitan simplificar el problema
matematico. En ese caso estaremos resolviendo la situacion solo para un rango determinado de
validez adicional, mas alla de la simplificacion a que nos lleva el modelo.

Queda claro asi que nosotros estudiaremos problemas ideales que seran aplicables a la
realidad solamente bajo ciertas condiciones. Estas condiciones son el limite de aplicabilidad de
nuestros modelos o teorias. Aclaremos que la Mecanica Newtoniana que estudiaremos, y que
también se le llama Mecénica Clasica, no es aplicable a la resolucion de todos los problemas
posibles. Es decir, los principios simples en los que se basa cubren una amplia region de validez y
de lo que podriamos llamar nuestro sentido comun de la realidad. Pero no es posible de resolver
con los mismos, problemas que en la época en que estos principios fueron desarrollados aun
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4 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

estaban lejos de ser planteados, como muestran las fechas en que vivieron sus mayores
impulsores, dadas anteriormente. Efectivamente, la Mecanica Clasica no es completa ni debe ser
considerada la verdad absoluta de todo el universo (como ninguna teoria actual debe serlo). Toda
teoria basada en un conjunto de postulados vale solo en aquellas condiciones en que los mismos
son aplicables, y la Mecanica Clasica como tal deja de ser valida cuando se cumplen una de las
siguientes tres condiciones:

1) los objetos en movimientos que se estan estudiando se mueven muy “rdpido”,
2) los objetos en movimiento que se estan estudiando son muy “pequerios”,

3) los objetos en movimiento que se estdn estudiando estan cerca de objetos muy
“masivos”’.

Efectivamente, en el caso de que los objetos en estudio se muevan a velocidad cercana a
la velocidad de la luz, los postulados de la Mecanica Clasica precisan de postulados adicionales
que dan lugar a la Mecéanica Relativista. La velocidad de la luz es de 3 x 10° ™/, = 1,1 x 10° ",
que como veremos estd muy por encima de todas las velocidades que estudiaremos a lo largo de
este curso, y muy por encima de las velocidades que involucraran los trabajos técnicos de casi
todos los Ingenieros que egresan de esta Facultad.

Por otro lado, cuando se estudia el movimiento de particulas reales muy pequefias, como
el movimiento de los electrones en torno del nucleo del atomo, o el movimiento de los portadores
de carga en un transistor de ultima generacion, se precisa la utilizacion de postulados
completamente diferentes a los de la Mecénica Clasica, que dan lugar a la denominada Mecéanica
Cuantica. El problema surge aqui porque la Mecénica Newtoniana idealiza para su tratamiento
matematico la existencia de particulas infinitamente pequefias (puntos) con masas no nulas. Esto
es una idealizacion muy razonable para el mundo macroscopico en el que vivimos. Pero en un
mundo nanoscdpico en que las distancias involucradas sean del orden del nanémetro (1 nm = 107
m) o menores, entonces esto puede ya no ser cierto. '

' - Tratando de no dejar esta idea demasiado vaga, expliquemos que la Mecanica Cuantica plantea
que toda particula tiene un comportamiento dual: como particula o como onda. En nuestro mundo
macroscopico todos los objetos pueden considerarse como macroscopicos. Sin embargo, por
ejemplo en el caso de los electrones, puede manifestarse un comportamiento u otro
indiferentemente. Cuando el comportamiento como particula es el que prevalece, entonces valen
los postulados de la Mecanica Clasica, pero cuando prevalece el comportamiento como onda debe
recurrirse a la Mecanica Cudntica.

En forma anecdotica, digamos en la época en que se desarrolldo la Mecéanica Clasica,
también se discutia cudl era la naturaleza de la luz. Isaac Newton afirmaba la existencia de
corpusculos o particulas de luz, en cuanto que Christiaan Huygens mantenia que la luz era una
onda. La Mecdanica Cuantica, creada y desarrollada en la primera mitad del siglo XX (més de 200
afos después de esas discusiones) vino a demostrar que ambas proposiciones eran correctas.

Curso 1999
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Finalmente, y sin entrar tampoco en los detalles, los objetos muy masivos, generan
campos gravitatorios intensos y modifican drasticamente la descripcion espacio temporal de la
mecanica newtoniana. Pero, dado que atin no hemos ni descrito estos elementos para nuestro caso,
pasaremos a continuacion a definir los Conceptos Preliminares que utilizaremos a lo largo de todo
el curso.

0.2 — Conceptos Fundamentales.

A continuacion pasaremos a dar algunas definiciones y conceptos que son fundamentales
y deben comprenderse desde un principio. Muchas de ellas son casi intuitivas y todas ellas seran
descritas por elementos matematicos.

Para empezar todos nuestros elementos se ubicaran en el espacio (R3) que fisicamente es
una region que se extiende infinitamente en todas direcciones, y que matematicamente lo
describiremos por un espacio afin de tres dimensiones. Un punto de este espacio estara
determinado por sus coordenadas medidas respecto a algin sistema de referencia. En el primer
capitulo entraremos en detalle sobre que sistemas de coordenadas mediremos, y mas adelante nos
quedara claro que existen muchos tipos de sistemas de referencia; pero asumiremos que existe uno
preferencial al que llamaremos sistema de referencia inercial primario o sistema de Copérnico, y
diremos que este esta “fijo” en el espacio y los demas pueden moverse respecto de él. Aquellos
que se muevan con velocidad constante serdn también inerciales, y en ellos valdran las leyes de
Newton, mientras que en los que son acelerados (velocidad variable) respecto del mismo son no-
inerciales y en ellos habra que hacer ciertas modificaciones en las ecuaciones fundamentales a las
que lleguemos.

El espacio con el que trabajaremos es un espacio euclideo; es decir tenemos una métrica
euclideana para definir conceptos tales como la distancia entre dos puntos, el area de una
superficie o el volumen de una region de dicho espacio. Todas estas magnitudes estan
relacionadas. Definiéndose una magnitud o unidad fundamental de longitud, por ejemplo: metros,
todas las distancias se mediran entonces en metros(im); las 4reas en metros cuadrados (m?) y los
voliimenes en metros cubicos (n°).

Pretendemos estudiar el movimiento de los objetos, y como vemos, hasta los sistemas de
referencia, o de coordenadas en que describimos nuestro espacio se estaran moviendo, precisamos
describir este movimiento de alguna forma. Para ello introducimos el tiempo como una variable
matemdtica que nos da una medida de la sucesion de los acontecimientos. En Mecanica
Newtoniana esto es una cantidad absoluta. El pasaje del tiempo es inexorable e independiente de
cualquier otro parametro o acontecimiento, por lo que matematicamente serd siempre una variable
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6 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

independiente. * El tiempo entonces se interpreta como una magnitud independiente de la longitud
y por tanto se mide en unidades independientes (por ejemplo: segundos).

Nuestro interés es no solo describir el movimiento de esos sistemas de referencia, sino
también el de objetos del mundo real. Como hemos dicho, nosotros trabajaremos con objetos
ideales que pretenden describir o modelar objetos que existen en el espacio real. La materia es la
sustancia que ocupa el espacio y de la que los cuerpos reales estan hechos. El movimiento de esa
materia, esta gobernado por la inercia de la misma. La inercia es la propiedad de la materia que
origina una oposicion a la variacion de su movimiento. Este es un concepto nuevo que aparece en
la Mecanica Newtoniana a diferencia de lo que se creia anteriormente. La masa es tan solo una
medida cuantitativa de la inercia. Y dado que este concepto es también nuevo, entonces se
introduce también como una magnitud fundamental y se mide en una unidad independiente de las
de longitud y tiempo (por ejemplo: kilogramo).

Cualquier superficie cerrada llena de materia es lo que llamaremos un cuerpo. Y en la
primer parte del curso utilizaremos el concepto de particula o punto material que es un cuerpo de
dimensiones despreciables, o sea, un punto con masa. En ciertos casos se puede tratar como punto
material un cuerpo de dimensiones finitas, por ejemplo: el auto del primer modelo mencionado
anteriormente. En otros casos el punto material puede ser un elemento diferencial, o sea, cualquier
cuerpo puede suponerse formado por infinitos puntos materiales; por eso, al estudiar sistemas de
particulas en la segunda parte del curso, estaremos planteando las bases para el estudio de
cualquier cuerpo. En particular nos concentraremos en cuerpos rigidos, que como dicho es aquel
que no sufre deformacion relativa entre sus partes.

La idea basica de la Mecanica Newtoniana es que los cuerpos se mueven porque estan
sometidos (o no) alguna fuerza. La fuerza es la accion de un cuerpo sobre otro. A pesar de ellos
los cuerpos no tienen que estar en contacto y aceptamos el concepto de interaccion a distancia. Las
fuerzas tienden a hacer que un cuerpo se mueva de acuerdo a la accion de las mismas. Es el
estudio de esta influencia y como el movimiento de un determinado cuerpo cambia ante la accion
de una fuerza el objeto principal de este curso. Al desarrollar este estudio veremos que no
precisamos introducir nuevas magnitudes fundamentales ni nuevas unidades independientes para
medir la fuerza, pero aclaremos que es en si una magnitud diferente de las antes descritas.

% _ En Relatividad, o sea, cuando estudiamos objetos moviéndose a velocidades cercanas a la de la
luz, este concepto debe ser modificado y el tiempo es una coordenada mas, dependiente del
sistema de referencia en que se trabaja.
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0.3 — Elementos Matematicos.

A continuacion damos un breve repaso de los elementos algebraicos mas importantes con
los que trabajaremos y sus propiedades fundamentales.

0.3.a - Escalares.

Una cantidad escalar es aquella a la cual se asocia solamente una variable; o sea, para su
completa descripcion alcanza el enunciado algebraico de su magnitud. La distincion importante
que debemos hacer es que el valor que un escalar tome no depende del sistema de coordenadas en
que se lo mida. Por ejemplo: el tiempo, el radio de un circulo, la distancia entre dos puntos, un
area, un volumen, la masa, la densidad, la energia o la potencia. Muchas de estas cantidades
pueden tener solo valores positivos, mientras que otros (tiempo, energia y potencia) pueden ser
negativos también. Como vemos, todos estos ejemplos toman valores dentro del conjunto de los
numeros reales (y en general todas las cantidades que utilizaremos en este curso son numeros
reales). Cualquier operacion entre escalares serd también un escalar.

En algunos casos, como la energia, cierta precaucion debe ser tenida en cuenta. La
misma, como la definiremos posteriormente es el producto de varios escalares. Como tal es una
cantidad escalar. Pero la definicion en si dependera del sistema de referencia en consideracion, por
lo que la energia dependera del mismo, porque la propia definicién depende de los sistemas.

0.3.b - Vectores.

Una cantidad vectorial o vector es aquella a que se le asocia no s6lo una magnitud, sino
también una direccion y un sentido. Ejemplos de vectores son un desplazamiento, la velocidad, la
aceleracion, la fuerza, la cantidad de movimiento o el momento angular.

Los estudiantes deben estar completamente familiarizados con los vectores y su
representacion en coordenadas, pero repasemos aqui las ideas basicas. Nosotros distinguiremos
dos tipos de vectores: los vectores libres, que es a los que nos referimos en este momento, y los
vectores aplicados, sobre 1os que nos extenderemos en este capitulo posteriormente.
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8 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

0.3.b.i) Operaciones con Vectores.

Las operaciones definidas para el espacio de los vectores son las siguientes:

5
e El producto de un vector por un escalar: si @ es un vector y b un escalar, entonces el
- -
producto de ambos serd un vector ¢ =ba .

- -
e La suma de dos vectores: si @ y b son vectores, la suma de ambos es un vector

- o o

c=a+b.

Tenemos definidos dos productos de vectores diferentes:

- > - -
e El producto escalar de dos vectores: ¢ =a-b donde a y b son vectores y ¢ un
escalar.

El producto escalar de un vector por si mismo es lo que se llama el cuadrado del vector,
que obviamente es un escalar, y es igual al cuadrado de su modulo o norma. O sea:

al =a-a=a 0.1)

El altimo término en la ecuacion anterior es una notacion que utilizaremos.

Cuando un vector tiene cuadrado unitario, es decir, su norma vale 1, se dice que se trata
de un versor, y si el producto escalar de dos vectores es nulo los vectores son ortogonales.

> o o > o5 o
e  El producto vectorial de dos vectores: ¢ = ax b *donde tanto a, by ¢ son todos
vectores.

En algunos casos a aquellos vectores que provienen de una operacion de un producto
vectorial se los diferencia llamandoles seudovectores, porque tienen comportamientos diferentes
frente a la simetria especular, pero esto no tendra mayor importancia para nosotros, y si conviene
distinguir que muchos vectores a los que nosotros llamaremos momentos estan originados en una
operacion de producto vectorial. Pero entraremos en detalle cuando hablemos de vectores
aplicados.

- o >
3 _ A veces también se usa la notacién ¢ = a’b.
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0.3.b.ii) Base de Vectores Libres.

Para representar un vector libre debemos tener una determinada base de vectores libres.
Por base de vectores libres entendemos un conjunto de tres vectores linealmente independientes,
que por ser el espacio de los vectores en cuestion de fres dimensiones, alcanza para generar, a
partir de las operaciones anteriores, fodos los vectores de dicho espacio. Usualmente trabajaremos
con bases ortonormales, en que los vectores de la base son versores ortogonales entre si. O sea, en

> 5 > -
una base ortonormal formada por los vectores €, , €, , €, (o genéricamente diremos {el} coni

=1,2,03) se cumple:

- >
.e. = 0.2
e -e =9, 0.2)
donde §; es la delta de Kronecker que cumple que:
Isii=j
y=1 (0.3)
Osii#j

Las bases ortonormales pueden ser directas o indirectas, seglin sea el comportamiento de
sus vectores frente al producto vectorial. Una base es ortonormal directa cuando se verifica que:

- - 3 -
e,.xej ZZSW{ €, (04)
k=1
donde:
+1 sii,j,kesuna permutacion par de1,2,3
J p p (0.5)
€it =Y -1 sii,j,kesunapermutacién impar de1,2,3
0 en otro caso.

es decir que, ademas de la propiedad obvia de que el producto vectorial de cualquier versor de la
base por si mismo es nulo, tendremos que:

> o - > > - > > - (06)

e xe, =€, e,xe,=¢e e;xe =e,

- -
y de que, dados dos vectores cualesquiera @ y b se verifica (propiedad anticonmutativa del

producto vectorial):

-> > -> > (07)
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que:

- > - > > - > > - (08)

€,X€ =—€; €;X€,=—¢ ¢€XxXe;=-¢,

El orden relativo que tienen que tener los vectores en el

espacio es el indicado en la Figura 0.1, donde la perspectiva
-

pretende ser tal que el versor €, es saliente del plano de la hoja
- -

(que vendria dado por €, y €;).

No debemos confundir una base de vectores libres con -
un sistema de coordenadas como los que seran descritos en el N €,
Capitulo 1, ni con los sistemas de referencia que utilizaremos e
para describir nuestra teoria. Un sistema de coordenadas es una !
base de vectores libres mas un origen de coordenadas. Cualquier Figura 0.1
vector libre tendrd la misma representacion en diferentes
sistemas de coordenadas que tengan la misma base de vectores libres (o sea, los ejes de los

sistemas de coordenadas sean paralelos). *

N
Finalmente un vector a se representa en una determinada base de vectores libres a través

de un conjunto unico de tres numeros reales ordenados (es decir, un vector de R (a1 ,Ay, a3)

que son sus proyecciones en cada uno de los tres versores de la base:

> >
a,=a-e, (0.9)
y podemos escribir que:
- - - - 3 -
a=aqe+a,e,+a,e, =Zaiei (0.10)

i=1

Aclaremos que las coordenadas de un vector no son cantidades escalares porque
dependen de los vectores de la base, como se ve a partir de la Ecuacion 0.9.

* - Tampoco debemos confundir los sistemas de referencia con los sistemas de coordenadas, ya
que diferentes sistemas de coordenadas pueden utilizarse para describir un mismo sistema de
referencia.
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0.3.b.iii) Cambio de Base.

—
Supongamos que ahora deseamos cambiar de la base | €, ¢ a una nueva base ortonormal

N
’ . , . .., .
€, ¢. Los nuevos versores de la base continuaran verificando la condicién de ortonormalidad

pero estaran dirigidos en direcciones diferentes. Esto puede suceder cuando cambiamos de un
determinados sistema de coordenadas a uno nuevo manteniendo el origen de coordenadas. Los
nuevos ejes estaran girados respecto a los originales, lo que se representa dando nuevos versores
para la direccion de cada uno de ellos.

5

Cualquier vector a tiene una existencia independiente de la base en que queramos
representarlo, por lo que, dado que los vectores que conforman la base han cambiado, segun la
Ecuacion 0.9, sus coordenadas también cambiaran. Las nuevas coordenadas seran:

—

a'=ae (0.11)

Para ver cuales son las relaciones entre esta y las antiguas precisamos definir mejor los
—
.o !
versores de la nueva base, por lo que asumamos que A ji €s la coordenada i-ésima del vector € ,

0 sea:
A =¢e (0.12)
0 sea:
- 3 -
¢ =3¢ (0.13)

i=1
Luego, teniendo en cuenta que los indices en las sumas son completamente arbitrarios:

-

- - 3 — 3 — 3 > - 3
r__ r __ _ _
a,=a-e;, = E ae; | E Ae, |= E hpa;le; e |= E Ayga;d,
= k=1

J.k=1 Jok=1

por lo que, de la definicion de la delta de Kronecker Ecuacion 0.3 tendremos que:
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3
r_ 0.14
a, —Z?»,.jaj ( )

Jj=1

N
Esta es la relacion que vincula las coordenadas del vector a en la nueva base respecto a

las coordenadas en la base original.

Si observamos bien y definimos las siguientes matrices reales:

a, a, M Ay Ag
A=la A'=|a L={2, Ay Ay
a; a; Ay Ay Ay

la relacion 0.14 de cambio de coordenadas se puede escribir mucho mas simple como:

(0.15)

Es decir, la matriz A’ 3 x 1 formada por el arreglo ordenado de las coordenadas del
- -
vector a en la nueva base {e:}, es igual a la matriz A 3 x 1 similar de las coordenadas en la

N
base original {e ; } , multiplicada a la izquierda por una matriz L cuadrada 3 x 3 formada por las

coordenadas de los vectores de la nueva base en la base original. A esta matriz L. se le llama
matriz de cambio de base.

La relacion 0.15 es la que define el comportamiento de un vector; es decir, cualquier
cantidad con la que trabajemos serd un vector si sus componentes ordenadas como matrices
columna verifican esa relacion ante un cambio de base ortonormal; o0, equivalentemente la relacion
equivalente 0.14.

0.3.b.iv) Propiedades de la Matriz de Cambio de Base.

Es importante observar que Ay A’, que como matrices son diferentes (es decir, tienen
-
componentes diferentes), son la representacion del mismo vector @ en dos bases diferentes. Esto
es importante porque hay que recordar que el cuadrado de este vector, su modulo al cuadrado,
definido como el producto de €l por si mismo (Ecuacion 0.1), es un escalar, por lo que debe ser
independiente de la base en que se calcule. Calculémoslo en una y otra base:
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N - 3 - - -
a =a-a= Zae Zajej Zaa(. j ZaaS

i=l1 j= i,j=1 i,j=1

0 s€a que:
N 3
a =’ (0.16)

Similarmente:

-2 3
N 0.17)
i=1

Haciendo uso de la relacion 0.14:

3

3 3 3 3
=Za;2 =Z ZK a; Zkikak = Z Zkyklk aa, =Zai2
i=1 i=1

i=1 \_j=1 k=1 J.k=1\_i=l

La tltima igualdad en esta relacion proviene de la Ecuacion 0.16 y del hecho de que,

como dicho, el cuadrado de un vector es independiente de la base de coordenadas, por ser un
-

escalar. Esta relacion debe valer en forma general cualquiera sea el vector a y por lo tanto
cualquiera sean sus coordenadas. Por esta razon, para que se cumpla esa igualdad es necesario que
los elementos de la matriz de cambio de base verifiquen la siguiente igualdad:

DAk =8, (0.18)

En esta relacion el orden de los subindices tiene importancia. Los elementos 7\,,] serian los
elementos de una matriz transpuesta a la de una que tenga los elementos Aji. O sea, si definimos
una matriz M cuyos elementos sean Wi = 7\4,]-, entonces esta matriz no es mas que la matriz
traspuesta de la de cambio de base L:

M=L" (0.19)
Entonces la relacion 0.18 nos diria que:
3
Sy =8, (0.20)
i=1

lo que escrito en forma matricial es:
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ML =1 (0.21)
donde I es la matriz identidad:
1 00
I=(0 1 0 (0.22)
00 1

Esto implica que M = L' es la matriz inversa de L, es decir:

M=L"=L" (0.23)
A las matrices que cumplen esta relacion se les llama matrices ortogonales.

5
Luego, de la relacion 0.15 podemos decir que las coordenadas del vector a en la base

1

- -
e’ ¢ expresadas en funcién de la base €, ¢ es:

A=L'A"=L"'A’ (0.24)

o lo que es lo mismo:

3
a;, =
j=1

L,d, (0.25)

J

0.3.b.v) Rotaciones respecto a un eje.

A manera de ejemplo vamos a ver ahora como

queda la matriz de cambio de base cuando se gira la base
-

respecto a uno de los ejes de la misma, por ejemplo, €, .

Consideremos entonces que queremos pasar de la base
- - - -
e rala e;. , tales que e’3 =€, ,y los otros versores

estan girados un 4ngulo o en sentido antihorario vistos
-
desde el extremo de €,, de manera que ambas bases

Figura 0.2

siguen siendo ortonormales directas (Ver Figura 0.2).
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Para ver cual es la matriz de cambio de base, debemos estudiar como cambian los
vectores de la base. Para esto escribamoslos en forma genérica y luego hallemos sus componentes:

—

- - -
e; = }\'11 e1"'7\*12 e2"‘7“13 €;
- - -
e, =Mk, e+hy,e,+i,e, (0.26)

- - -
! —_—
e;=Ajet+tAh,e,+h e,

- -
Como € =e, tendremos en forma inmediata que: A, =A,, =0,A;; =1; y por 1

)

propiedad de ortogonalidad de la base serd: A,; =A,; =0 Por lo que:

- - -
4 —
e1 _7\"1] el-i_)\’IZ e2

- - -

e'z :7\'21e1+7“22 €, 0.27)
e, =e,

- -
Multiplicando escalarmente cada una de las dos primeras ecuaciones por €, y €,

tendremos que:

-> o - >

r __ r__
€-¢ _7\‘115 €, ¢ _7\‘12 (O 28)
> > -

! — ! _
e e, =Mh,, e, e, =Ly,

Como todos los vectores aqui involucrados son versores, los productos escalares que alli
aparecen seran los cosenos de los angulos que forman entre si dichos vectores. Fijandonos en la
Figura 0.2 tendremos:

- a’ - a' T

e e =coso, e,-e =cos| ——a |=sen

1€ Q, €,-¢ 5 @ a (0.29)
- > T - -

e -e, =cos 5+0L =-—seno, e,-e,=coso

Las relaciones vectoriales anteriores quedaran como:
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- - -

e, =cosae, +senae,

- - -

e, =—senae,+cosoe, (0.30)
- -

! J—
€; =¢e;

y la matriz de cambio de base sera:

coso.  seno O

L=|-sena cosa O (0.31)
0 0 1
- -
La matriz inversa, que lleva de la base e;. ala<e; r es:
coso. —sena
M=L"=|senaa coso. 0 (0.32)
0 0
lo que implicaria que:
- - -
e, =cosoe;—senoe)
- - -
e, =senole,+cosae), (0.33)
o
e, =e;

Este resultado puede verificarse intentando calcular las componentes de los versores de

- -
{e'} en la base {el} como lo hicimos antes.

1
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0.3.c - Tensores.

En la seccion anterior dijimos que lo que caracteriza a un vector es la forma en que sus
coordenadas cambian ante un cambio de base. También vimos que habia dos tipos de productos de
vectores por vectores:

1) El producto escalar, en que un vector multiplicado por otro vector da un escalar.

2) El producto vectorial, en que un vector multiplicado por otro vector da un tercer
vector.

Aqui comenzaremos hablando de un tercer tipo de producto de vectores por vectores, que
llamaremos el producto fensorial cuyo resultado es una clase de cantidad u objeto diferente, que es
un fensor. Asi como dijimos que lo que caracteriza a un escalar es que es invariante respecto a los
sistemas de coordenadas; y dijimos que un vector es toda aquella cantidad que frente a los
cambios de base sus coordenadas cambian de acuerdo a la Ecuacion 0.14; de la misma forma
definiremos un tensor segiin se comporten sus coordenadas frente a un cambio de base, es decir,
frente a un cambio de coordenadas que involucre solamente una rotacion.

Adelantando nuestro resultado, vimos que para describir un escalar precisamos solamente
de un Gnico niimero real. Para describir un vector precisamos de tres numeros reales, es decir sus
tres coordenadas. O sea, dado que un escalar se representa por un nimero (una matriz 1 x 1) y un
vector por un vector de R?, es decir, una matriz 1 x 3, se vera que un tensor se representa por una
matriz cuadrada 3 x 3.

0.3.c.i) Producto Tensorial.

Comenzaremos calculando como se expresa el producto escalar de dos vectores en
funcién de sus coordenadas. Sean:

- - - - 3 - - - - - 3 -
a=ae+a,e,+a,e, =Zai e, b=be+be,+be, =Zbl.ei
i=1 i=l

Trabajando en forma similar como se dedujo la Ecuacion 0.16:

- 3 - - 3 3
bie; |=2.ab;le-e;|=>abd, =3 ab,
i=1

i.j=1 ij=1

- >
a-b= Zaiei .

3 N 3
i=1 Jj=1
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by
y definiendo la matriz 3 x 1 de coordenadas de B: B =| b, |, lo anterior puede expresarse
b,
como:
ab=Yab =AB=B'A (0.34)
i=1

1

- -

O sea que el producto escalar de dos vectores @ y b se calcula como el producto de sus
representaciones matriciales 3 x 1, dando lugar a un escalar, es decir, una matriz 1 x 1. Pero dadas
dos matrices 3 x 1 A y B, existe otra forma de multiplicarlas que da lugar a una matriz C
cuadrada 3 x 3 que es la siguiente:

a,b, ab, ab,
C=AB' =|a,b, a,b, a,b, (0.35)
asb, a,b, a;b,
La matriz C es la representacién en coordenadas de una nueva cantidad, resultado de
operacion del multiplicar tensorialmente los vectores ; y E Este nuevo producto que
o

denominamos producto tensorial lo identificaremos con el simbolo & ; o sea, si denominamos ¢
a esta cantidad, entonces:

> >

c—aeb (036)

0.3.c.ii) Cambio de Base y Definiciéon de Tensores.

x4

Observar que € no es un vector, pues su representacion en coordenadas no es una matriz
3 x 1, sino una matriz 3 x 3. Esto es lo que denominaremos un fensor. Como en el caso de un
vector, en que no cualquier conjunto ordenado de tres numeros reales era un vector, un conjunto
cualquiera de nueve niumeros ordenados tampoco sera un tensor. Un vector es un concepto mas
abstracto, siendo las coordenadas solo su representacion en una determinada base, y las mismas
deben de cambiar de acuerdo a la relacion (0.14) al cambiar de base. De la misma forma no
cualquier arreglo ordenado de nueve numeros serd un tensor, sino solo aquellos que verifiquen
cierto comportamiento frente a los cambios de base lo seran.
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De la Ecuacion 0.35 vemos que las coordenadas, componentes o elementos de la matriz

L d -
C que representa al tensor € en la base {e l} es:

¢; =ab, (0.37)

> -
Para que € esté coherentemente definido, en la base {e:} los elementos

de lamatriz C" que lo representa deben ser:
P
c; =ab; (0.38)
ya que cualquier cantidad debe definirse en forma equivalente en una base u otra. Ahora bien, las

- o
coordenadas de @ y b cambiaran segtn la Ecuacion 0.14:

3 3 3
! AN
cy=ab;=| Y hya, | D hya, |= Y hgaah,
k=1 I=1

k,l=1

O sea que, utilizando las Ecuaciones 0.37 y la definicién de los elementos L; = 7\,1]- para

los elementos de M = L" tenemos que:

3
r_
C; = zk,—k%uzj
k=l

(0.39)

lo que matricialmente puede escribirse como:

(0.40)

Ahora si se puede definir un tensor, como aquel elemento que se represente por un
arreglo ordenado de 9 coordenadas en forma de una matriz 3 x 3, las cuales deben cambiar de
acuerdo a la Ecuacion 0.39, o equivalentemente la 0.40, ante un cambio de base.

0.3.c.iii) El Producto Tensorial como una Aplicacion Lineal.

o o o

Los tensores antes definidos, y en particular la cantidad ¢ = a®b antes definida,

pueden verse también de forma diferente, mas que como cantidades en si, como aplicaciones
lineales, o funciones de vectores. Efectivamente, una aplicacion lineal es una funcidon que
transforma un vector en otro vector, de forma que la misma cumple las propiedades usuales de
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linealidad. Ademas de eso, las aplicaciones lineales suelen representarse por matrices cuadradas,
de donde es inmediato asociar los tensores con las mismas.

Ahora entonces nos centraremos en interpretar el producto tensorial como una aplicacion
lineal.

Definamos por el momento la siguiente aplicacion lineal I que cuando es aplicada a un
— -
vector X arbitrario genera otro vector y tal que verifica:

ysz:(b-xja (0.41)

> o
donde a y b son dos vectores de los que la aplicacién 3 depende.

- >
Observar que en la definicién aparece un producto escalar b- X, y el nimero que resulte
-
de aqui estd multiplicado por el vector a. Ambas operaciones son lineales por lo que la

- -
aplicacion J sera lineal; o sea, dados dos vectores X, y X, cualesquiera, y dos escalares oL y 3

también cualesquiera:

-

_):1 z‘sx_i = 3(ax1+[3x2j=ayl+[3y2 (0.42)
Yy, :sz

Buscaremos entonces cudl es su representacion matricial. Para ello hay que ver como se
transforman los vectores de la base ante la misma, y las coordenadas del vector resultante seran las

columnas de la matriz F que represente a J en la base en cuestion:

- - > - - - -
~ _ . _ _
Je, =|b-e, |a=ba=aqab e+a,be,+ab e,
- - > - - - -
~ _ . _ _
Je, =|b-e, [a=b,a=ab,e+a,b,e,+ab,e,

- - - \-> - - - -
(a3 p— p— p—
Je, =|b-e; |a=b;a=ab,e+a,b;e,+a,b,e,

entonces:
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ab, ab, ab,
F=|a,b, a,b, a,b, (0.43)

a;b, asb, a;b,

Efectivamente, la representacion matricial de 3 coincide con la matriz de coordenadas C
<>
del producto tensorial €, por lo que podemos concluir que ambas cosas son equivalentes y
entonces:

§=3§=s§=(2®3j§=[ﬁ.§j2 (0.44)

Concluimos entonces que el producto tensorial puede interpretarse como una aplicacion
lineal, ya que en cualquier base ortonormal ambas tienen la misma representacion en coordenadas.
Podemos generalizar, sin demostracion, que todos los tensores, definidos como aquellas
cantidades que verifican la propiedad de cambio de base de las Ecuaciones 0.39 o 0.40 se
comportan como aplicaciones lineales.

Acotaremos finalmente que este tipo de tensores que hemos introducido, son los
denominados tensores de orden 2. Dentro de este marco los vectores pueden interpretarse como
tensores de orden 1 y los escalares como tensores de orden 0. Pueden, en general, definirse
equivalentemente tensores de rango 3, cuyas representaciones en coordenadas sean matrices 3 x 3
x 3 y asi sucesivamente. Pero en este curso no trabajaremos con cantidades tan complicadas.

0.3.c.iv) Propiedades adicionales del Producto Tensorial.

Volviendo a estudiar en particular el producto tensorial, y despreocupandonos por el
momento de los tensores en general, este producto verifica algunas propiedades que las
enumeramos aqui porque nos seran de utilidad posteriormente. Ademds de la propiedad de
linealidad vista como aplicacion (Ecuacion 0.42) tenemos las siguientes propiedades de linealidad
del mismo:

(al+azj®b=al®b+az®b (0.45)

a®(b1+b2j _a®b +a®b, (0.46)
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z_;@ (y E) = (y ;] ® B = y(;® l_))] (0.47)

0.4 — Sistemas de Vectores Aplicados.

Las operaciones anteriores definidas para vectores consideran a los mismos como
vectores libres, es decir, alcanzan las tres coordenadas que lo definen para determinarlo
completamente. Sin embargo, como veremos en mas de una ocasion, los vectores con los que
nosotros queremos trabajar actuan de alguna manera sobre un determinado punto; o, si se quiere
en otras palabras, el punto de comienzo del vector es importante. Veamos algunos ejemplos que
nos apareceran repetidamente a lo largo del curso:

1) Sistemas de Particulas: Cuando tengamos un sistema de particulas moviéndose por el
espacio, cada particula se movera con una velocidad diferente. La velocidad de cada
una sera un vector, y podemos pensar que ese vector comienza en cada instante en la
particula correspondiente.

2) Distribuciones de Fuerzas: Analogamente, en el sistema de particulas anterior, sobre
cada particula actuara una fuerza diferente y el punto de aplicacion, o la particula
sobre la que la fuerza actia serd importante. Pensemos un momento, por ejemplo, en
una calesita o una rueda que puede girar en torno a su centro, encontrandose el
mismo fijo. Para hacerla girar empujandola, debemos empujar con una fuerza
tangencial a su periferia. Si esa misma fuerza la aplicasemos en el centro no
conseguiriamos ningun giro.

3) Distribuciones de Velocidades: Pensemos el ejemplo anterior de la calesita que gira
en torno a su centro. El desplazamiento de cada punto en un intervalo de tiempo
dependera del giro de la misma. Cada punto se desplazara una determinada cantidad
que dependera de la posicion del punto en cuestion; por ejemplo, de la distancia al
centro de giro.

A lo largo del curso estudiaremos las particularidades de cada caso en detalle, sin
embargo todos estos ejemplos tienen ciertas caracteristicas comunes. Pensemos en el primer caso
del sistema de particulas, que por ejemplo sea una galaxia con infinidad de estrellas. Si para
describir el movimiento de la galaxia se deben dar los detalles del movimiento de cada una de sus
estrellas, nos encontraremos frente a un problema imposible. De todas formas se puede estudiar el

movimiento de la galaxia como un todo dando unos pocos parametros; éstos son, su cantidad de
- -
movimiento 0 momento P y el momento angular respecto a algin punto O, L, . Aunque no nos

describiran el movimiento del sistema completo, si nos dan mucha informacion.
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Estudiaremos ahora las generalidades de los sistemas de vectores aplicados que nos
permitiran reducir el nimero de cantidades necesarias en el estudio de los mismos.

0.4.a — Vectores Aplicados.

0.4.a.i) Definicion de Vector Aplicado.

A diferencia de un vector libre, un -
vector aplicado tiene un punto de aplicacion en o
el espacio. Por eso definimos un vector aplicado et
N s
como una pareja dada por un vector libre a y ;

un punto de aplicacion del mismo en el espacio,
A. O sea, que un vector aplicado es la pareja

{A, a} ) -
s A

- s

A la recta A a, es decir, la recta que )
. . . ., Figura 0.3
pasa por el punto A y tiene la misma direccion

- -
que el vector A, se le llama recta de aplicacion o recta de accion del vector aplicado {A, a} .

0.4.a.ii) Sistemas de Coordenadas como ejemplo de Vectores Aplicados.

Como A es un punto del espacio, para determinarlo completamente debemos dar su

posicion, y para ello daremos sus coordenadas. En otras palabras, lo que estamos dando es un
-
vector libre I, que lo determina en el espacio. Pero en realidad, este vector estd medido en un

determinado sistema de coordenadas, para el que, como dijimos, se precisa un origen de

N
coordenadas O. Asi que para determinar el punto A precisamos de un vector aplicado {O, r, } .

Por lo tanto, al referirnos a un vector

N - z
aplicado { A, a ; debemos dar dos vectores: I,
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- - -
y a;lo que es equivalente a dar seis coordenadas, tres del vector r, y tres del a . En realidad lo

- -
que estamos dando es otro vector aplicado {O, r A} y el vector libre a . Obviamente que esto

pareceria una recurrencia infinita si no fuera que los puntos O y A tienen existencia en si mismos,
como los vectores; las coordenadas son solo una forma de determinar uno en relacién a otro. O
sea, podemos introducir el concepto de diferencia de puntos, cuyo resultado es un vector, de forma
que, como se muestra en la Figura 0.4:

N

r,=A-0 (0.48)
Tratando de generalizar esta relacién para dos puntos cualesquiera A y B, como muestra
la Figura 0.5, diremos que:

- - >

ry=r,-r, =(B-0)-(A-0)=B-A (0.49)

En esta ecuacion estamos introduciendo y compatibilizando diferentes notaciones con que
podemos referirnos a un mismo vector. Pero hacemos notar que podemos decir que formalmente

el punto O est4 siendo simplificado en la ultima igualdad de esa ecuacion.

Si re-escribimos la Ecuacion 0.48 considerando O como un punto general:

- - -

r,=A-0O=r,-r,
por lo tanto:

(0.50)

N

r, =0

lo que es logico con que al origen de coordenadas le
0
corresponde el vector | O

0

La notacion introducida en la Ecuacion
0.49, nos permite definir formalmente también la

(0.51)

Figura 0.5
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suma de un punto y un vector. De la primer igualdad de dicha ecuacion se deduce que:

- - -
Iy =TI, + I g
lo que, usando la notacion introducida en la Ecuacion 0.48 nos permite escribir:

B-0=(A-0)+r,, (0.52)

y simplificando formalmente el origen de coordenadas O tendremos que:

B=A+r,, (0.53)

lo que formalmente seria la definicion de sumar puntos y vectores.

0.4.a.iii) Momento de un Vector Aplicado.

5
Llamamos momento de un vector aplicado {A, a} respecto a un determinado punto P,

al vector:

n;Pz(A—P)xzz(IZ—r:)x; (0.54)

Utilizamos los dos tipos de notacion introducida anteriormente porque la primera es
independiente del sistema de coordenadas. Vemos, a través de la primera igualdad, que el
momento de un vector no depende del sistema de coordenadas en uso; aunque, obviamente, la
expresion del mismo dependera de la base que se esté considerando, por tratarse de un vector
libre.

N
La pareja {P, mp} se puede considerar como un nuevo vector aplicado.

0.4.a.iv) Calculo de Momentos.

- -
Como vemos de esta definicion el momento My, de un vector aplicado {A, a} es un

seudovector, porque esta definido a través de un producto vectorial. Como tal, sera perpendicular
-
al vector en cuestion a y a la recta que une el punto de aplicacion del mismo con el punto en que

se calcula el momento. Por lo tanto sera perpendicular al plano definido por la recta de aplicacion
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5

del vector A a y el punto P en que se calcula el mismo. El sentido del momento estard dado
- —

aplicando la regla de la mano derecha entre los vectores Iy, y &, como indica la Figura 0.6.

Figura 0.6
Su moédulo sera:
- - - —
m, |=|a|lr, seno=|a|d (0.55)
- -

donde o es el angulo entre el vector @ y ¥, (es decir, entre la recta de accion del vector

N
aplicado A a ylarecta PA)y

—

d= senao (0.56)

rPA

5
es la distancia del punto P a la recta de accion A a . Alternativamente también se puede decir
que:

m, |=|al||r, |sena=|r,, |d' (0.57)
donde ahora
d =|a|sena (0.58)
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5
es la proyeccion del vector a seglin la direccion perpendicular a la recta PA.

Cualesquiera de estas dos formas de calculo del momento de un vector son de gran
utilidad cuando calculemos momentos en configuraciones sencillas, como por ejemplo, problemas
planos. En este tipo de problemas todos los vectores de interés estan contenidos en un plano, que
es el mismo en que se encuentran los puntos de aplicacion y puntos de calculo de momentos. Se le
llaman problemas planos porque alcanza con trabajar con dos coordenadas solamente para tener
una descripcion completa del problema. Dependera del caso particular cudl de las dos relaciones
usar, si la Ecuacion 0.55 o la 0.57. En el caso de momentos en el espacio, es decir, cuando se
presente una geometria mas general en que las tres direcciones independientes del espacio son
importantes, es mas conveniente hacer uso de la propia definicion de momento Ecuacion 0.54, y
calcular el producto vectorial alli involucrado en forma general.

0.4.a.v) Cambio de Punto de Aplicacion: Vectores Deslizantes.

Consideremos ahora dos vectores aplicados diferentes, a los que llamaremos o y

yo = {A, a} y V& = {B, a},

5
es decir, que se trata del mismo vector libre a pero aplicado en puntos diferentes A y B. Los

V(Z).

momentos de uno y otro vector respecto a un punto P arbitrario seran respectivamente:
- D - - -
m, =|r,—r,|xa

- (2) > o -
m, =|r;—I,|[xa
La diferencia entre ellos sera:

- () - M > - -
m, -m :(r -r jxa (0.59)
P P B A

Curso 1999



28 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

Figura 0.7

- -

Estudiaremos que ocurre
cuando la recta de aplicacion de los

vectores coincide; es decir, B se

5
encuentra sobre la recta A a, que

-
coincidird en ese caso con la Ba
(ver  Figura 0.7). Entonces

- - - -

I, =Iy—T, seraparaleloa a y
el segundo miembro de la Ecuacion
0.59 sera nulo, por lo que ambos
momentos seran iguales:

L@ Lo

m, =m, (0.60)

Observar que este es el
unico caso en que esto es posible; o

sea, si B no estuviese sobre la recta
de accion de A entonces ese

término | 'y — I, |X @ seria no nulo y los momentos serian diferentes. *

Como conclusion vemos que podemos desplazar el punto de aplicaciéon de un vector
aplicado sobre su recta de accion y el momento del mismo respecto a cualquier punto arbitrario del
espacio no cambia. Por eso a un vector aplicado se le llama también vector deslizante, porque el
mismo se desliza a través de su recta de accion.

0.4.a.vi) Cambio de Momentos respecto a su Punto de Aplicacion.

* - Hay dos casos singulares en que el segundo término de la Ecuacién 0.59 es nulo que son:

1) cuando ambos puntos A y B coinciden; entonces, a pesar de que es un caso
particular del caso general mencionado, los momentos seran iguales porque se trata
de exactamente el mismo vector aplicado.

—

2) si a =0, pero ac tenemos la particularidad de que la recta de aplicacién no esta
definida, y en realidad se podria decir que se trata de todo el espacio. En este caso,
los momentos en todos los puntos del espacio seran nulos, por lo que es un caso
particular de un vector aplicado idénticamente nulo.

Curso 1999



MECANICA NEWTONIANA - Introduccion y Conceptos Preliminares. 29

N
Vemos, de la definicion de momentos, Ecuacion 0.54, que en principio, el momento m,

5
depende, ademas del vector en cuestion, a, y del punto de aplicacién del mismo, A, de otro

punto, en este caso P, que es un punto cualquiera respecto del cual se calcula el momento.

- -
Es decir, por su definicion, el momento m, es el momento del vector aplicado {A, a}

respecto al punto P. La importancia de este punto es tal que todos los momentos suelen escribirse
-
de forma que el punto respecto al que se calcula aparece como subindice. O sea, m, puede

considerarse como una notacion resumida que hace referencia al hecho de que el momento es en si
-
un vector aplicado { P,m,, » . En muchas de las operaciones que nos interesa hacer con vectores

aplicados, y por lo general cuando se trate de momentos, para poder realizar las mismas dichos
vectores deben estar aplicados en el mismo punto. Es decir, cuando sumemos momentos de
diferentes vectores, los momentos que sumemos deben encontrarse calculados respecto a un
mismo punto. Por esto es de interés estudiar como cambia el momento de un vector aplicado si
cambiamos el punto respecto al cual el mismo se calcula.

Si deseamos calcular el momento en otro punto Q, entonces tendremos:

— - — - — — - - — — - — - - —
m,=|r,—r, [Xa=||r,—I |[+|[—I, [|[xa=|r,—r, |xa+t r,—-r,|xa

5
y usando la propia definicion de m, (Ecuacion 0.54):

IJan?P{rj_gij (0.61)

5
Esta ecuacion nos da el momento del vector aplicado {A, a} en el punto Q calculado a

partir del momento en el punto P, donde obviamente P y Q son dos puntos arbitrarios.

Puede ser conveniente usar la propiedad de que el producto vectorial es anticonmutativo:

(g_gszz_;{g_gjzz{g_gj (0.62)

Curso 1999



30 INSTITUTO DE FiSICA -FACULTAD DE INGENIERIA

y entonces la Ecuacion 0.61 queda:

m, =m,+ ax(rQ—rP) (0.63)

Ambas ecuaciones 0.61 y 0.63 son completamente equivalentes; sin embargo, esta

segunda puede ser mas facil de memorizar, ya que en ella, utilizando esta notacion para los
- -

vectores posicion ¥,,I, el orden de los

. puntos Q y P es el mismo, tanto en el
-
subindice de los momentos m , como en el de

Q P g
-

los vectores I' posicion de dichos puntos. °

ol

Observemos que, en el caso que se

e A muestra en la Figura 0.8, en que el vector
. - - - o -
Tro Ipo =TT, sca paralelo a a, entonces el
producto vectorial
P - - -
- ax(rQ—rP) =0 (0.64)
Figura 0.8
y los momentos en P y Q son iguales:
2 —m, 0.65
m, =m, (0.65)

O sea que si yo traslado el punto P de calculo del momento de un vector aplicado

- -
{A, a} sobre una recta P a paralela al mismo, el momento no cambia.

0.4.a.vii) Momento respecto a un eje.

- - -
® - Observar que si cambiamos de notacién y usamos I'hyg =To—T;, el orden se mantendra en la

Ecuacién 0.61, ya que hay una inversion en el orden de los puntos.
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— —
Llamaremos momento de un vector aplicado {A, a} respecto a una recta P u definida

N
por un punto P y un versor u, como muestra la Figura 0.9, a la cantidad escalar m _, definida
Pu
como:
- >
v m ., =u-m, (0.66)
N i Pu
//
a e
/// -
o donde m, es el momento del
///‘ Q b
et vector 4 A, a ¢ respecto al punto P.
e
A . .
P > A diferencia del momento
- u vector definido anteriormente, esta
e cantidad es un escalar, y en su
Figura 0.9 definicion estan involucrados, no
solo el punto P arbitrario, sino
- ~>2

también un versor U . Resaltamos el hecho de que sea un versor, es decir W = 1, porque si esto
no fuese asi la definicion careceria de sentido.

Sin embargo, la definicién anterior no depende del punto P que se considere sino

N
solamente de la recta Pu. Efectivamente, consideremos otro punto Q cualquiera de la misma
recta, como muestra la Figura 0.9. Aplicando la definicion anterior sobre este nuevo punto, y la
formula de cambio de momentos, Ecuacion 0.63:

- > — — - - > - - - (> - >
mQ:=u-mQ=u- m,+ax| r,—r, | [=u-my+u-| ax r,—r,

donde, por estar el punto sobre la misma recta:

- - - > | >
Fo—Tp =Tp, =[Fp|U (0.67)
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> > - - - >
es decir que I, —T, y U son paralelos. El producto vectorial ax| ¥,—T; | es perpendicular a

5
u, por lo que el producto mixto

- (> - >
u- ax[rQ—rP) =0 (0.68)
de donde resulta que:
> o - >
mQﬁ =u-m,=u-m,= mPﬁ (0.69)

N

A larecta Pu respecto a la que se calcula este momento escalar se le suele llamar eje.
La razdén de esto es que, como veremos en el curso, esta definicion tiene mucha importancia
cuando se estudian el movimiento de giro de algun cuerpo respecto a un eje de rotacion.

0.4.b — Sistemas de Vectores Aplicados.

En la seccion anterior se definié y estudiaron algunas propiedades de un tinico vector
-
aplicado { A, a ;. Muchas veces en este curso nos apareceran vectores de este tipo pero

>
agrupados; es decir, tendremos un conjunto de n vectores ;, con i variando desde 1 a n, cada

uno de ellos aplicado en un punto A; en principio diferente. Esto es lo que llamaremos un Sistema
de Vectores Aplicados. Los 3 ejemplos dados al comienzo de la Seccion 0.4 son todos casos de
este tipo de sistemas que involucran varios vectores y no solamente uno. Estudiaremos ahora las
propiedades de este tipo de sistemas.

0.4.b.i) Resultante y Momento de un Sistema de Vectores Aplicados.

N
Si tenemos un sistema de vectores aplicados {Ai, al} coni=1,...,n,definiremos las

siguientes cantidades:
N
e  Laresultante es la suma vectorial de los vectores a, , o sea:
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R=Ya (0.70)

i=1

e El momento del sistema de vectores respecto a un punto P como la suma de los
momentos individuales de cada vector aplicado del sistema respecto a dicho punto:

n

ﬁp:i;@P:Z(Ai—P)XZ=i(r;—rf,jx§i (0.71)
i=1

i=1 i=1

Estas cantidades asi definidas son importantes por el hecho de que, si bien no seremos
-
muy exhaustivos en la demostracién de los detalles matematicos, veremos que la resultante Ry
-
el momento M, respecto a un determinado punto P son los unicos parametros o propiedades que
nos interesan de cualquier sistema de vectores aplicados. Es decir, en cualquier aplicacion en que
nos aparezcan sistemas de vectores aplicados, las propiedades de los mismos vendran

- -
completamente determinadas solamente por la pareja resultante Ry momento M, ,

independientemente de cudl sea el conjunto de vectores aplicados particular de que se trate.

- -
Por la propiedad anterior, la pareja (R,MP) es lo que se llama coordenadas del

sistema de vectores respecto al punto P. Observar que en esta definicion de coordenadas, que es
simplemente una denominacion que se le da a esta pareja, nos referimos a un par de vectores. Para
determinarlos completamente, precisaremos de una pareja de tres coordenadas en una determinada
base de versores independientes; o sea un total de 6 coordenadas o variables independientes que
nos determinan las propiedades del sistema de vectores aplicados.
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0.4.b.ii) Formula de Cambio de Momentos de un Sistema de Vectores Aplicados.

Debemos observar que en la definicion anterior de coordenadas de un sistema de vectores
-
aplicados, < A,,a, p coni=1,...,n, respecto a un determinado punto P, que es relativa a dicho

5
punto, solo uno de los vectores depende del punto. Mientras que el momento M, depende del

5

mismo, por su definicién, Ecuacién 0.71, la resultante R es independiente de este punto. Sin
-

embargo, tan solo por M, depender del punto P, las coordenadas respecto a dos puntos

diferentes P y Q seran diferentes. Demostraremos a continuacién que dadas las coordenadas
- o -> >
R,M;, | en el punto P, las coordenadas | R,M, | respecto a cualquier otro punto Q estaran

completamente determinadas, independientemente de los vectores aplicados particulares.

5
De la definicion de R es inmediato que no depende del punto, como dicho

-
anteriormente, por lo que lo Gnico que precisamos es demostrar que el momento MQ puede

-> o
determinarse completamente dadas las coordenadas en el punto P: (R,MPJ . Por definicion:

— noo— n - - - n - o> > o -
MQ=ZmiQ=Z r, T, xal.zz I, —h+I—T, [Xa,
i=1 i=1 i=1

N
Aqui en la ultima igualdad se sumo y rest6 el vector I, lo que da lugar a:

- n - - - n - - - n - - - - - L
M=) |r -1 [xa,+ ) [r—r, |xa, =D | r, -1, |xa, +| r,—1, [x D a,
i=1 i=1 i=1 i=1

- -
donde el vector (r[,— l‘Qj no depende del punto de aplicacion de los vectores por lo que puede

ponerse como factor comin de todos los términos de la segunda de las dos sumatorias.
Comparandolas con las ecuaciones 0.70 y 0.71 tenemos:

M, = MP+(rP—er><R (0.72)
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lo que es la denominada Formula de Cambio de Momentos, porque nos da el momento en un
- - -
punto M, en funcién de la resultante R y el momento en otro M ; es decir, que dadas las

> o - -
coordenadas (R,ij en un punto P, las coordenadas (R,MQ) respecto a otro punto Q

estan automaticamente determinadas.

Esta ecuacion es muy similar a la 0.61, que nos daba el momento respecto a un punto de
un unico vector aplicado en funcion del momento en otro punto y el propio vector, por lo que
procediendo como entonces podemos escribir:

M, =M, +Rx (rQ—rP) (0.73)

0.4.b.iii) Campos Vectoriales y Campo de Momentos.

La féormula de cambio de momentos permite interpretar los momentos de un determinado
sistema de vectores aplicados como un campo vectorial. Un campo vectorial es, por definicion,
cualquier funcién que a cada punto del espacio le hace corresponder un vector. O sea, dado un

BN
punto P cualquiera, un campo vectorial asocia a dicho punto un vector que podemos llamar ¢ (P)
Dado un sistema de coordenadas para el espacio, un campo vectorial puede verse como una

- - -
funcion de R®* - R*: c(P) = c(rpj )

Por ejemplo, el producto tensorial definido en la seccion 0.3.c.iii a través de la Ecuacion
- - -
0.41 es un caso de campo vectorial, donde y| X | es un campo vectorial con a y b parametros

de dicha funcion. En general todo tensor y todas las aplicaciones lineales pueden verse como
campos vectoriales. El reciproco no es cierto, ya que un campo vectorial cualquiera no tiene por
qué ser lineal.

Un ejemplo de campo vectorial no lineal, que aparecera muy seguido en el Capitulo 4
cuando estudiemos Movimiento Planetario, es la fuerza de atraccion gravitatoria que existe entre
dos cuerpos cualesquiera con masa. Dicha fuerza puede verse como un campo vectorial que asocia

- -
a un vector I, posicién relativa entre los dos cuerpos, otro vector F, que es la fuerza de
interaccion entre ambos a través de la expresion:
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F- E(F) - GMm " =—GMm ", (0.74)
2 -
r

donde My m son las masas de los cuerpos considerados y G es una constante universal. El signo
de menos es debido a que la fuerza entre los cuerpos es atractiva’. Como se puede ver,
efectivamente se trata de una funcion que asocia un vector a otro vector.

N
De la misma manera, la formula de cambio de momentos asocia el momento MQ a

- - - -
cualquier punto Q del espacio, de coordenadas I, donde M, , R y r, son parametros de

— -
dicha funcién, como lo eran los vectores a y b en la definicién de producto tensorial. Al campo

vectorial que surge de dichas ecuaciones 0.72 y 0.73 se le llama campo de momentos.

0.4.b.iv) Sistemas de Vectores Aplicados Equivalentes.

N
Consideremos dos sistemas de vectores aplicados diferentes: S M= {An ai} coni=1,

- > o
Lo,ny S® = {Bj, bj} conj=1,...,m,que tengan las mismas coordenadas (R,ij , €8

- —
decir, la misma resultante R y el mismo momento M, respecto a un mismo punto P, en

principio arbitrario, o sea:

R =>a=>b =R (0.75)

—P)xa, =3 (B, ~P)xb =M, (0.76)

N
7 - Para que el signo sea relevante, el vector I debe ser definido con un poco mas de cuidado. No
entraremos en este detalle por el momento.
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. . . 1 2 . .
En dichas condiciones los sistemas S y S @ seran completamente equivalentes y en
todas nuestras aplicaciones veremos que podremos sustituir uno por el otro sin inconvenientes.

- -
Acotemos que en la definicion anterior hablamos de las coordenadas (R,M Pj respecto

a un punto P, la férmula de cambio de momentos, Ecuacién 0.73 nos dice que también tendran las
. . 8
mismas coordenadas respecto a cualquier otro punto Q:

S LM S0 50 L0 50 /5 4 5 @
MQ =M, +R ><(rQ—er=MP +R x(rQ—rpszQ (0.77)
0.4.b.v) Suma de Sistemas de Vectores Aplicados.
1 Ed
Consideremos dos sistemas de vectores aplicados SO = Al., a,r,coni=1,...,n,de
ENO NN N
coordenadas | R, M, respecto a un punto P,y S? = {Aﬁn, ajm} conj=1,...,m,
NG RN
de coordenadas | R M, respecto al mismo punto P. Formemos el sistema union de

ambos, al que llamaremos sistema suma, que sale de agrupar los dos anteriores:

N
Seuma) — {Ak, ak} con k=1,...,n + m Las coordenadas de este ultimo, aplicando las

definiciones, vendran dadas por:

Leum) () L@

R =R +R (0.78)
y:
Soem) L, (D) L, Q@
M, =M, +M, (0.79)

es decir, la resultante y momento del sistema union son las sumas de las resultantes y momentos
originales, es por esta razon que al mismo se le llama sistema suma; o sea, porque podemos asumir

que S = 5O 4 §@

¥ _ La resultante es la misma por la Ecuacion 0.75.
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Estas propiedades son casi inmediatas debido a las sumatorias involucradas en las
definiciones, ecuaciones 0.70 y 0.71, pero haremos la demostracion a continuacion. De la propia
definicion de resultante tendremos:

N [N 5@ mo
R =>a vy R =>a,, (0.80)
i=1 j=1
mientras que:
%(suma) ntm n.o n+m
R =Sa=Sa+Sa (0.81)
k=1 k=1 k=n+1

en donde solamente se ha separado la sumatoria en dos. Si cambiamos, en la primer sumatoria, el
subindice k por el subindice i, mientras que hacemos el cambio de variable j = k - n en la segunda,
se llega a:

_ (suma) n ntm _ S0 50
R :zak Zak Za +Zaﬁn =R +R (0.82)
k=1 k=n+1

que es lo que queriamos demostrar (Ecuacion 0.78).
Analogamente se puede demostrar para los momentos:

- (D n s 5 @ m

M, =Y (A-P)xa vy M, =Y(A,, ~P)xa,,  (0.83)
i=1 j=1
5 (suma)  pim N n n+m N
M, :Z(Ak_P)Xak: (A, -P) Xak+ Z P)xa, =
k=1 k=1 k=n+1
n m N IO RN O]
(A,-P)xa,+> (A, ~P)xa, =M, +M, (0.84)
=

i=l1

Curso 1999



MECANICA NEWTONIANA - Introduccion y Conceptos Preliminares. 39

0.4.b.vi) Casos Importantes de Sistemas de Vectores Aplicados.

A continuacion enumeraremos algunos ejemplos de sistemas de vectores aplicados, los
cuales apareceran frecuentemente a lo largo del curso:

o Vector Deslizante: Es un sistema constituido por un unico vector aplicado

SO = {A, a} . En este caso tendremos que:
R=a (0.85)
M, =(A—P)xa (0.86)

- -
Por lo visto en la Seccion 0.4.a.v, los sistemas S = {A, a} y S® = {B, a}

de la Figura 0.7 son equivalentes.

o Sistema Par o Par de Vectores: ° Es -
. . . 1
un sistema constituido por dos @ N ! —a
vectores iguales y opuestos aplicados k '
1
1

en puntos diferentes, siempre que la
recta que los une no sea colineal con
la direccion del vector. O sea:

SO = (A,aj,(B,-aj , con

- -

rpxa#0.

La principal caracteristica de
este sistema es que su resultante es
nula:

> o o

R=a-a=0 (0.87)

Entonces, por la formula de
cambio de momentos, Ecuacion 0.73, el
momento respecto a dos puntos Figura 0.10

cualesquiera P y Q, sera igual. O sea,

°  Siempre que hablemos de un par nos estaremos refiriendo a un sistema de este tipo.
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podemos escribir que:
- -
M, =M (0.88)
Notar que entonces las coordenadas de un par respecto a cualquier punto seran
5

0,M |. Solamente importaran las componentes del momento de este sistema, las cuales
a su vez son independientes del punto. Este es entonces un sistema de vectores que
representa un momento solamente; si a un determinado sistema de vectores le agregamos

un par, solo estaremos alterando el momento del mismo, pero su resultante permanecera
inalterada.

Dado que el momento sera independiente del punto, calculémoslo en alguno de
los puntos de aplicacién de los dos vectores del sistema, por ejemplo el punto A (ver

Figura 0.10):
- - - o - - - -
M MA=(rA—rija+(rB—rij(—a)

En esta ecuacion el momento del primer vector sera nulo, porque el vector

- >
r,—r, =0, por lo que tendremos que:

- - - - — -
M=|r||a|senak=|a|dk (0.89)
- -
siendo a el angulo entre la recta AB y las rectas de accién de los vectores (Aa y Ba,
-
respectivamente), el vector K un versor en la direccién perpendicular al plano de la
- - -

Figura 0.10,y d =|r,; | sena la distancia entre lasrectas Aa y Ba.

Observemos entonces que si acercamos las rectas aumentando el modulo de los
-

M

N

vectores, de forma que el producto =| a|d sea constante, tendremos un sistema

de vectores aplicados equivalente. O sea, el sistema de vectores anterior es equivalente a

N

N
un sistema S@ = (A,bj,(B',-bj siempre que mantengamos el producto
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=

- -

N
d=|b|d donde d'= I,y |Senaol es la distancia entre las rectas de accion

- - )
Ab y B'b de los vectores del sistema 5@,

o Sistemas Nulos Elementales: Decimos que un sistema de vectores aplicados es un
sistema nulo cuando sus resultante y momento, en fodos los puntos del espacio, son
idénticamente nulos. A un sistema cualquiera de estos no le llamaremos nulo
elemental, sino que, por definicion, diremos que existen dos tipos de tales sistemas:

1) Vector deslizante nulo: Es un sistema constituido por n vectores, todos
aplicados en el mismo punto, y tales que su suma sea nula; o sea:

() S .
S, =<A,a, {coni=1,...,n,ytal que:

n

R=Ya,=0 (0.90)

i=1
Obviamente se verificara que:
- n - - - - - L
MPZZ r,—r, |xa =r,—r, |[x) a =0 0.91)
=1 i=1

para todo punto P del espacio.

Este sistema es equivalente a un

- -
-b unico vector @, =0 aplicado en el
K punto A.
7
7
i B; 2) Par deslizante nulo: Es un par
/,/ constituido por 2 vectores que
L7 tienen la misma direccion de la recta
7z .
s definida por sus puntos de
7 . .y
B, L aplicacion; 0 sea:

S,? = (Bl, b}(BZ,-b) y

tal que el vector B, —B, es
Figura 0.11

N
paralelo a b (Ver Figura 0.11):
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N

R=b-b=0 (0.92)

En este caso, por tratarse de un par el momento no depende del punto:
- - - - -
M,=M=M, =(B, -B,)xb +(B, —Bl)x(—bjzo (0.93)

1

donde la ultima igualdad se verifica porque el primer sumando involucra el
vector nulo (B1 - B1) y el segundo cumple que:

(Bz—Bl)x(—b):(Bl—Bz)xb:O (0.94)
por ser los vectores paralelos.

0.4.b.vii) Invariante Vectorial e Invariante Escalar.

- -
Como vimos anteriormente, las coordenadas (R,ij de un sistema de vectores

5

aplicados cumplian la condiciéon de que R era independiente del punto P respecto al que las
—

mismas estaban referidas. Por eso podemos decir que R es un invariante vectorial, porque no

cambia si cambiamos el punto al que hacemos referencia.

De la misma manera demostraremos ahora que existe otra cantidad, que no depende de
dicho punto. Esta vez es un escalar, por eso lo denominaremos invariante escalar 'y esta definido
como el producto escalar de la resultante y el momento:

w=M, R (0.95)

Efectivamente, si lo calculamos en otro punto Q y hacemos referencia al anterior a través
de la formula de cambio de momentos, Ecuacion 0.73, tendremos:

W=M,R= (MP+ Rx (rQ—rPD-R =M, R+ (Rx (rQ—rPD-R

Como nuevamente el producto mixto:
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tenemos que:

Rx (rQ—rpj -R=0 (0.96)
=M, R=M, R=p (0.97)

0.4.b.viii) Propiedades Adicionales de los Sistemas de Vectores Aplicados.

A continuacion enumeramos algunas propiedades generales de los sistemas de vectores
aplicados. Muchas de ellas requieren de una demostracion cuidadosa, mientras que otras son
obvias tras las definiciones y conceptos expuestos anteriormente. Las mencionamos aqui porque
pueden ser de gran ayuda al interpretar muchos de los resultados que obtendremos posteriormente,
asi como también facilitar el calculo en las diversas aplicaciones y ejercicios que apareceran
durante el afio.

1))

2)

3)

4

5)

6)

Si a un sistema de vectores se le agrega un sistema de vectores nulo elemental, el
nuevo sistema tendra la misma resultante y momento que el original.

La condicion necesaria y suficiente para que dos sistemas de vectores aplicados sean
equivalentes es que tengan el mismo momento respecto a tres puntos no alineados.

Todo sistema de vectores es equivalente a uno constituido por dos unicos vectores,
uno de ellos aplicado en un punto prefijado.

Todo sistema de vectores es equivalente a uno constituido por tres vectores aplicados
en tres puntos no alineados prefijados.

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de vectores aplicados sea
equivalente a un vector deslizante o un par es que el invariante escalar sea nulo.

5
La condicion necesaria y suficiente para que un campo vectorial € (P ) sea un campo

de momentos es que:

(¢0)-<@)ri-r |0 0.98)
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0.4.c — Ejemplos de Sistemas de Vectores Aplicados.

A continuacioén volveremos con un poco mas de detenimiento sobre las aplicaciones que
daremos en este curso a los conceptos definidos y estudiados anteriormente en forma general para
sistemas de vectores aplicados. Estudiaremos los tres ejemplos particulares mencionados al
principio de la seccion 0.4.

0.4.c.i) Cinética de un Sistema de Particulas.

En el Capitulo 5 de este curso estudiaremos en forma general los Sistemas de Particulas
como generalizacion de los conceptos que introduciremos en la primer parte del curso que se
aplican a una Unica particula. Entendemos por Sistemas de Particulas a un conjunto de n puntos

- —
P;, coni=1,...,n, de coordenadas r, =TI, los cuales tienen masas m;, y se mueven con

5
velocidades V. Independientemente de cudl sea el movimiento de estas particulas, y las

variaciones que introduzcan estos movimientos en las posiciones P; al avanzar el tiempo, por
ahora deseamos estudiarlo como si el tiempo no anduviese; o sea, como si tuviésemos una
fotografia de la posicion de las particulas y la informacion adicional de cual es la velocidad
instantanea de cada una de ellas.

Definimos entonces la Cantidad de Movimiento de la i-ésima particula como:

- -

p,=m; Vi (0.99)
y consideraremos el sistema de estos vectores, cantidades de movimiento aplicados sobre la

N
particula correspondiente: {Pl, pl} coni=1,...,n Laresultante de este sistema de vectores

aplicados es lo que llamamos la Cantidad de Movimiento Total; es decir, la del sistema de
particulas considerado como un todo:

P=Sp =mv (0.100)
i=1 i=1

Veremos en el Capitulo 5 que podemos definir un punto en particular, que

denominaremos Centro de Masas o Baricentro, G, al que se le puede asignar toda la masa del
sistema. Es decir, siendo
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M=Y"m, (0.101)
i=1
la masa total del sistema, se verifica que:

P=Mv, (0.102)

N
donde Vv esla velocidad del centro de masas.

Aplicando la definicion, Ecuacion 0.54, los momentos individuales de estos vectores
aplicados, respecto a algin punto Q, seran:

Lo =(Pz —Q)xpi =(ri—erxpi :mi(ri—rQ)xvi (0.103)

N
donde 1 iq ©s, por definicion, el Momento Angular de la particula i respecto al punto Q.

Considerando en particular el momento angular respecto al origen de coordenadas, al que
-
llamaremos para simplificar simplemente 1, , tendremos:

> o

- - - - -
1, =1,=(P.—O)xp, =r,xp, =m,rxV, (0.104)
Es inmediato de su definicion, Ecuacion 0.103, que:

e e T

linli—erpizll.erier (0.105)
lo que no es mas que el cambio de punto de aplicacion del momento, ecuaciones 0.61 y 0.63.

Para el Momento Angular Total del sistema de particulas respecto al punto Q tendremos:

L, =31, =3 (P -Q)xp, =Z(F—r2jx5 =Zm(3—%jx3 (0.106)
i=1 i=1 i=1 i=1

y para cualquier otro punto S se cumplira, por la formula de cambio de momentos:

—

LSZLQ+PX(1~S_1-Q]:LQ-}-MVGx(rS—rQ) (0.107)
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Ejemplos:
1) Particula unica:

N
En el caso que tengamos una Unica particula A de masa m y velocidad Vv,
estariamos frente al caso de un vector deslizante. La cantidad de movimiento

total sera:
- > -
P=p=mv (0.108)
y el momento angular respecto al origen:
- - - - -
l=r,xp=mr,xv (0.109)

El momento respecto a un punto P cualquiera sera:
- - > - - > -
l,={r,—r, |[xp=m|r,—1, |[XV (0.110)

Por lo que hemos visto previamente de vectores deslizantes el momento
-
angular lQ =( para todo punto Q que se encuentre en la recta de accion del

N
vector deslizante, que en este caso serd A V.

2) Velocidades iguales y opuestas:

Consideremos un sistema formado por dos particulas P y P», de igual masa
- -
m y tal que se mueven con velocidades iguales y opuestas V y —V,
respectivamente. Este sistema es similar a un par de vectores aplicados, por lo
que tendremos:

P =mv (0.111)
ﬁl:mfij:_m3:_ﬁ (0.112)
P=p,+p =0 (0.113)
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Haciendo uso de la Ecuacion 0.102 vemos que el baricentro de este sistema
estara fijo:

v, =0 (0.114)
ya que la masa total del sistema es:

M =2m=0 (0.115)

El momento angular serd obviamente igual en todos los
puntos del espacio y su modulo sera:

I= 1 =md| v (0.116)

- -
siendo d la distancia entre las rectas de accion P, v y P, v de ambos vectores.

3) Traslacion de un Sistema de Particulas.

Consideremos el caso general del sistema de n particulas en que todas ellas
- -
tengan la misma velocidad vV, = V. Esto es lo que se dice un sistema con

movimiento de traslacion, entonces de las ecuaciones 0.100 y 0.102:
- - n_o— n - n - n - -
B=irv, =S =Smv =Zmiv=[2mi]v=MV
i=1 i=1 i=1 i=1

o sea que la velocidad del baricentro sera igual a la de todas las demas particulas
del sistema:

N

g (0.117)

El momento angular total respecto a un punto Q sera:
- n - - - n - - - n - - -
L, =:Z r,—r, ><pl.=2ml. =T, |[XV= Zmi =T, ||XV
i=1 i=1 i=1
donde trabajando con la sumatoria del ultimo miembro:

n

n - - n - n - n - -
D LTy [ =2t = mixg = 3 mx—| 2 om; |rg
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
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que usando la definicién de masa total del sistema, Ecuacion 0.101:

Zn:mi(Z—%)zimi;’.—M% (0.118)
i=1 i=1

por lo que:

LQ: Zmlrl_MrQ XV = zmiri XV—MI'QXV (0119)

i=1 i=1

Pero volviendo a la Ecuacion 0.118, vemos que existe un punto en que el
momento angular es nulo ya que el segundo miembro de esta ecuacion puede
hacerse cero. Como veremos posteriormente este punto es precisamente el centro

de masa del sistema, que por definicién es aquel punto G de coordenadas:
- 1 & —
= Ymr (0.120)
G M ; i

por lo que efectivamente, sustituyendo vemos que:

—

L, =0 (0.121)

Comparando entonces este caso de un sistema de particulas con movimiento
de traslacion con el de una tnica particula, vemos que el primero es equivalente
a una particula ubicada en el baricentro G del sistema, de masa M (la masa del

-
sistema total) y con velocidad VvV (la misma del resto de todas las particulas).
- -
Ambos sistemas tienen la misma cantidad de movimiento P = M v y momento
-
angular L ; = 0. O sea, ambos sistemas de vectores aplicados son equivalentes.

0.4.c.ii) Distribuciones de Fuerzas.

Consideremos ahora el mismo sistema de particulas o puntos P; pero ahora nos

concentraremos no en las velocidades con que se mueven, sino en las fuerzas aplicadas sobre

—

ellos. Llamémosle F, a una fuerza aplicada sobre la i-ésima particula P,. Estudiaremos ahora

Curso 1999



MECANICA NEWTONIANA - Introduccion y Conceptos Preliminares. 49

5
brevemente el sistema de vectores aplicados {Pi’E} coni=1,...n,al que llamaremos

indistintamente Sistema de Fuerzas Aplicadas o Distribucién de Fuerzas. '

Los conceptos vertidos anteriormente de sistemas de vectores, se trasladan directamente,

por lo que se definen la resultante y el momento respecto a un punto Q a través de las ecuaciones
0.70y 0.71:

i3

i=1

(R—Q)Xﬁ=i(r:—r2jxff (0.123)

i=1 i=1

F (0.122)

n

N
MQ =
y vale también la Formula de Cambio de Momentos, Ecuacion 0.73:

M = M, + Rx (rs—roj (0.124)

- o
Dos sistemas de fuerzas que tengan las mismas coordenadas (R,MQJ respecto a un

mismo punto QQ cualquiera, serdn equivalentes.

Esta propiedad sera de gran importancia en nuestro curso porque nos permitira introducir
simplificaciones de materia fundamental (es decir, en las deducciones tedricas que realicemos) asi
como también simplificaciones en el momento de realizar calculos especificos a los problemas
planteados. Discutiremos ahora como la aplicaremos en diferentes partes del curso:

5
1) Consideremos dos sistemas de fuerzas SO = {Pl.,Fl} ,coni=1,...,n de

M 5 M

N
coordenadas | R, M|, respecto a un punto Q, y S = {Pj, F, +n} conj =

5
19 Notar que la fuerza F, no es necesariamente la fuerza total aplicada sobre la particula P,, por

lo que si hay mas de una fuerza actuando sobre una misma particula aparecerian como vectores
aplicados diferentes.
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1, ..., m, de coordenadas nulas; es decir, las coordenadas respecto al punto Q
@ 5 @

R ,MQ seran:

) NG)
R =0 y M, =0 (0.125)

Por las propiedades de la suma de sistemas de vectores aplicados, ecuaciones
-
0.78 y 0.79, tendremos que el sistema suma SO = {Pl, Fl} coni=1,...,n+m

verificara que:

ENC) RN () BN ) BN O

R =R +R =R (0.126)
y:
N E)) (Y] 5 @ (Y]
_ _ 0.127
M, =M, +M, =M, (0.127)

omo consecuencia de esto, tendremos que el sistema de fuerzas
C de esto, tend que el sistema de fu
SO =80 4+ 8P serd equivalente al sistema S .

. . . 3
En otras palabras, cuando un determinado sistema de vectores aplicados, S @ ,

@

esté formado por dos subsistemas, S W y 8§, teniendo uno de ellos, por ejemplo el

S@ | resultante y momento nulo, el sistema total S ® sera equivalente a S M.y
sea, aquella parte del sistema de fuerzas cuyas coordenadas no son necesariamente

idénticamente nulas''. Observar que no todos los vectores del sistema S @ tienen
que ser nulos, ni tiene que ser un sistema nulo elemental, sino que so6lo debe cumplir
que sus coordenadas respecto a un punto particular sean nulas. Por la férmula de
cambio de momentos, Ecuacion 0.73, lo seran respecto a cualquier punto.

Esta propiedad nos permitird, en muchas oportunidades, eliminar una parte de un
determinado sistema de fuerzas, que sabremos de antemano tiene coordenadas nulas,
y trabajar solamente con el resto de las fuerzas. Efectivamente, cuando trabajemos

'~ Aunque en algiin caso particular si pueden serlo, y el sistema total tendra también coordenadas
nulas. Es mas, cuando estudiemos equilibrio de sistemas, en la segunda parte del curso, veremos
que exigiremos, precisamente, que aquella parte de un sistema de fuerzas que no necesariamente
tiene coordenadas nulas, las tenga para que el sistema pueda estar en equilibrio.
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2)

con sistemas de fuerzas actuando sobre sistemas de particulas, podremos clasificar
las mismas en dos subgrupos:

e Fuerzas Internas: Son aquellas fuerzas que surgen de la interaccion mutua
entre las particulas del sistema.

e  Fuerzas Externas: Son las debidas a la interaccion del sistema con otras
particulas o sistemas externos al que se considere.

Posteriormente veremos que uno de los principios de la dinamica nos permite
demostrar que el sistema de fuerzas internas es de resultante y momento nulos; por lo
que el sistema total de fuerzas sera equivalente al sistema de fuerzas externas. Esto
nos permitira, en muchos casos, y en particular para sistemas rigidos, determinar
completamente el movimiento del sistema estudiando solamente las fuerzas externas,
independientemente de cudles sean las interacciones internas del sistema. Dado que
cuando trabajemos con sistemas de muchas particulas tendremos un gran
desconocimiento sobre esta distribucion de fuerzas internas, esta es una
simplificacion muy importante de nuestro trabajo.

N
Para un sistema cualquiera de fuerzas S = Pi,Fi ,coni =1, ..., n,

5
consideremos que una cualquiera de las fuerzas del sistema, F ; » aplicada en el punto

P;, se sustituye por una fuerza igual, pero aplicada en el punto PI' ubicado sobre su

5
recta de accion P . Fj (es decir, se desplaza dicha fuerza en su linea de accion),

dejando el resto de las » — 1 fuerzas inalteradas. Tendremos asi un sistema
-
equivalente al original. Esto es debido a que el valor de la fuerza Fj es el mismo

5
que originalmente, y por lo tanto su contribucién a la resultante R no cambia; y por
lo demostrado en la seccion 0.4.a.v, la contribucion al momento total de los vectores
- - -
aplicados P, F, ¢y Pj'.,Fj seré la misma, por lo tanto el momento total M,

tampoco cambiard.

Esto nos permite entonces, dado un sistema de fuerzas, desplazar una cualquiera
de las fuerzas del sistema sobre su recta de accion sin alterar las coordenadas del
sistema (resultante y momento).
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N
3) Consideremos ahora que, dado un sistema de fuerzas SO = {Pl. s Fi } ,coni=1,...

5
, 1, sustituimos la fuerza F ; » aplicada en el punto P;, por dos fuerzas aplicadas en el

- - -
mismo punto, a las que llamaremos F; y F; =F,,, , tales que:
- - > - -
LT (0.128)
F,=F,+F, =F +F
2 d
Es decir, construimos un nuevo sistema S'? = P.,F, t,conk=1,...,n+l,

donde los vectores aplicados de los sistemas S 0 y S ) son iguales para todo i = £,
salvo k=jyk=mn+1; es decir:

{0, K pparak=

{P,:,F,:}z {Pi,F;'an+1}parak=n+l (0.129)

{Pl.,F[}parak:i;tj

Es inmediato demostrar que la resultante y el momento respecto a cualquier
punto de ambos sistemas son iguales, por lo que, dado un sistema de fuerzas,
podemos sustituir cualquiera por dos nuevas fuerzas aplicadas en el mismo punto,
siempre y cuando la suma de estas dos Ultimas den la primera.

Esta propiedad, junto a la anterior, es de gran utilidad en el calculo de momentos
ya que podemos descomponer cualquier fuerza, segun dos direcciones
perpendiculares, cuyos momentos sean mas faciles de calcular. Obviamente que estas
fuerzas podran a su vez ser trasladadas segun su linea de accion.
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Ejemplo:

Consideremos ahora, como ejemplo un sistema de particulas {R} coni=1,...n,de

N
forma que la i-ésima particula tiene masa m;. Y consideremos un sistema de fuerzas {P,. R Fl} con
i=1,...n,de forma que la fuerza actuando sobre la i-ésima particula es proporcional a su masa:

— - - -
F, =m, f ,donde f esun vector constante, al que llamaremos campo { .

1

La Resultante del sistemas de fuerzas aplicadas sera:
— n_o— n — -
i=1 i=1

5
o sea, la fuerza es igual a la masa total del sistema de particulas por el campo f . El momento

respecto a un punto cualquiera Q sera:
- no(-> - - n - - - n - - -
MQ:Z r,—r, XF,-:me r—r, |xf= Zml_ r—r, ||xf (0.131)
i=1 i=1 i=1

utilizando la Ecuacién 0.118 y la definicion de baricentro, Ecuacion 0.120, tenemos que el
momento de este sistema de fuerzas en el baricentro es nulo:

M, =0 (0.132)

- -
Por lo que, este sistema de fuerzas es equivalente, a una tinica fuerza R = M f aplicado
en el aricentro del sistema de particulas.

0.4.c.iii) Distribucion de Velocidades de un Rigido.

Como veremos mas adelante en el curso, el movimiento de un cuerpo rigido o de un

sistema de referencia respecto a otro, queda determinado completamente dando la velocidad de un
-

punto cualquiera del rigido, Q, que se mueva con velocidad Vq, y un vector velocidad angular

N
®, tal que la velocidad de cualquier punto del espacio, considerado como solidario al rigido o al

sistema de referencia en cuestion es:
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VP=VQ+COX(I'P—I‘Q) (0.133

Esto es lo que se llama Distribucion de Velocidades del Rigido, y no se usa solamente
para hallar la velocidad de un punto perteneciente a un rigido, sino que también nos dara la
velocidad de arrastre de un punto respecto a un sistema de referencia en movimiento.

Esta relacion es muy similar en su forma a la férmula de cambio de momentos. Como
vemos, la misma puede considerarse como un campo vectorial, de forma que a cada punto del
espacio P, le asocio una velocidad de acuerdo a esta formula. De esta forma tendré definida la
velocidad de cualquier punto del espacio como punto del rigido, tenga el rigido una particula con
masa en dicho punto o no. El campo vectorial asi generado, verifica la Ecuacion 0.98, ya que:

(VP—VQ)'(rp_erz mx(rp—er -(rp—rQ)=0 (0.134)

por lo que la distribucion de velocidades del rigido, seglin el punto 6) de la Seccion 0.4.b.viii
-

puede verse como un campo de momentos. O sea, la velocidad angular ®, puede considerarse

como la resultante de un sistema de vectores aplicados y las velocidades los momentos totales en

el punto correspondiente de este sistema de vectores aplicados.

No entraremos en detalle, pero el sistema de vectores aplicados en cuestion son las
velocidades angulares de giros elementales en torno a algun punto fijo.
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